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Представлен математический аппарат расчета хода лучей в приближении заданного порядка малости через 
вращательно-симметричные оптические системы, включающие дифракционные линзы, структура которых раз-
мещена на сферической поверхности. 

 
 

1. Введение 
В работах [1-3] описана методика и приведены 

формулы расчета хода псевдолучей лучей (т.е. лу-
чей, траектории которых рассчитываются в прибли-
жении заданного порядка малости) через враща-
тельно-симметричные системы, включающие ради-
ально-градиентные и дифракционные линзы. В этих 
работах предполагалось, что структура дифракци-
онной линзы (ДЛ) выполнена на плоскости. Однако 
известно, что размещение структуры ДЛ на сфери-
ческой поверхности открывает возможность управ-
ление комой линзы (вплоть до ее устранения) неза-
висимо от величины сферической аберрации, распо-
ложения предмета и зрачка [3]. Очевидно, что ис-
пользование ДЛ на сферической поверхности в со-
ставе гибридной оптической системы может суще-
ственно расширить ее коррекционные возможности, 
поэтому целесообразно распространить методику 
расчета хода псевдолучей на такие элементы. 

Для получения формул расчета хода псевдолу-
ча необходимо иметь представленные в аналитиче-
ском виде точные соотношения, связывающие па-
раметры дифрагировавшего и падающего на ДЛ лу-
чей. Такие соотношения для элементов, структура 
которых размещена на поверхностях произвольной 
формы приведены в работах [4, 5]. Точные лучевые 
соотношения следует разложить в ряды по степеням 
входных параметров луча. В результате после раз-
ложения и соответствующей перегруппировки па-
раметры луча на выходе из ДЛ будут описываться 
степенными рядами, состоящими из слагаемых раз-
личных порядков малости относительно параметров 
луча на входе в оптическую систему. В результате 
ограничения рядов конечным числом слагаемых бу-
дут получены выходные параметры псевдолуча, вы-
численные в требуемом приближении. С целью уп-
рощения вышеописанной процедуры точные луче-
вые соотношения целесообразно представить в виде 
наиболее удобном для последующего разложения. 

2. Точные лучевые соотношения 
Требуемые лучевые соотношения получим для  

представляющего наибольший практический инте-
рес случая, когда размещенная на сферической по-
верхности кольцевая структура ДЛ симметрична от-

носительно оси, проходящей через центр сферы и 
являющейся оптической осью линзы. Введем две 
прямоугольные системы координат. Одна из них − 
K −система с началом координат, совмещенным с 
вершиной сферической поверхности, и осью Z , 
совпадающей с оптической осью. Вторая − локаль-
ная K~ −система, ее началом координат является 
точка падения луча на сферическую поверхность, а 
ось Z~  совпадает с нормалью к поверхности в этой 
точке. В K −системе уравнение сферической по-
верхности, на которой размещена структура ДЛ, 
имеет вид [6] 
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где c  − кривизна сферической поверхности, 
22 yx +=ρ . 

В этой же системе координат направляющие 
косинусы оси Z~  (составляющие орта k~ ) описыва-
ются выражениями 
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Что же касается двух других ортов i~  и j~ , то 
их составляющие легко найти, воспользовавшись 
очевидными соотношениями 
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Поскольку (3) представляет собой систему пяти 
скалярных уравнений с шестью неизвестными, то 
одна из проекций орта i~  или j~  может быть выбра-
на произвольно. Положим, например,  

0~ =xj ,  (4) 

тогда другие составляющие ортов j~  и i~  будут оп-
ределяться соотношениями 
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Составляющие ортов i~ , j~  и k~  образуют 
матрицу 
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с помощью которой можно перейти от составляю-
щих любого вектора, определенных в K −системе к 
составляющим этого же вектора, определенным в 
K~ −системе. Обратный переход производится с по-
мощью транспонированной матрицы Α′ . 

Целесообразность использования локальной 
K~ −системы обусловлена тем, что именно в этой 
системе справедливы простые соотношения, связы-
вающие направляющие косинусы дифрагировавше-
го и падающего лучей с производными эйконала за-
писи структуры ДЛ: 
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где m  − порядок дифракции, 0λλ=µ , λ - длина 
волны света, падающего на ДЛ, λ0 – длина волны 
записи (в дальнейшем будем полагать, что 1−=m  и 

1=µ ).  
Производные же эйконала записи можно выра-

зить через направляющие косинусы нормалей к 
двум фронтам записи, по крайней мере, один из ко-
торых является асферическим. В результате соот-
ношения (8) приобретают вид 
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Направляющие косинусы, входящие в правую 
часть выражений (9), изначально известны только в 
K −системе. В частности, направляющие косинусы 
нормали к первому (сферическому) фронту записи 
определяются выражениями 
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а направляющие косинусы ко второму (асфериче-
скому) фронту записи  – соотношениями 
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где s−  и s′  – отрезки записи, 3b , 5b , …− коэффи-
циенты асферический деформации третьего, пятого 
и т.д. порядков [5].  

Таким образом, чтобы найти направляющие 
косинусы дифрагировавшего луча в K −системе не-
обходимо вначале направляющие косинусы падаю-
щего луча и нормалей к фронтам записи, известные 
в этой системе, пересчитать с помощью матрицы Α  
[см. выражение (7)] в K~ −систему. Затем, используя 
соотношения (9), получить направляющие косинусы 
дифрагировавшего луча в K~ −системе и совершить 
с помощью транспонированной матрицы Α′  обрат-
ный переход в K −систему. 

 
3. Схема расчета хода псевдолуча 

Рассмотрим теперь, как можно использовать 
вышеприведенные соотношения для расчета хода 
псевдолуча через структуру ДЛ, размещенную на 
сферической поверхности. Для определенности ог-
раничимся приближением пятого порядка малости. 

Высоту и наклон псевдолуча в точке его паде-
ния на поверхность ДЛ опишем векторами S  и T . 
Вектор S  имеет составляющие ( )0,, yx , вектор T  − 
составляющие ( )0,, yx TT , где xT  и yT  − направляю-
щие тангенсы луча связанные с направляющими ко-
синусами луча соотношениями 

zyyzxx TT αα=αα= , . (12) 

Векторы S  и T  являются функциями двух 
зрачковых векторов, определяющих высоту и на-
клон луча во входном зрачке оптической системы, и 
могут быть представлены в виде суммы слагаемых 
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первого, третьего, пятого и т. д. порядков малости 
относительно модулей этих зрачковых векторов: 
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Введем три инварианта вращения 
2

1 T=e , ST ⋅=2e , 2
3 S=e  (14) 

и, используя соотношения (13), запишем их в виде 
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где 
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Разлагая уравнение (1) в степенной ряд и ис-
пользуя соотношения (14), (15), координату z  точки 
пересечения луча с поверхностью ДЛ можно пред-
ставить как 
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Далее, поскольку направляющие косинусы па-
дающего на ДЛ луча связаны с его направляющими 
тангенсами соотношениями 
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то после разложения в степенные ряды получим 
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где 
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Аналогично, разлагая в степенные ряды урав-
нения (10) и (11), можно представить в виде сумм 
величин различных порядков малости направляю-
щие косинусы нормалей фронтов записи: 
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Далее в виде сумм величин различных поряд-
ков малости представим составляющие ортов k~ , j~  

и i~ . В частности, из выражений (2), (13) и (19) по-
лучим, что составляющие орта k~  можно записать 
как 
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Аналогично, раскладывая в степенные ряды 
уравнения (4)-(6) и используя соотношения (26), 
представим составляющие ортов j~  и i~  в виде 
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Затем с помощью матрицы (7) находим состав-
ляющие различных порядков малости направляю-
щих косинусов падающего луча и нормалей к фрон-
там записи. В частности, составляющие направ-
ляющих косинусов падающего на поверхность ДЛ 
луча в K~ −системе можно записать как 
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и аналогично для направляющих косинусов норма-
лей фронтов записи 
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Подставляя соотношения (32) и (33) в (9) полу-
чаем в виде сумм величин различных порядков ма-
лости составляющие дифрагировавшего луча в 
K~ −системе 
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где 
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Далее, используя транспонированную матрицу 
Α′ , находим в виде сумм величин различных по-
рядков малости направляющие косинусы дифраги-
ровавшего луча в K −системе. Наконец на послед-
нем этапе с помощью соотношений, аналогичных 
уравнениям (12), переходим от направляющих ко-
синусов к направляющим тангенсам дифрагировав-
шего луча и тем самым находим в виде сумм со-
ставляющих различных порядков малости искомый 
вектор T′ , определяющий наклон луча, дифрагиро-
вавшего на структуре ДЛ, размещенной на сфериче-
ской поверхности. 
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Abstract  

The paper presents a mathematical method for calculating the paths of rays in the approximation 
of a preassigned order of infinitesimals through rotation-symmetric optical systems with diffractive 
lenses, the structure of which is located on a spherical surface. 
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