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ВЫПОЛНЯЮЩЕГО ЗАДАННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СВЕТОВОГО ПОЛЯ 
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Аннотация 
Рассматривается алгоритм расчета показателя преломления двухмерной среды, переводящей заданное ам-

плитудно-фазовое распределение на входе в заданное амплитудно-фазовое распределение на выходе. Алгоритм 
включает построение траекторий лучей внутри градиентного оптического элемента (ГОЭ), согласующих вход и 
выход и численное решение дифференциального уравнения для показателя преломления ГОЭ. 

1. Введение 
Впервые обратная задача в геометрической оп-

тике неоднородных сред была поставлена и частич-
но решена в [1,2]. В [1] найдено аналитическое ре-
шение для двумерного волновода, периодически 
фокусирующего лучи, исходящие из осевой точки. В 
[2] по заданному двумерному семейству лучей в 
ГОЭ, построено общее решение для показателя пре-
ломления, зависящее от некоторой произвольной 
функции. Однако это решение не конструктивно и 
его трудно использовать. 

В данной работе предложен метод расчета в 
лучевом приближении показателя преломления 
двумерного ГОЭ, переводящего заданное амплитуд-
но-фазовое распределение на входе в заданное ам-
плитудно-фазовое распределение на выходе 

2. Аналитическое решение 
Запишем уравнение луча [3] в среде с показа-

телем преломления n: 
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Полагая 222 dddd),(),( zyxSzyyzxx ++===  – 
малое расстояние вдоль луча, получим следующую 
систему уравнений:  
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Предполагая среду бесконечно протяженной 
вдоль оси y т.е. ),( zxnn = , приходим к плоской за-
даче: 
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В работе [1] рассмотрен случай для )(xnn = , 
при этом (3) переходит в: 
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Далее полученное уравнение интегрируется 
для семейства лучей и функции z=z(x). 

Т.е. функцию )(zxx =  можно обратить, так, 

что:  
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С учетом этого вместо (4) получим: 
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Интегрируя  (5) по x, получим: 

( ) 1

d
d

1C)( 2 +=

x
z

xn . (6) 

Подставляя семейство лучей имеющих задан-
ные величины z

x
d

d  на прямой 0zz =  из (6), можно 

найти показатель преломления )(xn . 
Из (6) можно также найти уравнение лучей при 

заданном )(xn : 
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При z = 1 и C = n(0) из последнего равенства 
следует полученное в [1] выражение для самофоку-
сирующей среды: 
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С другой стороны, для случая )(znn = , из 
уравнения (3) можно получить: 
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Далее, аналогично предыдущему рассмотре-
нию, можно получить выражения для коэффициента 
преломления и для семейства лучей: 
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Для общего случая при ),( zxnn =  из уравне-
ния (3) можно получить следующее выражение: 
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В работе [2] предложен путь нахождения об-
щего решения уравнения (12), которое должно зави-
сеть от некоторой произвольной функции. 

В уравнении (12) переменные x и z не незави-
симы, т.к. это уравнение выполняется вдоль луча 

)(zxx = . Тогда производную в (12)  можно вычис-
лить как производную от сложной функции: 
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В этом случае  (12) примет вид: 
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Решение этого уравнения легко записать в виде: 
( )
( )

( )
( ) ( )∫ ′′+′

′′′
−=

z

zzxfzxp
zzzxq

xn
zzxn

0 ),()(
d),(

0),0(
),(ln  , (15) 

или окончательно: 
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лический. 
Это решение справедливо только вдоль луча 

)(zxx = . Чтобы найти показатель преломления ГОЭ 
как функцию двух координат ),( zxnn = , перейдем в 
уравнении  (12) от зависимых переменных x и z, 
к независимым переменным x и s, где s – непрерыв-
ный параметр определяющий конкретный луч из 
семейства лучей плотно заполняющих ГОЭ: 

),( szxx = . Предположим, что функцию ),( szxx =  
можно разрешить относительно s: ),( zxss = , и рас-
смотрим функцию ),(ln zxn  как функцию двух неза-
висимых переменных x и s: ( )),(,ln zxszn . Тогда про-
изводные в уравнении  (12) можно переписать как 
производные от сложной функции [2]: 

( )

( ) .ln),(,ln

,lnln),(,ln

x
s

s
n

x
zxszn

z
s

s
n

z
n

z
zxszn

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

 (17) 

Тогда вместо уравнения () получим: 
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Если не предполагать возможность разрешения 
уравнения семейства лучей ),( szxx =  относительно 
s, то можно получить другое уравнение для nln  
также через независимые переменные z и s: 
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3. Ход лучей в ГОЭ 
Для расчета ГОЭ, в первую очередь необходи-

мо задать ход лучей внутри элемента таким образом, 
чтобы из заданного во входной плоскости распреде-
ления интенсивности и наклонов лучей, получить 
максимально близкое к требуемому распределение 
интенсивности и наклонов в выходной плоскости 
элемента. Очевидно, что данная задача решается не 
однозначно: можно построить множество семейств 
лучей, удовлетворяющих заданным условиям на 
входе и выходе. Задачу можно разделить на две час-
ти: однозначное определение координаты (отсчета) 
на выходе для каждого конкретного луча, и собст-
венно сам алгоритм построения траектории луча 
внутри ГОЭ. 
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Рис. 1. Однозначное сопоставление входного 

 и выходного лучей. 

3.1. Взаимно–однозначное соответствие входной 
и выходной плоскостей 

Для однозначного определения координаты 
(отсчета) заданного луча на выходе, присвоим каж-
дому лучу во входной плоскости энергетический вес 
равный значению интенсивности I0(x) в конкретной 
точке (отсчете) входа. Аналогичным образом зада-
дим распределение энергетических весов IB(ξ) в ка-
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ждой точке (отсчете) выходной плоскости (Рис. 1.). 
Тогда количество лучей N1…NM, где M – количество 
отсчетов на входе, которые должны придти в отсчет 
выходной плоскости, можно итеративно определить 
из следующих формул: 
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где kpx ξ,  – координаты точек во входной и выход-
ной плоскостях, Np–Nр–1 – число лучей пришедших в 

точку (отсчет) pξ ,  NN
M

p
p =∑

=1
 – общее число лу-

чей. 
Очевидно, что в результате дискретизации в 

некоторых отсчетах суммарный энергетический вес 
окажется несколько большим требуемого значения, 
в других – меньшим, однако необходимым является 
выполнение равенства: 

,)()(
1

0
1

∑∑
==

=
N

k
k

M

k
kВ xII ξ  (23) 

Здесь и далее предполагаем, что ∆x = ∆ξ – ша-
ги сетки на входе и выходе одинаковы. 

Зная номера входного и выходного отсчетов, 
можно определить угол направляющей луча, соеди-
няющего две точки на входе и выходе ГОЭ (Рис. 1.). 
Если H – номер отсчета на входе, h – номер отсчета 
на выходе, ∆x – шаг сетки по оси x, L – длина опти-
ческого элемента, то: 
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3.2. Алгоритм построения траектории луча 
Очевидно, что при всех возможных комбина-

циях углов у лучей на входе и выходе ГОЭ, принци-
пиальное отличие имеют два случая: случай разно-
направленных лучей (Рис. 2.) и случай сонаправлен-
ных лучей (Рис. 3.). 

 
Рис. 2. Случай разнонаправленных лучей. 
В первом случае необходимо плавно сменить 

угол у луча с 0α  до Вα  на протяжении длины эле-
мента L, т.е. за Z отсчетов сетки. Таким образом (в 
случае 00 >α ,  0<Вα ), угол наклона луча на каж-
дом шаге будет задаваться формулой: 
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В случае сонаправленности, лучи будут пре-
терпевать перегиб (Рис. 3.). 
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Рис. 3. Случай сонаправленных лучей. 

Для обеспечения плавности изменения угла 
вдоль хода луча координата точки перегиба должна 
зависеть от соотношения входного и выходного уг-
лов: 
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где 12 ZZZ −= . 
Тогда координата Z1 точки перегиба луча оп-

ределится по формуле: 
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Таким образом, при Вαα =0  последнее равен-
ство переходит в очевидное: 

21
ZZ =   , (28) 

Тогда, если α  – угол у направляющей луча, 
вычисленный по формуле  (24), угол 

απβ −= 2/ , то за Z1 шагов необходимо сменить 
угол у луча с 0α  до β2 . Таким образом (в случае 

00 >α , 0>Вα ), угол на каждом шаге от 1 до Z1 бу-
дет задаваться формулой: 
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Далее за Z2 шагов необходимо сменить угол у 
луча с 2β до αB, соответственно угол на каждом ша-
ге от Z1+1 до Z будет задаваться формулой: 
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4. Расчет показателя преломления ГОЭ 
Рассмотрим уравнение  (20), вычисляя  ве-

личины ),( sza , ),( szb и ),(~ szc , исходя из заданных 
нами траекторий лучей, можно определить величи-
ну ),( szn , что позволит полностью рассчитать тре-
буемый ГОЭ. Так как уравнение  (20) записа-
но относительно z и s, и мы не предполагаем разре-
шения уравнения семейства лучей относительно s, 
то, очевидно, для каждой конкретной точки с коор-
динатами x и z можно получить несколько значений 
коэффициента преломления ),( zxn . Возникшую 
неоднозначность можно устранить, например, путем 
усреднения полученных в точке ),( zx  значений ко-
эффициента преломления: 
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где p – число значений коэффициента преломления. 
Далее для удобства записи переобозначим: 
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Для численного решения уравнения  (20) зада-
дим сетку с узлами в точках  ),(),( τlkhzs = , 
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l
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  –  шаги сетки. 

Запишем разностную схему: 
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Отсюда: 

.1
1

τ

ττ
l
k

l
k

l
k

l
k

l
k

l
k

l
kl

k
chb

hancnhb
n

−

−−
= −

−

 (34) 

Производные z
x
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x  и ds

dx  входя-

щие в величины a, b и c зададим следующими раз-
ностными выражениями: 
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Очевидно, что при dx/ds=0, величина c обра-
щается в бесконечность. Подобная ситуация возни-
кает в случае слияния двух соседних лучей в точке 

),( zx , и в этом случае разностная схема примет вид: 
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5. Численное моделирование 
Для реализации численного расчета ГОЭ была 

написана программа с использованием среды про-
граммирования Borland® Delphi®. В рамках единой 
программы объединены средства задания распреде-
ления интенсивностей на входе и выходе, расчета 
траекторий лучей и расчета показателя преломления 
ГОЭ. Программа позволяет интерактивно менять 
различные параметры, оказывающие влияние на 
расчет, вид применяемых разностных схем, а также 
позволяет представлять полученные результаты в 
различных вариантах. 

На рис. 4 показан ход лучей в ГОЭ (верхняя 
полуплоскость), переводящего плоский пучок с по-
стоянной интенсивностью на входе в плоский пучок 
меньшей ширины, также с постоянной интенсивно-
стью, на выходе. На рис. 5 показаны (в псевдоцве-
тах) соответствующие энергетические веса, перено-
симые по рассчитанным траекториям лучей. На 
рис. 6 показаны (в псевдоцветах) полученные значе-

ния коэффициента преломления заданного ГОЭ в 
координатах s и z. 

 
Рис.4. Рассчитанные траектории лучей  

(верхняя полуплоскость). 

 
Рис. 5. Энергетические веса переносимые лучами 

вдоль рассчитанных траекторий  
(верхняя полуплоскость, псевдоцвета). 

 
Рис. 6. Коэффициент преломления ГОЭ  

в координатах s и z (верхняя полуплоскость, 
псевдоцвета). 

Параметры расчета: длина элемента L = 30 мм., 
ширина пучка на входе hвх = 8 мм., на выходе – 
hвых = 1,5 мм., количество отсчетов: по вертикали – 
16, по горизонтали – 14. 

Заключение 
Получены следующие результаты: 

• рассмотрены различные варианты зависимости 
показателя преломления от пространственных 
координат, получены соответствующие им ана-
литические выражения; 

• разработаны алгоритмы построения траекторий 
лучей внутри ГОЭ для различных сочетаний 
входных и выходных углов; 

• поставлена и решена разностная задача для об-
щего уравнения. 

• составлено программное обеспечение для реали-
зации численного расчета ГОЭ. 
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The paper considers an algorithm for calculating the refractive index of a two-dimensional me-
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Citation: Kotlyar VV, Melekhin AS. Design of a gradient optical element for the target transfor-
mation of the light field. Computer Optics 2000; 20: 37 - 40. 

References  

[1] Mikaelyan AL. Application of a layered medium to focusing of waves. Dokl. Akad. Nauk SSSR; 1951; 81:  569-571. 
[2] Mikaelyan AL. A general method for determining the parameters of inhomogeneous media based on the given ray paths. Dokl. 

Akad. Nauk SSSR; 1952; 83: 219-220. 
[3] Greishuk G.I., Bobrov S.T., Stepanov S.A. Optics of diffractive and gradient–index elements and systems, SPIE Press, Bellington, 

1997. 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


