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Аннотация 
В данной работе представлена математическая модель кристаллизации раствора, основанная на физиче-

ских процессах. В основу модели положены процессы диффузии и переноса вещества, зависящие от вероятно-
стей кристаллизации и растворения. Они используются для построения дискретной макроскопической модели, 
объединяющей физическое состояние элементарных ячеек среды в каждый момент времени. Разработаны алго-
ритмы динамической визуализации процесса кристаллизации. Экспериментально исследовано влияние некото-
рых параметров раствора на форму растущих кристаллов. 

 

Введение 
Биологическая жидкость является индикато-

ром нарушения обменных процессов при различных 
патологиях органа зрения. С биохимической точки 
зрения она представляет собой многокомпонентную 
химическую систему. Биохимические исследования 
позволяют оценить только некоторые ее показатели. 
Причем они требуют значительного количества ис-
следуемой жидкости, дорогостоящего оборудова-
ния, реактивов [1]. Медиками разрабатывается так-
же неинвазивный метод кристаллографического 
исследования различных биологических жидкостей, 
в том числе и слезы [2, 3, 4]. В нем исследуются 
кристаллограммы слезы, которые представляют со-
бой высушенную при определенной температуре 
каплю (рис. 1). Простота и высокая чувствитель-
ность позволили ему занять определенное место в 
диагностике ряда заболеваний глаза. 

Для успешной диагностики заболеваний важно 
установить соответствие между физическими пара-
метрами раствора биологической жидкости и фор-
мой образующихся кристаллов. В данной работе 
выполняется имитационное моделирование процес-
са роста кристалла из раствора на основе известных 
параметров. Разработана математическая модель, 
позволяющая получать изображение кристаллов для 
различных начальных условий, динамически визуа-
лизировать процесс кристаллизации и отслеживать 
состояние раствора в любой момент времени. Таким 
образом, можно связать физические параметры рас-
твора, которые задаются при моделировании, с ус-
редненными геометрическими характеристиками 
кристалла.  

1. Математические модели физических 
процессов, проходящих при кристаллизации 
В данной работе рассматривается кристалли-

зация в виде дендритов [5], так как такая форма 
кристаллов ближе к кристаллограммам слезной 
жидкости. Рассматривается кристаллизация капли 
раствора заданного вещества с примесями, зажатой 
между двумя стеклами, что исключает испарение 
капли. При росте кристалла в таких условиях глав-
ную роль играет диффузия [6]. Однако скорость 
диффузии – величина очень незначительная. Следо-
вательно, у  
удаленных молекул мало возможности попасть к 
поверхности кристалла. При создавшихся условиях 
кристалл может расти только таким образом, чтобы 
при минимальной затрате строительного материала 
продвинуться максимально дальше в ту сторону, где 
этот материал имеется. Кристалл начинает расти 
тонкими отростками, причудливо извивающимися в 
разные стороны и образующими древовидные фор-
мы – дендриты. 

Разобьем область, в которой рассматривается 
образование кристалла, сеткой на элементарные 
квадратные ячейки. Одну ячейку этой сетки мы бу-
дем считать минимальной неделимой единицей про-
странства – элементарным объемом. Каждая эле-
ментарная ячейка характеризуется своим состояни-
ем: раствором или кристаллом, находящимся в этой 
ячейке; концентрацией вещества в ячейке; концен-
трацией примеси в ячейке. 

В растворе происходит диффузия вещества и 
примеси. В каждой точке границы между раствором 
и кристаллом в каждый момент времени есть веро-
ятности кристаллизации и растворения элементар-
ной  

     
 а) б) в) г) д) 

Рис. 1. Примеры классов кристаллограмм: 
а) нормальный, б) дистрофический, в) слабо выраженный воспалительный,  

г) умеренно выраженный воспалительный, д) сильно выраженный воспалительный. 
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ячейки около границы за определенный промежу-
ток времени. При реализации этих случайных собы-
тий происходит перенос вещества и примеси поми-
мо диффузии. При кристаллизации элементарной 
ячейки недостающее вещество поступает в нее из 
окружающего раствора, а примесь вытесняется в 
раствор. При растворении, наоборот, вещество кри-
сталла распространяется в раствор. 

2. Диффузия вещества и примеси 
Процессы диффузии вещества и примеси опи-

сываются следующим дифференциальным уравне-
нием: 
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где C – концентрация, D – коэффициент диффузии. 
Считаются известными начальные условия 

(распределение концентрации вещества и примеси в 
начальный момент времени) и граничные условия 
(через границу раствора и кристалла диффузия не 
переносит вещество и примесь). 

Для решения дифференциальных уравнений 
была выбрана простейшая явная разностная схема, 
имеющая следующий вид: 
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Эта разностная схема имеет первый порядок 
аппроксимации по пространству hx и времени ht и 

устойчива при выполнении условия 
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3. Вероятности кристаллизации и растворения 
Кристаллизация и растворение элементарных 

ячеек – это случайные события, происходящие с 
некоторой вероятностью. Рост грани кристалла рас-
сматривается как пуассоновский поток событий. 
Событием является кристаллизация элементарной 
ячейки. Вероятности кристаллизации p и растворе-
ния q элементарной ячейки в зависимости от шага 
по времени ∆t равны: 
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где V, W – соответственно средняя скорость роста и 
растворения грани кристалла; ∆t, ∆x – соответствен-
но шаги дискретизации по времени и пространству. 

Скорость роста и растворения грани кристалла 
зависят, в свою очередь, от концентрации вещества. 
Концентрация вещества в растворе Cв может ме-
няться от нуля до плотности этого вещества в твер-
дой фазе ρв. Очевидно [7, 8], что скорость роста 
грани равна нулю при нулевой концентрации и 
стремится к бесконечности при приближении кон-
центрации к максимальной ρв. Скорость растворе-

ния, наоборот, стремится к бесконечности при при-
ближении концентрации к нулю и равна нулю при 
максимальной концентрации. Существует точка 
равновесной концентрации C0, в которой кристалл, 
в среднем, растет с такой же скоростью V0, с кото-
рой растворяется. Окончательные выражения для 
скоростей роста и растворения имеют вид: 
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4. Перенос вещества и примеси 
 при кристаллизации и растворении 

В момент осуществления события кристалли-
зации концентрация вещества в ячейке ниже плот-
ности кристалла, и в ней имеется некоторое количе-
ство примеси. Таким образом, при изменении стату-
са ячейки необходимо корректировать в ней кон-
центрации вещества и примеси. При корректировке 
концентрации вещества и примеси в одной кристал-
лизующейся ячейке необходимо сохранять общее 
количество вещества и примеси. Для этого при кри-
сталлизации одной ячейки приходится корректиро-
вать состояния соседних ячеек – лишняя примесь 
вытесняется в них, а недостающее вещество забира-
ется из них. 

Пусть кристаллизуется ячейка с концентраци-
ей вещества C. После кристаллизации ее концентра-
ция C’ должна стать равной плотности вещества 
кристалла ρ. То есть в эту ячейку должно дополни-
тельно поступить вещество в количестве 

CCн −= ρ  из соседних ячеек. Соседние ячейки 
рассматриваются только группами. В группу отно-
сятся все ячейки из раствора, находящиеся на оди-
наковом расстоянии от кристаллизующейся ячейки. 
Обозначим через Si суммарное количество вещест-
ва, находящееся во всех ячейках i-й группы. Снача-
ла необходимое вещество берется из первых сосе-
дей. Если во всех первых соседях не набирается не-
обходимое количество вещества, то рассматривают-
ся вторые, третьи (и так далее) соседи. Пусть вы-
полняются условия нi CSSS <+++ …21  и 

нi CSSS ≥+++ +121 … . Тогда из ячеек 1-х, 2-х, …, i-
х соседей забирается все вещество, то есть концен-
трация в них полагается равной нулю. И из послед-
него слоя соседей забирается недостающее вещест-
во в количестве ( )iн SSSCC +++−= …21

~ . Из каж-
дой ячейки (i+1)-о слоя соседей количество забирае-
мого вещества пропорционально ее изначальной 
концентрации: 
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где C~  – недостающее количество вещества, K – 
количество ячеек в (i+1)-м слое соседей, jC  – кон-

центрация ячейки из (i+1) слоя соседей до кристал-
лизации центральной ячейки, '

jC  – концентрация 
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ячейки из (i+1)-о слоя соседей после кристаллиза-
ции центральной ячейки. 

При кристаллизации элементарной ячейки 
примесь вытесняется поровну во все ячейки первых 
соседей, независимо от концентрации примеси в 
них, и может добавляться к их концентрации. 

При растворении элементарной ячейки просто 
изменяется ее статус, указывающий на то, что ячей-
ка принадлежит кристаллу или раствору. При этом 
образуется ячейка раствора с большим содержанием 
вещества и нулевым содержанием примеси. Даль-
нейшее распределение этих компонентов в окру-
жающий раствор происходит за счет диффузии. 

5. Экспериментальные исследования 
Результатом программной реализации предло-

женных математических моделей и алгоритмов стала 
компьютерная система моделирования роста кри-
сталла из раствора ДЕНДРИТ. С помощью имитаци-
онного моделирования исследовалось влияние кон-
центрации примеси, базовой скорости роста, равно-
весной концентрации вещества, коэффициента диф-
фузии на форму кристаллов. Для того чтобы исследо-
вать, как влияет некоторый параметр на форму кри-
сталла, сначала был смоделирован рост кристаллов 
при некотором наборе «стандартных параметров» 
(рис. 2). В дальнейшем варьировались параметры из 
этого набора по отдельности (рис. 3, 4, 5, 6). 

 
Рис. 2. Результаты моделирования роста 
кристалла при «стандартных» параметрах. 

5.1 Влияние концентрации примеси 

Рассмотрим влияние концентрации примеси в рас-
творе (рис. 3). На рис. 3а концентрация примеси 
минимальна, на рис. 3в максимальна. На рис. 3а и 3б 
концентрация примеси ниже, чем при «стандарт-
ных» параметрах. На рис. 3в концентрация примеси 
выше, чем при «стандартных» параметрах. Из при-
веденных изображений видно, что при повышении 
концентрации примеси увеличивается расстояние 
между ветвями дендрита второго и более высоких 
порядков. Кроме того, время роста кристалла тоже 
возрастает при увеличении концентрации примеси. 
Эти результаты соответствуют предположению, что 
примесь мешает росту кристалла. 

 5.2 Влияние базовой скорости роста 
Рассмотрим влияние базовой скорости роста 

кристалла (рис. 4). На рис. 4а скорость роста мини-
мальна, на рис. 4в - максимальна. На рис. 4а ско-
рость роста меньше, чем при «стандартных» пара-
метрах. На рис. 4в скорость роста больше, чем при 
«стандартных» параметрах. Из приведенных изо-
бражений видно, что при повышении скорости рос-
та кристалла все большее влияние оказывает 
кристаллическая решетка – на рис. 4в хорошо 
видно, что ветви кристалла располагаются 
преимущественно в двух перпендикулярных 
направлениях. И, естественно, время роста 
кристалла возрастает при уменьшении скорости 
роста. Из рисунков видно, что при уменьшении 
скорости роста ветви кристалла становятся толще. 
Этот результат согласуется со следующими физиче-
скими соображениями. При большой скорости роста 
требуется, чтобы к кристаллу поступало много 
вещества на его строительство. Так как скорость 
диффузии мала, то только лишь диффузия не в 
состоянии обеспечить требуемый поток вещества к 
кристаллу. В условиях недостатка вещества вблизи 
границы растущего кристалла, он стремится 
продвинуться в глубь раствора, затрачивая при этом 
как можно меньше вещества. Естественно, что его 
ветви при этом утоньшаются. 

 

   
а) б) в) 
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Рис. 3. Влияние концентрации примеси в растворе: 
а) – концентрация примеси 0,100 г/см3; время роста 7 сек; 
б) – концентрация примеси 0,190 г/см3; время роста 17 сек; 
в) – концентрация примеси 0,205 г/см3;время роста 75 сек. 

   
а) б) в) 

Рис. 4. Влияние базовой скорости роста: 
а) – базовая скорость роста 0,01 см/сек; время роста 195 сек; 
б) – базовая скорость роста 0,10 см/сек; время роста 60 сек; 
в) – базовая скорость роста 0,40 см/сек; время роста 18 сек. 

   
а) б) в) 

Рис. 5. Влияние равновесной концентрации вещества: 
а) – равновесная концентрация вещества: 0,50 г/см3; время роста 15 сек; 
б) – равновесная концентрация вещества: 0,70 г/см3; время роста 50 сек; 
в) – равновесная концентрация вещества: 0,90 г/см3; время роста 100 сек. 

5.3 Влияние равновесной концентрации вещества 
Рассмотрим влияние равновесной концентра-

ции вещества (рис. 5). На рис. 5а равновесная кон-
центрация минимальна, на рис. 5в максимальна. На 
рис. 5а и 5б равновесная концентрация меньше, чем 
при «стандартных» параметрах. На рис. 5в равно-
весная концентрация больше, чем при «стандарт-
ных» параметрах. Из приведенных изображений 
видно, что при повышении равновесной концентра-
ции все меньшее влияние оказывает кристалличе-
ская решетка – на рис. 5в хорошо видно, что ветви 
кристалла более извиты. Время роста кристалла 
возрастает при увеличении равновесной концентра-
ции. Из рисунков видно, что при увеличении равно-
весной концентрации ветви кристалла становятся 
толще, и расстояние между ветвями увеличивается. 

5.4 Влияние коэффициента диффузии 
Рассмотрим влияние коэффициента диффузии 

(рис. 6). На рис. 6а коэффициент диффузии минима-
лен, на рис. 6в максимален. На рис. 6а коэффициент 
диффузии меньше, чем при «стандартных» парамет-
рах. На рис. 6в коэффициент диффузии больше, чем 
при «стандартных» параметрах. Из приведенных 
изображений видно, что при увеличении коэффици-
ента диффузии все меньшее влияние оказывает кри-
сталлическая решетка. Время роста слабо зависит от 
коэффициента диффузии. Из рисунков видно, что 
при увеличении коэффициента диффузии толщина 
ветвей кристалла возрастает, и расстояние между 
ветвями увеличивается. 
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а) б) в) 

Рис. 6. Влияние коэффициента диффузии: а) – коэффициент диффузии 0,001; время роста 7 сек; 
 б) – коэффициент диффузии 0,010; время роста 25 сек; в) – коэффициент диффузии 0,100; время роста 14 сек. 

 
Таблица 1. Влияние физических параметров на форму кристаллов. 

Характеристики кристаллов Физический 
параметр Толщина вет-

вей 
Расстояние 

между ветвями 
Проявление кристалличе-

ской решетки 
Время роста 

Концентрация 
примеси     

Базовая скорость 
роста     

Равновесная концен-
трация вещества     
Коэффициент 
диффузии     

Сводка результатов 
Основные качественные результаты проведен-

ных исследований сведены в таблицу. Принятые 
обозначения: 

 – при увеличении параметра наблюдается 
увеличение соответствующей характеристики кри-
сталла; 

 – при увеличении параметра наблюдается 
уменьшение соответствующей характеристики кри-
сталла; 

 – незначительное влияние параметра на 
соответствующую характеристику кристалла. 

Заключение 
В данной работе построена макроскопическая 

имитационная модель роста кристаллов из раствора, 
основанная на задании параметров физических про-
цессов, проходящих при кристаллизации. Эта мо-
дель основана на рассмотрении элементарных объ-
емов и численном решении уравнений диффузии и 
переноса вещества с использованием вероятностно-
го подхода для описания кристаллизации и раство-
рения. 

Дальнейшее развитие работы предполагает ус-
тановление взаимосвязи между доступными для 
измерения геометрическими параметрами изобра-
жений кристаллов и физическими параметрами рас-
твора с использованием разработанной имитацион-
ной модели. 
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Abstract  

This paper presents a mathematical model of a solution crystallization based on physical pro-
cesses. The model is based on the processes of diffusion and mass transfer, which depend on the 
probabilities of crystallization and dissolution. These processes are used to develop a discrete mac-
roscopic model that combines the physical state of elementary cells of the medium at each moment 
of time. Algorithms for dynamic visualization of the crystallization process are developed. The in-
fluence of some parameters of the solution on the shape of the growing crystals is studied experi-
mentally. 
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