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Аннотация 
Предложен асимптотический метод расчета светового поля, формируемого дифракционным 

оптическим элементом (ДОЭ) для фокусировки в линию с использованием криволинейных ко-
ординат. Исследована структура  светового поля, формируемого ДОЭ для фокусировки в отре-
зок, проведено сравнение результатов асимптотического и численного методов расчета. 
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Введение 

В работах [1-3] предложен асимптотический ме-
тод расчета интенсивности светового поля, форми-
руемого фокусатором в отрезок (формируемого 
ДОЭ для фокусировки в отрезок). Метод основан на 
использовании метода стационарной фазы в инте-
грале Френеля-Кирхгофа при интегрировании попе-
рек слоя фокусатора. Повторный интеграл вдоль 
слоя вычисляется точно, что позволяет учесть ди-
фракционную ширину отрезка фокусировки. Метод 
[1-3] позволил получить выражения для распределе-
ния интенсивности в плоскости фокусировки и ре-
шить обратную задачу фокусировки с учетом ди-
фракционной ширины отрезка фокусировки [4,5].  

В указанных работах [1-3] не было получено вы-
ражений для интенсивности поля в пространстве 
(вне плоскости фокусировки), не сделано обобще-
ния на случай произвольной кривой.  

В данной работе предложен асимптотический  ме-
тод расчета светового поля от фокусатора в произ-
вольную линию. Метод обобщает результаты работ [1-
3] на случай фокусировки в кривую общего вида и 
позволяет рассчитывать интенсивность  в простран-
ственной окрестности линии фокусировки. В качестве 
примера приведен расчет поля, формируемого фокуса-
тором в отрезок. Расчет проведен как в плоскости фо-
кусировки, так и в плоскости, содержащей отрезок и 
оптическую ось, проведено сравнение результатов 
асимптотического и численного расчетов. 

1. Фазовая функция  
в криволинейных координатах 

Пусть кривая фокусировки задана в параметри-
ческом виде: 

( ) ( ( ), ( ), )X Y fξ = ξ ξX ,  (1) 

где ξ  - натуральный параметр, а f – расстояние от 
плоскости фокусатора до плоскости фокусировки. 

При расчете фокусаторов используется понятие 
слоя как одномерного множества ( )Γ ξ  точек ( , )u v  
на апертуре фокусатора, направляющих излучение в 
одну и ту же точку ( )ξX  кривой. В параксиальном 
приближении эти слои являются прямыми, перпен-
дикулярными касательным к фокальной кривой [4,5]: 

d ( ) d ( ) ( )
d d
X Yu v pξ ξ

+ = ξ
ξ ξ

, (2) 

где ( )p ξ  – расстояние от слоя до начала координат 
в плоскости фокусатора.  

В работах [4,5] получена фазовая функция фоку-
сатора в линию в общем виде: 

2 2( , ) ( ( ) ) ( , )
2 D
kt p t t
f

ϕ ξ = − ξ + + ϕ ξ , (3) 

где 

0

d ( ) d ( )( , ) ( ) ( )
d d

d ( ) d ( )( ) ( ) ( ) ( )d ,
d d

D
k X Yt Y X t
f

k X Y kX Y p p
f f

ξ

 ξ ξ
ϕ ξ = ξ − ξ ⋅ + ξ ξ 

 ξ ξ
+ ξ − ξ ξ − η η ξ ξ 

∫
 

где 2 ,k π
=

λ
 λ  – длина волны. 

Фазовая функция (3) записана в криволинейной 
системе координат ( , tξ ) [4,7]:  

d ( ) d ( )( , ) ( ) ,
d d

d ( ) d ( )( , ) ( ) .
d d

X Yu t p t

Y Xv t p t

ξ ξ
ξ = ξ −

ξ ξ
ξ ξ

ξ = ξ +
ξ ξ

 (4) 

Функция ( )p ξ  в фазовой функции (3) определя-
ет распределение энергии вдоль кривой фокусиров-
ки и может быть найдена из закона сохранения све-
тового потока [6]. 

2. Асимптотический метод  
расчета интенсивности, 

формируемой фокусатором в кривую 
Для простоты выкладок будем считать интен-

сивность падающего плоского пучка постоянной, 
т.е. 0 0( )I I=u . Комплексная амплитуда светового 
поля, формируемого фокусатором, определяется 
интегралом Френеля-Кирхгофа: 

[ ] [ ]0
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k ikz
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∫∫
 (5) 
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Перейдем к криволинейной системе координат (4): 

[ ] [ ]

( ) ( )( )

0
( , )

2 2

exp
( , , ) exp ( , )

2

exp ( , ) ( , )
2

( , )d d ,

D

k ikz
w x y z I i t

iz

ki x u t y v t
z

J

ξ η

= ϕ ξ ×
π

 × − ξ + − ξ ×  
× ξ η ξ η

∫∫

 (6) 

где  

2d ( )( , ) ( )
d
pJ t t Kξ

ξ = − ξ
ξ

 (7) 

- якобиан преобразования координат, ( )K ξ  – кри-
визна кривой. В дальнейшем будем считать кривиз-
ну малой, так что ( , ) d ( ) dJ t pξ ≈ ξ ξ . 

Первоначально получим формулу для интенсив-
ности поля в плоскости фокусировки ( )z f= .  

Как и в [1-3], при расчете поля, формируемого 
фокусатором в отрезок, при интегрировании в (6) 
поперек слоя (по переменной ξ) будем  использовать 
метод стационарной фазы [7], а повторный интеграл 
по t будем рассчитывать точно. Тогда интенсив-
ность можно получить в следующем виде: 

( )( ) ( )( )

2 2 20

2 2

2
( , , ) sinc

d ( ) d ( )
d d

d ( ) ,
d

kI kI x y f R p
f f

Y XX x Y y

p R p


= − ×
π 

 ξ ξ × ξ − − ξ − × ξ ξ  
ξ

× −
ξ

 (8) 

где x, y находятся из уравнения на стационарную 
точку: 

( )( )

( )( )

d ( )
d
d ( ) ( ) 0.

d

X X x

Y Y y p

ξ
ξ − +

ξ
ξ

+ ξ − − ξ =
ξ

 (9) 

Непосредственной подстановкой легко прове-
рить, что решением уравнения (9) является следую-
щая система: 

d ( )( ; ) ( ) ,
d

d ( )( ; ) ( ) ,
d

Yx X

Xy Y

ξ γ ξ = ξ − γ ξ
 ξ γ ξ = ξ + γ
 ξ

 (10) 

где 0γ >  – параметр. 
При фиксированном 0ξ = ξ , уравнения (10) 

определяют прямую, перпендикулярную кривой 
фокусировки в точке 0 0 0( ) ( ( ), ( ), )X Y fξ = ξ ξX . Та-
ким образом, получим распределение интенсивно-
сти в криволинейных координатах:  
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0
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2 d ( ); , ; ,
d

d ( )sin c ;
d
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f
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  ξ
× − ξ − γ ξ −  ξ

ξ − ξ − γ ξ −ξ 

 (11) 

В выражении для интенсивности (11) функция  
2sin c ( , , )x y ξ  появляется при интегрировании вдоль 

слоя и описывает распределение интенсивности попе-
рек линии фокусировки. Пренебрежение кривизной в 
якобиане (7) означает пренебрежение взаимным влия-
нием поперечных распределений при различных ξ.  

При расчете интенсивности в пространственной 
окрестности линии фокусировки для интегрирова-
ния поперек слоя также используем метод стацио-
нарной фазы. При этом повторный интеграл может 
быть представлен через интегралы Френеля. Таким 
образом, интенсивность в пространственной окрест-
ности линии фокусировки имеет вид: 

( ) ( )( )(
( ) ( )( ) )

2
0

2
2

2 1

2

2 1

( , , )
2 ''( )

d ( )
d

,

f I
I x y z

f z

p C F C F

S F S F

= ×
− ⋅ φ ξ

 ξ
× − + ξ 

+ −

 (12) 

где 
2 2

0 0

( ) cos d , ( ) sin d
2 2

F Ft tC F t S F tπ π
= =∫ ∫  – интегра-

лы Френеля, 

( )( ) ( )( )

2 2
1
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2
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Координаты ( , , )x y z  находятся из уравнения на 
стационарные точки: 

( )( )

( )( )

( )( )
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( )( )
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2 2

2

2
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d

d ( )
d
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d
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d

p pp f z

X X z x f

Y Y z y f

X Yp x f y f

X Y z y f
f z
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Y X z xf

ξ ξ
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 ξ ξ
− ξ + − ξ ξ 

 ξ
− ξ − −− ξ
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− ξ − ×ξ 
 ξ

× ξ − − ξ
ξ

− ξ − =ξ 

 (13) 

Подстановкой легко проверить, что решением 
уравнения (13) является следующая система: 

( ; , ) ( , ) (1 ) ( ) ,
( ; , ) ( , ) (1 ) ( ) ,
( ; , ) ,

x l t u t l X l
y l t v t l Y l
z l t f l

ξ = ξ − + ξ
 ξ = ξ − + ξ
 ξ =

 (14) 

где 0l >  - параметр. 
При фиксированном 0ξ = ξ , уравнения (14) 

определяют плоскость, проходящую через слой (2) и 
точку на кривой фокусировки 

0 0 0( ) ( ( ), ( ), )X Y fξ = ξ ξX . 
В итоге, мы получили формулу для расчета интен-

сивности, формируемой фокусатором в произвольную 
линию в пространственной окрестности линии фоку-
сировки. Причем расчет интенсивности в (12) произ-
водится в точках ( ; , ),x l tξ  ( ; , ), ( ; , )y l t z l tξ ξ , удовле-
творяющих уравнению на стационарные точки (13).  

3. Расчет светового поля, формируемого 
фокусатором в отрезок 

Параметрическое уравнение отрезка длины d  в 
плоскости фокусировки z f=  имеет вид: 

( ) ,    [0, ].
2
d d ξ = ξ − ξ∈ 

 
X  (15) 

При расчете поля, формируемого фокусатором в 
отрезок, криволинейные координаты (4) совпадают 
с декартовыми, т. к. слои (2) являются отрезками 
прямых ( )u p= ξ  перпендикулярных фокальному 
отрезку. 

Фазовая функция в декартовых координатах 
имеет вид: 

2 2( )( , ) ( )
2 D

k u vu v u
f
+

ϕ = − + ϕ , (16) 

где 
0

( ) ( ') d '.
u

D
ku x u u
f

ϕ = ∫  

Функция ( )x u  находится из закона сохранения 
светового потока [6]: 

2 2 2
2( ) arcsind ux u u R u R

RR
  = − +  π   

. (17) 

Из общего выражения (11) для интенсивности в 
плоскости фокусировки получим интенсивность для 
случая отрезка в виде: 

( )( )
2

20

2 2 2 2

, , sin c

,

kR I
I x u y f

d f

k y R u R u
f

= ×

 
× − − 
 

 (18) 

где ( )x u  определено уравнением (18). 
Выражение для интенсивности в пространствен-

ной окрестности отрезка получим из (12) в виде: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

2
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2 2

2 1 2 1

2
( , , )
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,

D

f I
I x y z

f z f z u z
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 (19) 

где  
2 2

1

( ) 1 ,
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R u f z f kF y
f z z f z

 − ⋅ − = − −
 − π 

 

2 2

2

( ) 1 .
2 ( )

R u f z f kF y
f z z f z

 − ⋅ − = −
 − π 

 

Подставив 0y =  в (19), получим формулу для 
интенсивности в плоскости, содержащей отрезок и 
оптическую ось: 

( )( ) ( )( )( )

2
0

0

2 2
0 0

2
( ,0, )

( )

,

D

f I
I x z

f z f z u z

C T u S T u
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 (20) 

где ( ),  ( )C T S T  - интегралы Френеля, 
2 2( )k R u f z

T
f z

− ⋅ −
=

π
, 

2 2
2

2( ) .D
du R u
R

″φ = −
π

 

Координаты ( , )x z  находятся из уравнения на 
стационарные точки: 

1 1( ) ( ).Dx f z u z u
f f

′= − + φ  (21) 
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Решением (21) является следующая система: 

( ) ( )( )
( )

; ,

; ,

x l u u x u u l

z l u f l

 = + −


=
 (22) 

где l  – параметр. При фиксированном u, уравнения 
(22) определяют прямую, проходящую через точку 
на слое ( ,0)u  и точку на отрезке фокусировки. 

4. Исследование точности асимптотического 
метода для фокусатора в отрезок 

Для оценки точности асимптотического метода 
производился численный расчет интеграла Френеля-
Кирxгофа (5) по методу Гопкинса [8].  

Формулы для численного расчета комплексной 
амплитуды в плоскости фокусировки и в плоскости, 
содержащей отрезок и оптическую ось, имеют вид: 
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'
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D j D j j
j

j j

w x y f

i u u u

up u y i u

u C

− − −
=

=

= ϕ −ϕ ×

 ∆ × α − ×  
  

∆ × α ∆ 
 

∑
 (23) 

где  

2 2 2 2
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f
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где ( ),  ( )C T S T  – интегралы Френеля, 

2 2( )
,

k R u f z
T

f z
− ⋅ −

=
π

 

( )2 '
1 1 1 1

( )( ) ( ) ,
2 DD j j j j

k k f z ku u u u
f fz f− − − −

−
α = φ − − φ  

1 1( ) .j D j
k f z fxu u
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 

 

Расчет интенсивности светового поля, формиру-
емого фокусатором в отрезок, происходил при сле-
дующих параметрах системы: 3R =  мм, 200f =  мм. 
В результате расчетов было установлено, что при 
длине отрезка 40d = ∆  и более, где 2f R∆ = λ  – 

ширина дифракционного пятна, асимптотический 
метод дает результаты, хорошо совпадающие с чис-
ленным расчетом.  

В качестве примера приведем результаты расчета 
интенсивности при длине отрезка 60d = ∆ . Сначала 
приведем результаты расчета в плоскости фокуси-
ровки (рис. 1). 

 
Рис. 1. Фокусатор в отрезок. Штриховкой 

 выделена плоскость фокусировки (z=f) 
На рис. 2-5 изображено распределение интен-

сивности от фокусатора в отрезок в фокальной 
плоскости. Погрешность расчета асимптотическим 
методом относительно расчета численным методом 
составила около 14%. 

  
Рис. 2. Распределение интенсивности в фокальной 
плоскости, полученное асимптотическим методом 

(d=60Δ) 

  
Рис. 3. Распределение интенсивности в фокальной 

плоскости, полученное численным  методом (d=60Δ) 
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Рис. 4. Изолинии  распределения интенсивности в 

фокальной плоскости, полученного асимптотическим  
методом (d=60Δ) 

  
Рис. 5. Изолинии  распределения интенсивности в 

фокальной плоскости, полученного численным  методом 
(d=60Δ) 

Результаты расчета интенсивности в фокальной 
плоскости, проиллюстрированные на рис. 2-5, со-
гласуются с результатами работ [1-3]. 

Теперь приведем результаты расчета в плоско-
сти, содержащей отрезок и оптическую ось (рис. 6). 

 
Рис. 6. Фокусатор в отрезок. Штриховкой выделена 

плоскость, содержащая отрезок и оптическую ось (y=0) 
На рис. 7-10 показаны результаты расчета интен-

сивности, формируемой фокусатором в отрезок в 
плоскости, содержащей отрезок и оптическую ось. 
Данные результаты являются новыми. Погрешность 
расчета асимптотическим методом относительно 
расчета численным методом составила около 11%. 

  
Рис. 7. Распределение интенсивности в плоскости, 
содержащей отрезок и оптическую ось, полученное 

асимптотическим методом (d=60Δ) 

  
Рис. 8. Распределение интенсивности в плоскости, 
содержащей отрезок и оптическую ось, полученное 

численным  методом (d=60Δ) 

  
Рис. 9. Изолинии  распределения интенсивности  

в плоскости, содержащей отрезок и оптическую ось, 
полученного асимптотическим  методом (d=60Δ) 

 
Из рис. 2-5 и 7-10 видно, что расчет асимптоти-

ческим методом дает результат близкий к результа-
ту расчета численным методом. 
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Рис. 10. Изолинии  распределения интенсивности 

 в плоскости, содержащей отрезок и оптическую ось, 
полученного численным  методом (d=60Δ) 

При уменьшении длины отрезка фокусировки 
асимптотический метод работает хуже. Это иллю-
стрируют рис. 11 и рис. 12, где изображены изоли-
нии распределений интенсивности в плоскости, со-
держащей отрезок и оптическую ось, для длины 
отрезка фокусировки 20 ,d = ∆  полученных асимп-
тотическим и численным методами соответственно. 
Погрешность расчета асимптотическим методом 
относительно расчета численным методом состави-
ла около 22%. 

  
Рис. 11. Изолинии  распределения интенсивности  

в плоскости, содержащей отрезок и оптическую ось, 
полученного асимптотическим  методом (d=20Δ) 

Заключение 
В работе предложен асимптотический  метод 

расчета светового поля от фокусатора в произ-
вольную линию. Метод основан на использовании 
метода стационарной фазы в интеграле Френеля-
Кирхгофа при интегрировании поперек слоя. По-
вторный интеграл вдоль слоя вычисляется точно, 
что позволяет учесть дифракционную ширину 
отрезка фокусировки. Метод позволяет рассчиты-
вать интенсивность в пространственной окрестно-

сти линии фокусировки. Проведено сравнение 
результатов асимптотического и численного рас-
четов поля на примере фокусатора в отрезок. По-
казано, что расчет асимптотическим методом дает 
результат близкий к результату расчета числен-
ным методом при длине отрезка порядка 40-ка 
дифракционных пятен и более.  

  
Рис. 12. Изолинии  распределения интенсивности  

в плоскости, содержащей отрезок и оптическую ось, 
полученного численным  методом (d=20Δ) 
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Abstract 
We discuss an asymptotic method for computing the intensity of the light field produced by a 

diffractive optical element (DOE) to focus into an arbitrary line using curvilinear coordinates. The 
structure of the light field produced by a DOE intended to focus into a line-segment is studied. A 
comparison is drawn between the results of the asymptotic and numerical methods of computation.  
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