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Аннотация 
Предложена конструкция преломляющего оптического элемента для формирования от 

компактного источника излучения диаграммы направленности в виде отрезка. Расчет по-
верхностей оптического элемента сведен к решению тривиальных задач с цилиндрической  
симметрией. Приведены результаты численного моделирования формируемых диаграмм 
направленности. Энергетическая эффективность оптических элементов составляет ~90 % 
при угловых размерах диаграмм направленности  в 80-180o. 

Ключевые слова: геометрическая оптика, оптический элемент, преломляющая поверх-
ность, диаграмма направленности, полное внутреннее отражение. 

Введение 
Формирование заданных диаграмм направленности 

(ДН) является актуальным для задач лазерной оптики, 
радиофизики и светотехники. Задача расчета оптиче-
ского элемента для формирования заданной ДН состо-
ит в определении формы отражающих (или прелом-
ляющих) поверхностей элемента при условии, что от-
раженные (или преломленные) лучи имеют заданные 
направления. Решение данной задачи сводится к ре-
шению нелинейного дифференциального уравнения 
типа Монже-Ампера [1,2]. В общем трехмерном слу-
чае решение данного уравнения является крайне 
сложным. Аналитическое решение возможно только в 
частном случае радиальной симметрии. 

Для формирования однопараметрических ДН 
разработан ряд методов. В работах [3-5] приведено 
общее решение задачи расчета зеркала для форми-
рования ДН в виде линии при точечном источнике 
излучения. Наибольшее практическое значение име-
ет задача формирования ДН в виде отрезка: она яв-
ляется эталонной при формировании сложных ДН, 
состоящих из набора отрезков. Законченное анали-
тическое решение этой задачи получено в [6,7]. Рас-
чет преломляющих оптических элементов для фор-
мирования ДН в виде линии и отрезка в указанных 
работах не рассматривался. 

В данной работе предложена конструкция пре-
ломляющего оптического элемента для формирова-
ния ДН в виде отрезка. Расчет оптического элемента 
сводится к решению тривиальных задач с цилиндри-
ческой симметрией. Элемент рассчитан на работу с 
компактным источником излучения (типа светодио-
да), излучающим в половину полного телесного угла. 
В элементе используются преломляющие поверхно-
сти, работающие по принципу полного внутреннего 
отражения. Это позволяет достичь высокой энергети-
ческой эффективности при формировании ДН. 

Подобные поверхности широко используются в 
коллиматорах светодиодов, производимых компа-
нией Philips Lumileds Lighting [8,9]. Предложенная в 
работе конструкция демонстрирует возможность 
использования данного подхода при формировании 
ДН в виде отрезка.  

1. Постановка задачи, конструкция элемента 
Под ДН в виде отрезка понимается ДН, заданная 

векторной функцией одного аргумента в виде [6,7] 

( ) ( ) [ ]max max0,sin ,cos , ,µ = µ µ µ∈ −µ µp , (1) 

где maxµ  – параметр, определяющий размеры ДН. 
Здесь и далее используется следующая угловая си-
стема координат ( ),β µ : β  – угол между некоторым 
вектором и плоскостью Oyz , а µ  – угол между его 
проекцией на плоскость Oyz  и оптической осью 
(осью Oz ). Вдоль ДН должно быть сформировано 
заданное распределение интенсивности ( )I µ , 

[ ]max max,µ∈ −µ µ . 
Пусть в начале координат находится точечный 

(компактный) источник света, излучающий в полу-
сферу 0z > . Для формирования ДН (1) предлагает-
ся использовать конструкцию оптического элемен-
та, изображенную на рис. 1. Оптический элемент 
ограничен тремя поверхностями. Внутренняя и бо-
ковая поверхности элемента являются цилиндриче-
скими поверхностями, полученными вращением 
профиля, лежащего в плоскости Oxz , вокруг оси 
Ox  (рис. 2). 

 

 
Рис.1. Общий вид оптического элемента 
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Рис.2. Схема сечения центрального профиля оптического 

элемента плоскостью Oxz  

Внутренняя и боковая поверхности предназначе-
ны для преобразования излучения от точечного ис-
точника, расположенного в начале координат, в ци-
линдрический пучок с осью Ox . 

Внешняя поверхность является цилиндрической 
с образующим профилем, расположенным в плоско-
сти Oyz . Внешняя поверхность предназначена для 
преобразования цилиндрического пучка в ДН (1) и 
формирования заданного распределения интенсив-
ности ( )I µ . 

Профиль внутренней поверхности (рис. 2) состо-
ит из трех частей: центральной (a), средней (b) и бо-
ковой (c). Центральная часть коллимирует лучи от 
источника. Средняя часть формирует смещенный 
мнимый источник, уменьшая угловой размер пучка, 
падающего на боковую поверхность элемента. Бо-
ковая поверхность работает по принципу полного 
внутреннего отражения и формирует коллимиро-
ванный пучок, распространяющийся вдоль оси Oz. 

Следует отметить, что идея использования про-
филя, работающего по принципу полного внутрен-
него отражения, используется в коллиматорах ком-
пании Philips Lumileds Lighting [8,9]. Отличием дан-
ных коллиматоров является то, что в них 
используются радиально-симметричные поверхно-
сти, полученные вращением профиля на рис. 2 во-
круг оси Oz. 

2. Расчет оптического элемента, формирующего 
диаграмму направленности в виде отрезка 

Расчет оптического элемента сводится к расчету 
образующих профилей внутренней, боковой и 
внешней поверхностей оптического элемента. Цен-
тральная часть внутреннего профиля на рис. 2 явля-
ется поверхностью коллимирующей линзы. Фокус 
линзы совпадает с источником излучения. Уравне-
ние для длины радиус-вектора центральной части 
профиля несложно получить из принципа Ферма в 
виде: 

( ) ( )0
1 1/

cos 1/a a
nr r

n
−

β =
β −

, (2) 

где 0ar  – расстояние от источника до центра линзы, 

2 1/n n n=  – относительный показатель преломления 
(рис. 2). 

При расчете средней части внутреннего профиля 
также используется принцип Ферма. Так как сред-
няя часть должна создавать мнимый источник излу-
чения, то значение функции эйконала должно быть 
постоянным на любой окружности с центром в 
мнимом фокусе. Данное условие имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

1 2 sinb b br a r ar
n

β − + β + β β = Ψ , (3) 

где ( )br β  – длина радиус-вектора средней части 
профиля (рис. 2), a  – расстояние от источника до 
мнимого фокуса. Константа 0Ψ  выбирается в (3) из 
условия совпадения бокового профиля с централь-
ным в точке стыковки. Согласно (3), расчет ( )br β  
сводится к решению квадратного уравнения. 

Боковая часть внутреннего профиля является па-
раболой, фокус которой совпадает с мнимым источ-
ником. Длина радиус-вектора точки параболы отно-
сительно точки мнимого фокуса имеет вид: 

( ) ( )
02

1 sin
c

c
r

r γ =
− γ

, (4) 

где 0cr  – расстояние от мнимого фокуса до нижнего 
края бокового профиля. 

Внешняя поверхность оптического элемента 
предназначена для перераспределения потока излу-
чения по углу µ . Расчет преломляющих цилиндри-
ческих поверхностей рассмотрен в [10]. Дифферен-
циальное уравнение для длины радиус-вектора 
направляющей внешнего профиля имеет вид [10]: 

( ) ( )
( )( )

( )( )( )
0 00

0
0 0 0

sin

1/ cos
dr

r
d n

µ +µ µµ
= − µ

µ − µ +µ µ
, (5) 

где 0µ  и µ  – угловые координаты луча соответ-
ственно до и после прохождения через внешнюю 
преломляющую поверхность. Функция ( )0µ = µ µ  
определяется из условия формирования заданного 
распределения интенсивности ( )I µ  на ДН. 

Для определения ( )0µ = µ µ  необходимо запи-
сать закон сохранения светового потока. Для вве-
денных выше координат элемент телесного угла 
имеет вид 

( )cosd d dΩ = β β µ . 

В таком случае дифференциальная форма закона 
сохранения светового потока примет вид: 

( ) ( ) ( )
/ 2

0 0 0
/2

, cosI d d I d
π

−π

 
β µ β β µ = µ µ 

 
∫ , (6) 

где ( )0 0,I β µ  – интенсивность источника излучения, 

( )I µ  – заданная ДН. Согласно (6), функция ( )0µ µ  в 
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(5) определяется из решения следующего диффе-
ренциального уравнения 

( )
( ) ( ) ( )

( )

/ 2
0

0 0
0 /2

max

1 , cos ,

/ 2 .

d
I d

d I

π

−π

µ µ
= β µ β β

µ µ

µ ±π = ±µ

∫  (7) 

В случае ламбертовского источника излучения 
(для выбранной угловой системы координат его ин-
тенсивность ( ) ( ) ( )0 0 0, cos cosI β µ = µ β )  уравнение 
(7) можно решить аналитически: 

( ) ( ) ( )0 max 0 maxsin / sinµ µ = µ µ µ . (8) 

Таким образом, для ламбертовского источника 
расчет внешнего профиля сводится к интегрирова-
нию обычного дифференциального уравнения, раз-
решенного относительно производной. Для решения 
подобных уравнений могут быть использованы 
стандартные численные процедуры типа метода 
Рунге-Кутта. 

3. Результаты расчета 
 оптических элементов 

С помощью предложенного метода был рассчи-
тан оптический элемент, формирующий равномер-
ную ДН с угловым размером 120°. Расчет произво-
дился для ламбертовского источника излучения с 
использованием формул (2)-(5), (8) при параметрах 

0 3ar =  мм, 1,5n = . Размеры полученного оптиче-
ского элемента равны 18x12x22 мм. Моделирование 
работы проводилось по методу трассировки лучей с 
использованием специализированной программы по 
светотехнике TracePro [11]. На рис. 3 приведено 
расчетное распределение интенсивности, формиру-
емое элементом. Размеры полученной диаграммы 
направленности в точности совпадают с заданными, 
что подтверждает правильность использованных 
расчетных формул.  

Для оценки работоспособности элемента с ре-
альным источником излучения типа светодиода был 
проведен расчет интенсивности для протяженного 
ламбертовского источника размером 1х1 мм. Про-
моделированная ДН приведена на рис. 4. Рис. 4 по-
казывает, что элемент сохраняет свою работоспо-
собность, а использование размерного источника 
привело только к уширению ДН. 

В таблице 1 приведены значения энергетической 
эффективности оптических элементов, рассчитан-
ных при  различных значениях параметра maxµ . Под 
энергетической эффективностью понимается доля 
излученного источником светового потока, про-
шедшая через оптический элемент. Анализ таблицы 
1 показывает, что эффективность оптических эле-
ментов превосходит 90 % при угле 0

max 45µ > . Для 
приведенных в таблице случаев среднеквадратичное 
отклонение интенсивности от постоянного значения 
не превышает 5 %. 

а)  

б)  
Рис.3. Расчетная ДН, формируемая элементом при 

0
max 60µ = и точечном ламбертовском источнике 

излучения: а) общее распределение интенсивности, б) 
зависимость интенсивности от угла для сечений 

0, 0β = µ =  

а)  
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б)  
Рис.4. Расчетная  ДН, формируемая элементом при µmax=60° 
и ламбертовском источнике излучения с размером 1х1 мм: а) 

общее распределение интенсивности, б) зависимость 
интенсивности от угла для сечений β = 0, µ = 0 

Таблица 1 

maxµ  Энергетическая 
эффективность, % 

40 88,756 
45 90,242 
50 91,522 
55 91,967 
60 92,448 
65 92,525 
70 92,55 
75 92,541 
80 92,49 
85 92,324 
90 91,907 

 
При уменьшении maxµ  эффективность оптиче-

ского элемента снижается за счет увеличения фре-
нелевских потерь. Большие френелевские потери 
возникают в связи с тем, что нижний край внешней 
цилиндрической поверхности элемента должен по-
ворачивать излучение источника на слишком боль-
шой угол 0

max90 −µ . Результаты моделирования по-
казывают, что при угле 0

max 30µ <  эффективность 
элемента падает более чем на 25 % и использование 
данного подхода при расчете оптических элементов 
становится нецелесообразным. 

Заключение 
Предложена конструкция оптического элемента 

для формирования ДН в виде отрезка. Получены 
выражения для расчета поверхностей оптических 
элементов. Расчет поверхностей сведен к решению 
тривиальных задач с цилиндрической  симметрией. 
Результаты моделирования формируемых ДН пока-
зывают, что значение энергетической эффективно-
сти оптического элемента более 90 % при полном 
размере ДН, превышающем 90°. 
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Abstract 
In the article we present the construction of refracting optical element for generating line-

shaped direction diagram. Calculation of optical surfaces is converted to nugatory problems with 
cylindrical symmetry. Presented results of numerical modeling of generated direction diagrams 
show that energy efficiency of calculated optical elements is about 90 % with angle sizes from 80o 
to 180o. 
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