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Аннотация 
Рассмотрены вопросы линейной фильтрации непрерывных контуров изображений, за-

данных в комплекснозначном виде. Проведён анализ свойств контурных линейных фильт-
ров с учётом комплекснозначного характера и свойств замкнутости контура. 
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Введение 

Анализ комплекснозначных сигналов можно 
рассматривать как математический аппарат, обеспе-
чивающий единый подход к решению задач обра-
ботки изображений и сигналов, включающий в ка-
честве частного случая применяемые подходы к об-
работке вещественных сигналов [1]. Рассмотрение 
контуров изображений как комплекснозначных сиг-
налов и представление их в линейном комплексно-
значном пространстве позволяет получить меру 
близости двух контуров в виде их скалярного про-
изведения, инвариантную к линейным преобразова-
ниям. При этом особый интерес представляет анализ 
непрерывных комплекснозначных сигналов, позво-
ляющий в полной мере привлечь в качестве базы 
теорию комплексного переменного [2]. 
Непрерывный комплекснозначный сигнал 

{ }0,
( )

L
l= χX  представляют как непрерывную замк-

нутую кривую, заданную на комплексной плоскости, 
в виде 1 2( ) ( ) ( )l l i lχ = χ + χ , где i  – мнимая единица; 

l  – любое в диапазоне от нуля до L ; L  – длина кон-
тура; 1( )lχ  и 2 ( )lχ  – действительная и мнимая ком-

поненты функции ( )lχ  (рис. 1). С помощью непре-
рывного комплекснозначного сигнала можно задать 
контур изображения плоского объекта. 

а)  б)  
Рис. 1. Пример непрерывного комплекснозначного 
сигнала:  исходный (анализируемый) непрерывный 

контур (а); амплитудный спектр исходного контура (б) 

Спектр комплекснозначного сигнала, в отличие 
от спектра вещественного сигнала, в общем случае 
свойством сопряжённой симметрии не обладает [2]. 
Поэтому при анализе непрерывных комплекснознач-
ных сигналов необходимо учитывать спектральные 
компоненты как в области положительных, так и в об-
ласти отрицательных частот (рис. 2). Данный факт 

определяет некоторые особенности фильтрации по-
добных сигналов. 

а)  б)  
Рис. 2. Графическое отображение ряда Фурье 

в комплексной форме для вещественного сигнала (а) 
и комплекснозначного сигнала (б) 

Целью данной работы является анализ процесса 
фильтрации непрерывных комплекснозначных сиг-
налов, задающих контуры изображений плоских объ-
ектов. 

1. Основные соотношения при линейной 
фильтрации непрерывных  
комплекснозначных сигналов 

Отсчёт выходного сигнала { }0,
( )

L
l= ηH , пред-

ставленный в виде свёртки контуров импульсной 

характеристики { }0,
( )

L
l= λΛΛΛΛ  и входного комплекс-

нозначного сигнала { }0,
( )

L
l= χX , имеет вид 

( )
0

( ) ( )
L

s l s l dlη = λ χ −∫ . (1) 

С учётом обратного преобразования Фурье век-
тора ( )lχ : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

1 2
( ) exp ( )

1 2
exp

1 2
exp ,

L

m

m

вых

m

s l m i m s l dl
L L

m m i ms
L L

m m i ms
L L

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

π η = λ ρ − = 
 

π = ρ ω = 
 

π = ρ ω  
 

∑∫

∑

∑

 (2) 

где 
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( ) ( )
( )0

2
( ) exp

L
вых

m
m l i ml dl

L m

ρπ ω = λ − =  ρ 
∫  – (3) 

– элементарный вектор контура частотного коэффи-
циента передачи фильтра { } ,

( )m
−∞ ∞

= ωΩΩΩΩ . 

Из выражения (2) следует, что выходной контур 
H  равен взвешенной сумме непрерывного эталон-

ного контура (НЭК) ( ){ }{ }
0,

exp 2m L
i L ml= πX , 

,m= −∞ ∞ , весами в которой служат компоненты 

( )вых mρ  контура спектра на выходе фильтра. Таким 

образом, для получения s -го мгновенного отсчёта 
фильтра каждый s -й элементарный вектор НЭК по-
рядка m, взятый с весом соответствующей спек-
тральной составляющей ( )mρ , умножается на ком-

плексное число ( )mω , и полученные произведения 
суммируются, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )1
m

m

s m m s
L

∞

=−∞

η = ω ρ χ∑ . (4) 

Рассмотрим случай простейшей фильтрации в час-
тотной области, когда одни спектральные состав-
ляющие фильтруемого контура отбрасываются, т.е. 
полагаются равными нулю, другие – проходят через 
фильтр без изменения. 
Частотный коэффициент передачи простейшего 

контурного фильтра состоит из нулей и единиц. 
Множество номеров элементов частотного коэффи-
циента передачи разобьём на две группы подмно-
жеств: первая группа – 0M −  и 1M − ; вторая группа – 

0M +  и 1M + . Подмножества, содержащие в нижнем 

индексе ноль, т.е. 0M −  и 0M + , включают значения 

m , для которых ( ) 0mω = , а подмножества, содер-

жащие в нижнем индексе единицу, т.е. 1M −  и 1M +  – 

значения m , для которых ( ) 1mω = . Нижний индекс 

«-» и «+» обозначает, что подмножества содержат 
значения m  номеров элементов ЧКП в области отри-
цательных и положительных частот соответственно, 
т.е. левее и правее элемента с номером 0m= . 
Простейший низкочастотный фильтр имеет ЧКП 

вида (рис. 3а) 

{
�

( )
�

}
0 01 1

..., 0,0 ,1,1,...,1, 0 ,1,1,...,1, 0,0,...
M MM M− +− +

= ω
��� ���

ΩΩΩΩ , 

а высокочастотный фильтр (рис. 3б): 

{
�

( )
�

}
1 10 0

...,1,1,0,0,...,0, 0 ,0,0,..., 0,1,1,...
M MM M− +− +

= ω
����� �����

ΩΩΩΩ . 

Выходной сигнал фильтра в общем случае равен 

( ) ( ) ( )

( )

1

1

0

1
0 0

.

m
m M

m
m M

m
L

m

−

+

∈

∈


= ρ + ω ρ +




+ ρ 



∑

∑

H X X

X

. (5) 

Таким образом, работу линейного фильтра для 
непрерывных комплекснозначных сигналов можно 
характеризовать как работу двух фильтров: левого, 
определяемого совокупностью элементов ЧКП, вхо-
дящих в подмножество 1M − , и правого – совокупно-
стью элементов ЧКП, входящих в подмножество 

1M + . На рис. 4. представлен результат работы про-
стейших линейных фильтров для непрерывного кон-
тура, показанного на рис. 1а. 

а)   б)  
Рис. 3. Частотный коэффициент передачи простейших фильтров – низкочастотного (а) и высокочастотного (б) 

а)        б)  

в)       г)  
Рис. 4. Пример работы линейного фильтра для непрерывного комплекснозначного сигнала:  

амплитудный спектр непрерывного контура на выходе низкочастотного фильтра (а); выходной непрерывный контур (б); 
амплитудный спектр непрерывного контура на выходе высокочастотного фильтра (в); выходной непрерывный контур (г) 
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Контурный линейный фильтр обладает всеми 
свойствами, характерными для линейных фильтров 
вещественных сигналов.  
Покажем, что из комплексозначности представ-

ления элементов контура и его замкнутости следуют 
также и два специфических свойства контурных ли-
нейных фильтров. 

1. Сравним между собой ЭВ ( )mω  и ( )mω −  

контура ΩΩΩΩ  частотного коэффициента передачи. С 
помощью выражения (3) получим 

( )
0

2
( )exp d

L

m l i ml l
L

π ω − = λ  
 

∫ . (6) 

Сравнивая полученное выражение с выражением 
(3), приходим к выводу, что только при веществен-
ном характере импульсной характеристики (ИХ) 
фильтра имеет место симметричность модулей ЭВ 
контура ΩΩΩΩ  частотного коэффициента передачи 
фильтра, т.е. 

( ) ( )*m mω = ω − ; ( ) ( )m mω = ω − ; 

( ) ( )arg argm mω = − ω − . (7) 

Таким образом, если ИХ фильтра носит вещест-

венный характер, то АЧХ фильтра, т.е. ( )mω , 

,m= −∞ ∞ , будет симметричной, а фазочастотная 
характеристика – антисимметричной. В том случае, 
если ИХ фильтра комплекснозначная, частотный 
коэффициент передачи (ЧКП) фильтра не обладает 
свойством сопряжённой симметрии (7). 

2. Условие замкнутости выходного контура 
фильтра. Пусть фильтруемый контур X  замкнут. 
Тогда нулевая компонента его спектра равна нулю, 
т.е. ( )0 0ρ = . Учитывая замкнутость НЭК mX , 

,m= −∞ ∞ , получим 

( )
0

d 0
L

s sη =∫ , 

т.е. замкнутость входного контура определяет замк-
нутость выходного контура фильтра при любом ви-
де его ИХ. Отсюда следует периодичность отсчётов 
фильтра ( ) ( )s s Lη = η ± α . 

2. Согласованная фильтрация непрерывных 
контуров изображений 

Формирование меры схожести двух сигналов яв-
ляется основной задачей при решении вопросов, 
связанных, в первую очередь, с обнаружением, рас-
познаванием, разрешением, измерением параметров 
сигналов. Образование данной меры сводится к по-
лучению взаимной корреляционной функции (ВКФ) 
этих сигналов. Рассмотрим два таких сигнала и 
фильтр, структура которого определена формой 
первого сигнала и которые преобразуют входной 
второй сигнал в их ВКФ. 

Пусть необходимо получить смещённую на L  

ВКФ контуров ( ){ }
0,L

l= χX  и ( ){ }
0,L

l= υY : 

( ) ( ) ( )*

0

d
L

s l l s L lη = χ υ − +∫  (8) 

с помощью линейного фильтра, заданного в виде 

свёртки (1). Найдём ИХ ( ){ }
0,L

l= λΛΛΛΛ  такого фильт-

ра. Приравнивая выражения (1) и (8), получим 

( ) ( )* l s L s lυ − + = λ − . Введём переменную 

t s l= − . Тогда l s t= − , и последнее выражение 
примет вид  

( ) ( )* L t tυ − = λ . (9) 

Запишем выражение (1) с учётом изменения пре-
делов интегрирования при замене переменной l  на 
s t− :  

( ) ( ) ( )* d
s L

s

s s t L t t
−

η = χ − υ −∫ . (10) 

Величина L  является периодом сомножителей 
χ  и υ , т.е. ( ) ( )l l aLχ = χ ±  и ( ) ( )l l aLυ = υ ± , где 

a  – целое число.  
Поэтому результат интегрирования не будет за-

висеть от порядка интегрирования и интеграл (10) 
можно записать в тех же пределах, что и интеграл 
(8): 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

0

*

0

d

d .

L

L

s s l L l l

l l s L l

η = χ − υ − =

= χ υ − +

∫

∫
 (11) 

Выражения (8) и (11) задают в пространственной 
области линейный фильтр с ИХ ( )* L lυ − , выраба-

тывающий значения смещённой на L  ВКФ двух 
контуров. Данное устройство является согласован-
ным фильтром. Особенность его работы для цикли-
чески определённых сигналов заключается в более 
широком условии физической реализуемости. 
Отметим также, что ИХ ( )lλ  фильтра, согласо-

ванного с комплекснозначным сигналом, каким яв-
ляется контур, повторяет этот сигнал в обратном 
порядке с задержкой на L , составляющей продол-
жительность сигнала. Это совпадает с результатами 
согласованной фильтрации вещественных сигналов. 
Но при согласованной фильтрации комплекснознач-
ного сигнала ИХ фильтра является ещё и комплекс-
но сопряжённой копией этого сигнала.  
Рассмотрим теперь контурный согласованный 

фильтр (КСФ), заданный в частотной области. 

Частотный коэффициент передачи ( ){ }
,

m
−∞ ∞

= ωΩΩΩΩ  

связан с ИХ ( ){ }
0,L

l= λΛΛΛΛ  прямым преобразовани-

ем Фурье: 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

0

*

0

0
*

0
*

0
*

* *

0

2
exp d

2
exp d

2
exp d

2 2
exp exp d

2 2
exp exp d

2
1 exp d .

L

L

L

L

L

L

m l i ml l
L

L l i ml l
L

t i m L t t
L

t i mL i mt t
L L

i mL t i mt t
L L

t i mt t m
L

π ω = λ − = 
 

π = χ − − = 
 

π = χ − − = 
 

π π   = χ − =   
   

π π   = − χ =   
   

π = − χ =ρ 
 

∫

∫

∫

∫

∫

∫

 (12) 

Данный результат совпадает со случаем согласо-
ванной фильтрации вещественных сигналов: час-
тотный коэффициент передачи КСФ с точностью до 
фазового множителя повторяет комплексно сопря-
жённый спектр контура, с которым он согласован. 

Определим спектр ( ){ }
,вых вых

m
−∞ ∞

= ρP  выходного 

контура ( ){ }
,

m
−∞ ∞

= ηΗΗΗΗ  фильтра: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
вых m m m m mρ = ω ρ = −ρ ρ .  

Здесь ( ){ }
,

m
−∞ ∞

ρ  – спектр фильтруемого контура 

X . Если контур X  согласован с фильтром, то 

( ) ( ) 2

вых
m mρ = − ρ . 

Используя ОПФ, запишем выражение для вы-
ходного сигнала фильтра:  

( ) ( )

( ) 2

1 2
exp

1 2
exp .

вых

m

m

s m i ml
L L

m i ml
L L

∞

=−∞

∞

=−∞

π η = ρ = 
 

π = ρ  
 

∑

∑
 (13) 

При фильтрации согласованного контура на вы-
ходе фильтра образуется контур  

( ) ( ) ( )*

0

d
L

s l l s L lη = χ χ − +∫ . (14) 

Данное выражение задаёт смещённую на L  АКФ 
фильтруемого контура X . В момент s L=  получим 

( ) ( ) ( ) 2*

0

L

L l l dlη = χ χ =∫ X . 

Аналогичный результат получается, если вос-
пользоваться выражением (13) для КСФ в частотной 
области и учесть равенство Парсеваля.  
Таким образом, при фильтрации согласованного 

контура в момент L  образуется действительный от-
счёт, равный энергии фильтруемого контура. Для 
выяснения механизма работы КСФ представим вы-
ражение (14) в показательном и тригонометриче-
ском видах:  

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

exp d ;
L

s

l l s L i l l s L l

η =

= χ χ − + φ −φ − +  ∫
 (15) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0

cos d

sin d .

L

L

s

l l s L i l l s L l

i l l s L i l l s L l

η =

= χ χ − + φ −φ − + +  

+ χ χ − + φ −φ − +  

∫

∫

 (16) 

Из выражения (16) следует, что КСФ может быть 
представлен двумя параллельными звеньями: коси-
нусным и синусным, – формирующими соответст-
венно действительную и мнимую части выходного 
сигнала ( ) ( ) ( )2 2l l i lη = η + η . При s L=  сигнал на 

выходе косинусного звена будет равен 
2X , а на 

выходе синусного – нулю.  
Выражение (14) можно также рассматривать как 

развёрнутую запись множества скалярных произве-
дений контура X  на этот же контур со смещённой 
начальной точкой, т.е.  

( ) ( )( ), L ss −η = X X . (17) 

При s L=  данное выражение принимает вид 

( ) ( ) 2
,Lη = =X X X . В соответствии с неравенством 

Коши-Буняковского имеем: ( )( ) ( ), d d≤X X X X . 

Так как норма контура не изменяется при варьиро-

вании его начальной точки, т.е. ( )d=X X , то 

( ) ( )( ) 2, ddη = ≤X X X . Равенство здесь достигает-

ся лишь при 0d = , т.е. при s L= . Применительно 
к КСФ это означает, что отсчёт в момент s L=  бу-
дет не только вещественной величиной, но и макси-
мально возможным по модулю для любого s , т.е. 

( ) ( )L sη = η , 0,1,...,s L= . 

КСФ является линейным устройством, и поэтому 
он обладает всеми рассмотренными свойствами 
контурных линейных фильтров. Если контур ИХ 
замкнут, то фильтр не пропускает постоянной со-
ставляющей, т.е. его реакция на отрезок прямой ли-
нии равна нулю, а если фильтруемый контур замк-
нут, то замкнутым останется и выходной контур. 
Любой НЭК проходит через КСФ без искажения 
формы, а поворот, растяжение и сдвиг начальной 
точки фильтруемого контура вызывают аналогичное 
преобразование выходного контура. При этом пово-
рот фильтруемого контура по отношению к эталон-
ному на угол ∆φ  приводит к умножению выходного 

контура на комплексный коэффициент ( )exp i∆φ  

и отсчёт КСФ в момент s L=  будет уже не вещест-
венным, а комплексным числом. Сдвиг начальной 
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точки фильтруемого контура на d  обусловливает та-
кой же сдвиг максимального по модулю отсчёта КСФ. 
Рассмотрим несколько особых свойств КСФ. 

Обобщённая инвариантность КСФ к линейным 
преобразованиям фильтруемого контура. Пронор-
мируем отсчёт КСФ путём его деления на произве-
дения норм фильтруемого и эталонного контуров: 

( ) ( )H s sη = η X Y . При =X Y  величина 

( )0 1H sη = . Здесь 0s  - отсчёт КСФ с максимальным 

значением модуля. Поскольку при повороте контура 
и сдвиге его начальной точки норма контура не ме-
няется, то данное соотношение сохраняется при ли-
нейных преобразованиях фильтруемого контура. 
Если же ≠X Y , то ( )0sη X Y  и ( )0 1H sη < . Та-

ким образом, величина ( )0H sη  инвариантна к ли-

нейным преобразованиям контура и достигает мак-
симального значения, равного единице, лишь при 
прохождении через фильтр согласованного контура. 
Поэтому КСФ является устройством, вырабаты-
вающим количественную меру схожести двух кон-
туров, двух форм плоских изображений, инвариант-
ную к масштабу и повороту этих изображений. 

Связь между выходным сигналом фильтра 
и ВКФ фильтруемого и эталонного сигналов. Ранее 
было отмечено, что при обработке согласованного 
с фильтром сигнала на выходе образуется смещён-
ная на L  АКФ этого сигнала. Принимая во внима-
ние рассмотренные свойства ВКФ и АКФ ком-
плексных сигналов, уточним характер связи между 
АКФ и выходным сигналом КСФ. Сравнивая между 
собой выражения для АКФ и для выходного сигнала 
(14) согласованного фильтра, приходим к выводу, 
что отношения соответствия между ними имеют вид  

( ) ( )s L sη = τ −  и ( ) ( )s L sτ = η − . (18) 

Отсюда следует, что выходной сигнал КСФ, оп-
ределяемый выражением (8), представляет собой не 
только сдвинутую на L  АКФ фильтруемого согла-
сованного сигнала, но и порядки следования у них 
противоположны. Соотношения между выходным 
сигналом ( )sη  фильтра и ВКФ ( )sτ  контуров про-

извольного фильтруемого сигнала и ИХ также опре-
деляются выражениями (18).  
Представляет интерес рассмотрение вопроса о том, 

каким образом некоторые свойства АКФ преобра-
зуются в свойства КСФ.  
Свойство АКФ, обусловливающее сопряжён-

ную симметрию контура АКФ, меняется следую-
щим образом. С помощью формул (18) определим, 
какому ( )sη  КСФ соответствует ( )L sτ −  АКФ. 

Вводя новую переменную t L s= − , найдём, что 

( ) ( )L s sτ − = η . Учитывая соотношение 

( ) ( )*s L sτ = τ − , окончательно получаем  

( ) ( )*s L sη = η − . (19) 

Из последней формулы видно, что контуры АКФ 
и КСФ прослеживаются в противоположных на-
правлениях: первый – против, а второй – по часовой 
стрелке. Выражение (19) показывает, что компонен-
ты контура H  расположены симметрично. 

Спектральный анализ контуров. Запишем выра-
жение для прямого ПФ контура X :  

( ) ( )
0

2
exp d , 0, 1, 2,...

L

m l i ml l m
L

π ρ = χ − = ± ± 
 

∫  

Величина ( )( )exp 2i L ml− π  является компонен-

том элементарного контура mX . Поэтому в соответ-
ствии с выражением (8) составляющая спектра ис-
ходного контура может рассматриваться как отсчёт 
фильтра, согласованного с контуром mX  в момент 

s L= , т.е. ( ) ( )tt Lρ = η . Меняя параметр t , т.е. по-

следовательно согласовывая фильтр со всеми ЭК 
при данном значении L , можно осуществить спек-
тральный анализ контура на базе алгоритма контур-
ной согласованной фильтрации. Данное свойство 
КСФ основано на том, что алгоритмы ППФ и согла-
сованной фильтрации используют скалярное произ-
ведение векторов. 

Выделение главного примитива произвольного 
контура. Как было показано, произвольный контур 
X  может быть представлен линейной комбинацией 
НЭК jX , весами в которой служат компоненты спек-

тра. Под главным примитивом контура X  будем 
понимать контур ( ) ssρ X  с максимальной энергией, 

т.е. ( ) ( )s ms mρ > ρX X , m s≠ . 

Поскольку энергии всех ЭК одинаковы, то глав-
ный примитив будет соответствовать такому значе-

нию s , при котором ( ) ( )s mρ > ρ . Спектр контура 

на выходе КСФ определяется соотношением (13), 
т.е. происходит квадрирование модулей компонент 
спектра. Модуль каждой из них увеличивается 

в ( )mρ  раз. Отсюда вытекает достаточно простая 

процедура формирования главного примитива. Для 
этого необходимо провести цепочку согласованных 
фильтраций: после фильтрации исходного контура 
X  получить контур 1H , затем профильтровать кон-

тур 1H  согласованным с ним фильтром и получить 

контур 2H  и т.д. После каждого шага фильтрации 
возрастает степень доминирования компоненты 
спектра ( )mρ  над всеми остальными компонентами 

и последние перестают влиять на процесс образова-
ния контура. Начиная с определённого r -го шага, 
контуры rH  и 1r −H  практически не отличаются 
друг от друга и их вид определяет главный прими-
тив контура X . 
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3. Согласованная фильтрация зашумлённого 
непрерывного контура 

Рассмотрим случай фильтрации зашумлённого 
контура = +N X Z , когда фильтр согласован с кон-
туром X . Интерес представляют характеристики 
выходного контура в момент L  отклика фильтра, 
когда достигается пиковое значение выходного сиг-
нала КСФ. В соответствии с выражением (8) для 
данного случая получим  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

*

0

1 2 1 2

0

1 1 2 2

0

2 1 1 2

d

d

.

L

L

L

L l l l

l i l l i l l

l l l l

i l l l l

η = η = υ χ =

= υ + υ χ + χ =      

= υ χ + υ χ +  

+ υ χ − υ χ  

∫

∫

∫

 (20) 

Покажем, что для случая согласованной фильт-
рации в момент s L= , так же как и для случая 
фильтрации шумового контура Z , вещественная и 
мнимая части выходного вектора будут некоррели-
рованными. Определим вначале математические 
ожидания 

1
mη  и 

2
mη  величин 1η  и 2η :  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
1 2

0

*

0

2* *

0 0

d

d

d d .

L

L

L L

i l l l

l l l l

l l l l l l

η = η + η = υ χ =

= χ + ζ χ =  

= χ χ + ζ χ =

∫

∫

∫ ∫ X

 

Таким образом, 
1

2
mη = X  и 

2
0mη = . Запишем 

выражение для корреляционного момента величин 

1η  и 2η : { } { }
1 2 1 21 2 1 2, ,K M m m Mη η η η= η η − = η η . С 

учётом (20) будем иметь  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2
0

2 1 1 2
0

d

d .

L

L

K l l l l l

l l l l l

η η = υ χ + υ χ ×  

× υ χ − υ χ  

∫

∫
 

При перемножении интегралов для одного и того 
же значения аргумента получаются подынтеграль-
ные выражения следующих четырёх видов: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1 1 1 2

2
2 2 1 2 1 2 2

, ,

, .

l l l l l l l

l l l l l l l

υ υ χ − υ υ χ χ

υ υ χ χ − υ υ χ
 

Для неравных между собой значений аргументов 
в интегралах выражения для 

1 2
Kη η  также получаем 

четыре вида сомножителей, для которых после ус-
реднения можно записать  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 2 1 1 2 1

2
1 1 1 2 1 1 2

2
2 2 2 1 2 1 2

2
2 2 1 1 2 1 2

,

,

,

.

l l l l l t t

l l l l l t t

l l l l l t t

l l l l l t t

υ χ υ χ = χ χ χ

−υ χ υ χ = −χ χ χ

υ χ υ χ = χ χ χ

−υ χ υ χ = −χ χ χ

 (21) 

С учётом этого получим 
1 2

0Kη η = . Таким обра-

зом, корреляционный момент вещественной и мни-
мой частей выходного отклика КСФ равен 0 . 

Распределение вероятностей вещественной и 
мнимой частей выходного вектора. Как следует из 
(20), действительная 1η  и мнимая 2η  части выход-
ного отклика КСФ будут результатом интегрирова-
ния большого количества нормально распределён-
ных величин, и поэтому также имеют нормальное 
распределение. При этом математические ожидания, 
дисперсии величин 1η  и 2η  и их корреляционный 
момент будут равны: 

1 2

1 2 1 2

2

22 2 2

, 0,

, 0.

m m

K

η η

η η η η

= =

σ = σ = σ =

X

X
 (22) 

Для плотности распределения вероятности вели-
чин ( )1 2,η η  теперь можно записать 

( ) ( )

( )
1 2 22

22 2
1 2

22

1
,

2

exp .
2

P Pη = η η = ×
πσ

 η − + η × − σ 
 

X

X

X

. (23) 

Плотность распределения вероятностей модуля 
и аргумента выходного вектора. Модуль вектора η  и 
тригонометрическое представление его частей равны 

2 2 2

1 2η = η + η , ( )1 cosη = η φ , ( )2 sinη = η φ . Яко-

биан преобразования для определения искомой плот-
ности распределения по-прежнему равен η . Тогда  

( )

( )( ) ( )

( ) ( )

22

22 2

22

22

2 4 2 2

22

,
2

cos sin
exp

2

2

2 cos sin
exp .

2

P
η

η φ = ×
πσ

 η φ − + η φ × = 
σ 

 

η
= ×

πσ

 η + − η φ + η φ ×  
σ  

X

X

X

X

X X

X

 

Плотность распределения вероятностей модуля 
выходного отклика. Интегрируя распределение 
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( ),P η φ  по всем значениям аргумента выходного 

отклика, получим  

( )

( )

2 4

2 22 2

2

2 22
0

2 4

02 22

1
exp

22

cos
exp d

exp ,
2

P

I

π

 η η + η = − ×  πσ σ  

 η ϕ  η
× φ = × σ σ 

 η +  η  × −    σσ    

∫

X

X X

X

X

X

 

где 
( )2

0 2 2
0

cos1
exp d

2
I

π η   η φ 
= φ   πσ σ   

∫  – модифици-

рованная функция Бесселя нулевого порядка от мни-
мого аргумента. Учитывая неотрицательность вели-
чины модуля отклика η , для плотности распределе-
ния вероятности его модуля можно записать  

( )

( )

22

2 4

02 22
exp , если 0,

2

и 0 при 0.

P

I

P

η
η == ×

σ

 η +  η  × − η >   σσ    

η = η <

X

X

X
 (24) 

Данное распределение является распределением 
Райса. Рассмотрим случай больших отношений сиг-
нал/шум. При этом выходной эффект КСФ в основ-
ном определяется контуром фильтруемого изобра-

жения, т.е. 
2η ≈ ≈ ηX  и 2η σ≫ . При выполне-

нии последнего условия для модифицированной 
функции Бесселя существует следующее разложе-
ние в ряд:  

( ) ( )
( )

( )

0 2

3

exp 1 9
1

82 2! 8

225
... , 1.

3! 8

y
I y

yy y

y
y


= + + +
π 


+ + >



 (25) 

В данном случае 2y = η σ , и, принимая во 

внимание (25), получим 

( ) ( )22

2

1
exp

22
P

 η + η == − σπσ  
 

X
. 

Таким образом, при больших отношениях сиг-
нал/шум модуль выходного отклика КСФ в момент 
s L=  имеет распределение вероятностей, близкое 
к нормальному. При этом математическое ожидание 

модуля отклика η  равно 
2η = X . Выразим рас-

пределение (24) через отношение сигнал/шум выхq  
по длине линии контура на выходе фильтра 

( )2

вых вх вх
q = σ = σX X X . Введя переменную 

( )вых вх
ν = η σ = η σ X  и переходя к ней в рас-

пределении (24), получим  

( ) ( )
2 2

0exp
2

вых

вых

q
P P I q

 η  ν +
ν = = ν − ν    σ   X

. 

Плотность распределения вероятности аргу-
мента выходного отклика. Интегрируя распределе-

ние ( ),P η φ  по всем значениям модуля, получим  

( ) ( ) ( ){ }

( )

2 2

22
0

2 2

22
0

exp 2
, d

2

2 cos
exp d .

2

P P
∞

∞

σ
φ = η φ η = ×

πσ

 η − η φ
 × η − η
 σ 

∫

∫

X

X

X

X

 

Это выражение приводится к виду 

( )
( ){ } ( )

( ) ( )

2 2

2

2

exp 2 cos

2 2 2

cos sin
1 exp ,

22

P

erf

σ φ
φ = + ×

π πσ
   φ  φ
 × + −     σπ    

X X

X X
 

где ( ) ( )2

0

2
exp d

x

erf x t t= −
π ∫

 – функция ошибок. 

При 3σ >X , т.е. при достаточно большом отно-

шении сигнал/шум данное распределение переходит 
в нормальное, а при 3σ ≤X  все значения аргу-

мента выходного отклика становятся равновероят-
ными.  
При подстановке в качестве независимых пере-

менных в выражение k -мерной плотности вероят-
ностей ( )p ν , найденной в процессе статистическо-

го эксперимента k -мерной выборки ( ){ }
0,L

lυ , полу-

чим функцию ( )Λ N , называемую функцией 

правдоподобия. Эта функция по форме своей записи 
совпадает с выражением для плотности распределе-
ния вероятностей, но зависит уже не от v , а от па-
раметров данного распределения, т.е. от математи-
ческого ожидания, дисперсии и др. Функция ( )Λ N  

является мерой схожести распределения ( )p ν  

и распределения, к которому относится выборка 

( ){ }
0,L

lυ . 

Найдём выражение для функции правдоподобия 

зашумлённого контура ( ){ }
0,L

l= υN . Запишем вы-

ражение для совместной плотности вероятностей 
вещественной и мнимой частей ЭВ 

( ) ( ) ( )1 2l l i lυ = υ + υ , [ ]0,l L∈  зашумлённого конту-

ра N . При этом учтём, что математические ожида-
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ния случайных величин ( )1 lυ  и ( )2 lυ  равны 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1l l l lυ = χ +ζ = χ , ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2l l l lυ = χ +ζ = χ , 

а их корреляционный момент  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2,

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 0,

l l
K

l l l l l l

l l l l l l

l l l l

υ υ =

= χ + ζ χ + ζ − χ χ =      

= χ χ + ζ χ + ζ χ +      

+ ζ ζ − χ χ =  

 

( ) ( ) ( )2 2exp 2c RΛ = Λ − = − σN N Z , (26) 

где ( )21 2
L

c = πσ ; ( )2 22 2Re ,R = + −N X N X  - 

квадрат расстояния между эталонным и зашумлён-
ным контуром. 
Отсюда становится ясным физический смысл 

функции правдоподобия зашумлённого контура: ес-
ли контуры N  и X  близки между собой, то 2 0R ≈  
и ( ) ( )Λ = Λ +N X Z , т.е. равна максимально воз-

можной величине.  

Заключение 

В работе рассмотрены вопросы линейной фильтра-
ции непрерывных контуров изображений, заданных в 
комплекснозначном виде. Проведён анализ свойств 
контурных линейных фильтров с учётом комплексно-
значного характера и свойств замкнутости контура.  

Показано, что контурный согласованный фильтр 
является линейным устройством, и поэтому он об-
ладает всеми рассмотренными свойствами контур-
ных линейных фильтров, а также обладает некото-
рыми особенностями, главное из которых – это 
обобщённая инвариантность контурного согласо-
ванного фильтра к линейным преобразованиям. Та-
ким образом, контурный согласованный фильтр яв-
ляется устройством, вырабатывающим количест-
венную меру схожести двух контуров, двух форм 
плоских изображений, инвариантную к масштабу и 
повороту этих изображений. 
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LINEAR FILTERING OF CONTINUOUS CONTOURS OF IMAGES, DEFINED IN A COMPLEX FORM 
R.G. Khafizov, S.A. Okhotnikov  
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Abstract 

The problems of linear filtering of continuous contours of images, for data in a complex-form 
are considered. The analysis of the properties of the contour line filter in the light of the nature and 
properties of complex-closed contour is performed. 

Key words: continuous contour, complex-valued signal, image processing, linear filtration, 
contour matched filter. 
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