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Аннотация 

Рассмотрены вопросы оценки параметров вращения изображений пространственных груп-
повых точечных объектов на основе применения метода главных компонент. Применение дан-
ного метода позволяет получить оценку параметров вращения пространственного группового 
точечного объекта при отсутствии информации о нумерации точек в объекте, что существенно 
упрощает решение задач обработки пространственных групповых точечных объектов. 
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Введение 

Задачи обработки 2D и 3D изображений в виде 
скоплений точечных объектов характерны для целого 
ряда радиотехнических систем. При этом надежность 
результатов обработки таких изображений зависит от 
выбранной модели представления точечного объекта. 
Как было показано в работах [1-4], наиболее адекват-
ной моделью представления с позиции применяемого 
математического аппарата и наибольшей информа-
тивности меры схожести является представление в 
виде кватернионных сигналов (КТС).  

Применение теории кватернионных сигналов для 
задач обработки пространственных групповых точеч-
ных объектов (ПГТО) подробно рассмотрено в работах 
[2,4]. В этих работах было показано, что величина ска-
лярного произведения кватернионных сигналов, как 
мера схожести и базовая операция, применяемая при 
их обработке, является неинвариантной к параметрам 
вращения (пространственному положению) сигналь-
ного КТС по отношению к эталонному сигналу. В ка-
честве подходов к решению данной проблемы приме-
нялись различные методы совмещения изображений 
пространственных групповых точечных объектов, что, 
по сути, сводится к оценке параметров вращений 
ПГТО. Решение задачи оценки параметров вращения 
необходимо для возможности дальнейшей обработки 
пространственных групповых точечных объектов.  

Задачам оценки параметров вращения или совме-
щения ПГТО посвящён ряд работ, и здесь можно вы-
делить следующие методы: метод совмещения с по-
следующим усреднением [1]; метод оценки парамет-
ров вращения на основе амплитудно-фазовых моделей 
(АФМ) [5]; метод оценки параметров вращения на ос-
нове сферических гармоник [2,6]; метод оценки пара-
метров вращения по результатам фильтрации [8] и 
двухэтапный метод оценки параметров вращения [7]. 

Предлагаемое в данной работе решение задачи 
оценки параметров вращения основано на известном 
методе, используемом в многомерном статистическом 
анализе данных – методе главных компонент [9,10]. 

1. Постановка задачи 

Пусть имеется пространственный групповой то-
чечный объект, заданный в виде множества точек, 
расположенных в трёхмерном пространстве: 

( ){ } 1,0 −ξ=Ξ sn , (1) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnn 321 ,, ξξξ=ξ  – пространственные ко-

ординаты n-й точки; а также ПГТО ( ){ } 1,0 −ω=Ω sm , 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )mmmm 321 ,, ωωω=ω , который отличается 
от исходного тем, что повёрнут относительно неко-
торой неизвестной оси (вектора) с  на неизвестный 

угол ϕ2 . Также следует отметить, что порядок ну-

мерации точек ПГТО Ω  не совпадает с порядком 
нумерации в ПГТО Ξ . 

Требуется оценить параметры вращения ПГТО 
Ω  относительно Ξ . 

2. Кватернионы и кватернионные сигналы 

Комплексные числа, кватернионы и октавы, на-
ряду с вещественными числами, являются система-
ми, для которых определены четыре арифметиче-
ские операции: сложение, вычитание, умножение и 
деление. Кватернионы и октавы называются гипер-
комплексными числами. Перечисленные системы 
чисел представляют интерес с точки зрения выпол-
нения над сигналами различного вида операций, так 
как никакие другие числовые системы такими свой-
ствами по отношению к четырём арифметическим 
действиям не обладают. 

Кватернион (четверное число) так же, как и ком-
плексное число, представляет собой сумму вещест-
венного и мнимого чисел. В отличие от комплекс-
ных чисел в кватернионах применяют не один, а три 
вида мнимых чисел: i, j и k. На рис. 1 приведена 
диаграмма, задающая правила перемножения мни-
мых единиц [11]. Если сомножители берутся по на-
правлению часовой стрелки, то третье по счёту чис-
ло равно произведению первых двух. Когда же со-
множители берутся в обратном порядке, то 
произведение равно третьему по счёту числу, но 
взятому с обратным знаком. 

Полный кватернион записывается следующим 
образом: 

kqjqiqq 3210 +++=q , (2) 

где 3210 ,,, qqqq  – коэффициенты, являющиеся про-

извольными вещественными числами. Коэффициент 
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0 Req = q  называется вещественной частью полного 

кватерниона q, а kqjqiq 321 ++  – векторным ква-

тернионом, или гиперкомплексной частью полного 
кватерниона q: qhypckqjqiq =++ 321 . Таким об-
разом, 

qqq hypc+= Re . (3) 

 
Рис. 1. Диаграмма для определения результатов 

перемножения двух мнимых единиц 

Сложение (вычитание) двух кватернионов вы-
полняется по такому же правилу, как сложение (вы-
читание) комплексных чисел. При нахождении про-
изведения кватернионов q и p необходимо учиты-
вать правила перемножения мнимых единиц. Как 
следует из диаграммы на рис. 1, знак произведения 
мнимых единиц i , j  и k  зависит от порядка сле-
дования сомножителей, т.е. умножение кватернио-
нов является, в отличие от умножения веществен-
ных и комплексных чисел, некоммутативной опера-
цией.  

Кватернионы тесно связаны с векторами, задан-
ными в трёхмерном пространстве. Каждый полный 
кватернион q  есть сумма некоторого действитель-

ного числа 0q  и 3D вектора kqjqiq 321 ++ . Произ-

ведение pq  двух векторных кватернионов даёт две 
важные характеристики векторов с координатами 
( )321 ,, qqq  и ( )321 ,, ppp : 

( )332211Re pqpqpq ++−=pq ,  (4) 

( ) ( )
( ) .1221

31132332

kpqpq

jpqpqipqpqhypc

−+
+−+−=pq

 (5) 

Первое из этих выражений есть скалярное про-
изведение (взятое с обратным знаком) векторов 
( )321 ,, qqq  и ( )321 ,, ppp  в евклидовом пространст-

ве, а второе выражение – запись векторного произ-
ведения этих же векторов. Таким образом: 

( ) ],[, pqpqpq +−= E . (6) 

Основной базовой операцией при линейной об-
работке векторных сигналов является скалярное 
произведение, служащее мерой их схожести. К об-
разованию такого произведения обрабатываемого и 
эталонного сигналов сводятся такие распространён-
ные операции, как разложение и фильтрация сигна-
лов, а также получение их АКФ и ВКФ. 

Скалярное произведение кватернионов опреде-
ляется из соотношения: 

( ) **),( pqqppq, == , (7) 

где ∗p  есть комплексно сопряжённый кватернион. 

Как видно из (7), скалярное произведение век-
торных кватернионов q  и p  находится как простое 

произведение кватернионов q  и ∗p . Но тогда, как 

следует из свойств произведения ∗pq  (4) и (5), для 
скалярного произведения векторных кватернионов 
получим 

( ) ( ) [ ]pq,pq,pq, +==η EHH . (8) 

Таким образом, скалярное произведение вектор-
ных кватернионов, задающих в евклидовом про-
странстве векторы ),( 321 qqq=q  и ( )321 ,, ppp=p , 

представляет полный кватернион: 

HHH hypc η+η=η Re . (9) 

Реальная часть кватерниона Hη  равна скалярно-

му произведению векторов q  и p  в евклидовом 

пространстве: 

ϕ=

=++==η

cos

)(Re 332211

pq

pq, pqpqpqEH
, (10) 

где ϕ  – угол между векторами q  и p . Гиперком-

плексная часть кватерниона Hη  есть векторное 

произведение трёхмерных векторов p  и q : 

[ ] ϕ===η sin

321

321 pqrpq,
ppp
qqq
kji

hypc H . (11) 

Вектор kji 321 rrrr ++= , заданный в виде ква-
терниона, имеет единичный модуль и представляет 
собой нормаль к собственной плоскости векторов 

q  и p , а величина ϕsinpq  есть площадь парал-

лелограмма, построенного на этих векторах. 
Процедура вращения вектора трёхмерного про-

странства, заданного кватернионом q , реализуется 
также с помощью кватернионов. В этом случае ре-
зультат поворота вектора q  на угол ϕ2  вокруг оси 

с направляющим вектором с  находится как 
∗= bqbp , (12) 

где 

ϕ+ϕ= sincos сb ,  1=b , – (13) 

вращающий кватернион, а iii 321 ρ+ρ+ρ=с  - век-
торный кватернион единичной длины, задающий 
ось вращения.  

К кватернионным сигналам приводит необходи-
мость решения задач обработки изображений, распо-
ложенных в трёхмерном пространстве множества s 
точек, задающих пространственный групповой то-
чечный объект. Желательно, чтобы точечное множе-
ство было упорядочено. Для формирования КТС вы-
берем в трёхмерном пространстве некоторую точку – 
полюс – и примем его в качестве начала системы от-
счёта. Соединив полюс с каждой из точек множества, 
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получим пучок из векторов { } 1
0)( −

== s
nnqQ . Любой из 

этих векторов будем рассматривать как векторный 
кватернион knqjnqinqn )()()()( 321 ++=q , 

1,...,1,0 −= sn . Заданное в виде последовательности 
таких кватернионов исходное множество точек назы-
вается кватернионным сигналом [2]. 

Скалярное произведение КТС Q и P является 
полным кватернионом и получается в виде суммы 
скалярных произведений составляющих их кватер-
нионов: 

∑
−

=

∗==η
1

0

)()()(
s

n

nn pqPQ, . (14) 

При повороте КТС на угол ϕ2  вокруг единич-

ной оси с направляющим вектором с  на данный 

угол поворачивается каждый радиус – вектор сигна-
ла вокруг одной и той же оси: 

∗= bbQP . (15) 

3. Метод главных компонент 

Анализ главных компонент – это метод преобра-
зования одной последовательности наблюдаемых 
переменных в другую последовательность перемен-
ных и заключается в получении новых показателей 
– главных компонент, являющихся линейными ком-
бинациями исходных. Главные компоненты упоря-
дочиваются в порядке убывания той дисперсии, ко-
торую они «объясняют». Первая главная компонен-
та объясняет большую часть дисперсии, чем вторая, 
вторая – большую, чем третья и т.д. [9, 10]. 

Метод главных компонент (МГК) осуществляет 
переход к новой системе координат pyy ,...,1  в ис-

ходном пространстве признаков pxx ,...,1 , которая 

является системой ортонормированных линейных 
комбинаций: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 1 1

2

1

1

... ;

1, 1, ;

0, , 1, , ,

j j pj p p

p

ij
i

p

ij ik
i

y w x m w x m

w j p

w w j k p j k

=

=


 = − + + −



= =



= = ≠


∑

∑

x

 (16) 

где im  – математическое ожидание признака ix . 
Линейные комбинации выбираются таким обра-

зом, что среди всех возможных линейных нормиро-
ванных комбинаций исходных признаков первая 
главная компонента ( )x1y  обладает наибольшей 
дисперсией. Геометрически это выглядит как ориен-
тация новой координатной оси 1y  вдоль направле-
ния наибольшей вытянутости эллипсоида рассеива-
ния объектов исследуемой выборки в пространстве 
признаков pxx ,...,1 . Вторая главная компонента 

имеет наибольшую дисперсию среди всех остав-
шихся линейных преобразований, некоррелирован-
ных с первой главной компонентой. Она интерпре-
тируется как направление наибольшей вытянутости 
эллипсоида рассеивания, перпендикулярное первой 
главной компоненте и т.д.  

Вычисление коэффициентов главных компонент 

ijw  основано на том факте, что векторы 

( )T

1 11 1,..., pw w=w ,…, ( )T1 ,..., pppp ww=w  являются 

собственными (характеристическими) векторами 
ковариационной матрицы. В свою очередь, соответ-
ствующие собственные числа этой матрицы равны 
дисперсиям проекций множества объектов на оси 
главных компонент. 

Метод главных компонент допускает следующую 
геометрическую интерпретацию: вначале произво-
дится перенос начала координат в точку, являющую-
ся центром эллипсоида рассеяния; затем производит-
ся поворот осей координат таким образом, чтобы но-
вые оси координат были направлены вдоль осей 
эллипсоида рассеивания точек, причём разброс точек 
вокруг первой выбранной оси должен быть не мень-
ше, чем вдоль второй выбранной оси и т.д. 

4. Применение МГК для анализа КТС 

Пусть имеется векторный КТС Q  размерности 
s . Пусть далее каждая компонента кватернионов, 
входящих в состав сигнала, есть проекция на соот-
ветствующую ось в декартовой системе координат. 
Применение МГК подразумевает переход к другой 
ориентации осей координат, в которых координаты 
исходного объекта при пересчёте координат не бу-
дут изменяться в зависимости от их исходного по-
ложения.  

Представим КТС в виде матрицы с тремя столб-
цами и s строками  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

















−−−−

=

111

.........

111

000

1

...

1

0
210

321

321

321

sqsqsq

qqq

qqq

s

Q . (17) 

Здесь столбцы в терминах МГК – это перемен-
ные, т.е. 3=p . Тогда ковариационная матрица 

{ }:ijs=S  

( )( ) ( )( )∑
−

=
−−=

1

0
,

1 s

k
jjiiji qkqqkq

s
s ; ,2,1,0, =ji  (18) 

где iq  и jq  – математические ожидания i  и j  

столбца матрицы (17). 
Для определения главных компонент необходи-

мо определить собственные вектора 
( )2010000 ,, www=w , ( )2111011 ,, www=w  и 

( )2212022 ,, www=w ковариационной матрицы (18). 
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Теперь, выполнив пересчёт координат исходного 
кватернионного сигнала ( ){ }

1,0 −ϕ=Φ
s

nQQ , где 

kji 3,2,1, QQQQ ϕ+ϕ+ϕ=ϕ : 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( );3320

221011001,

qnqw

qnqwqnqwn

−+
+−+−=ϕQ  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( );3321

221111012,

qnqw

qnqwqnqwn

−+
+−+−=ϕQ  (19) 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( );3322

221211023,

qnqw

qnqwqnqwn

−+
+−+−=ϕQ  

получим изображение КТС в новых координатных 
осях, причём данное изображение по определению 
не будет зависеть от исходного положения КТС (па-
раметров его вращения), т.е. 

1−Φ=Φ
bbQQ . (20) 

Рассмотрим основные свойства, связанные с ис-
пользованием собственных значений и собственных 
векторов. 

1. Собственные значения линейного оператора 
выражают его свойства, и их значения не зависят от 
используемой системы координат [13]. Это означа-

ет, что и для исходного Q , и повернутого 1−bbQ  
КТС собственные значения ковариационной матри-
цы будут одинаковы. 

2. Использование собственных векторов означает 
использование в качестве координатных базисных 
векторов, направление которых зависит только от 
конфигурации группового точечного объекта. 

3. Совокупность собственных векторов образует 
невырожденную модальную матрицу T , определи-
тель которой равен 1, и с помощью которой задаётся 
преобразование координат, т.е. является оператором 
вращения [2] 

qp T= , (21) 

здесь kqjqiqq 321 ++=  и kpjpipp 321 ++= , соот-
ветственно исходный и повернутый кватернион, 

причём pq 1−= T .  

5. Решение задачи оценки параметров вращения 

Как было показано, метод главных компонент по-
зволяет получить представление ПГТО инвариантное к 

параметрам вращения, т.е. ( ){ }
0, 1s

nΞ Ξ −
= ϕ =ΦΦΦΦ  
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
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s
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n

n

T , где ΞT  – опера-

тор вращения, представляющий собой невырожденную 
модальную матрицу, сконструированную из совокупно-
сти собственных векторов ковариационной матрицы S .  

Для ПГТО ( ){ } 1,0 −ω=Ω sm  аналогично получим 

( )
( )
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( )
( )

,1 1
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Φ TΦ TΦ TΦ T , причём 

ΞΦΦΦΦ Ω≡ΦΦΦΦ , здесь тожественное равенство означает, 

что ΞΦΦΦΦ  равен ΩΦΦΦΦ  с точностью до порядка нумера-
ции точек в ПГТО. 

Тогда для оценки параметров вращения ПГТО 
( ){ } 1,0Щ −ω= sm  относительно ПГТО ( ){ } 1,0О −ξ= sn , 

при неизвестном порядке нумерации точечных от-
счётов в объекте можно записать: 
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TT , (22) 

здесь Ω
−
Ξ= TTT 1  – матрица вращений, являющаяся, 

по сути, оценкой параметров вращений ПГТО 
( ){ } 1,0 −ω=Ω sm  относительно ( ){ } 1,0 −ξ=Ξ sn . 

В том случаи, если ПГТО задан кватернионным 
сигналом, то из матрицы T можно получить оценку 
параметров вращений в виде вращающего кватер-
ниона, т.е. если 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 30, 1 0, 1s s
n n i n j n k

− −
Ξ = ξ = ξ + ξ + ξ , 

и  

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 30, 1 0, 1s s
m m i m j m k

− −
= ω = ω + ω + ωΩΩΩΩ

, 
при условии, что 

( ){ } ( ){ }1 1

0, 1 0, 1s s
n b b b m b− −

− −
Ξ = ξ ≡ = ωΩΩΩΩ , 

где kbjbibbb 3210 +++=  – вращающий кватерни-
он, то получим  
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или 

( ){ }
( )
( )
( )

( ){ }
( )
( )
( )

1 1

2 20, 1 0, 1

3 30, 1 0, 1

s s

s s

n m

n n m m

n m
− −

− −

   ξ ω   
      ξ = ξ ≡ • ω = • ω      
      ξ ω      

T T , (24) 

где 
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или согласно [2] 
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Следовательно, учитывая выражения (22), (25) и (26), т.е. 
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можно найти параметры вращения ПГТО Ω  относи-
тельно Ξ , заданных в виде КТС, т.е. вычислить ось 
вращения – iii 321 ρ+ρ+ρ=с  и угол поворота ϕ2 : 









−++=ϕ

2

1

222
arccos2 2,21,10,0 ttt

; (28) 

( )ϕ
−

=ρ
2sin2

1,22,1
1

tt
; ( )ϕ

−
=ρ

2sin2
2,00,2

2

tt
; ( )ϕ

−
=ρ

2sin2
0,11,0

3

tt
. (29) 

Заключение 

Использование метода главных компонент, осно-
ванного на свойствах характеристических векторов 

ковариационной матрицы S , рассчитанной по коор-
динатам точек пространственного группового точеч-
ного объекта, позволяет получить оценку параметров 
вращений пространственного группового точечного 
объекта. При этом достоинством метода является то, 
что для оценки параметров вращений нет необходимо-
сти в упорядочении точечных отметок ПГТО, т.е. по-
рядок следования точек в исходном и повёрнутом 
ПГТО может не совпадать. Данное обстоятельство по-
зволяет упростить решение таких задач обработки 
пространственных групповых точечных объектов, как 
обнаружение и распознавание ПГТО, так как не требу-
ется разрабатывать трудоёмкую процедуру нумерации 
точек в объекте, устойчивую к воздействию шумов и к 
процедуре вращения ПГТО. 
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DEFINITION OF ROTATION PARAMETERS OF SPATIAL GROUP POINT OBJECT  
AT UNKNOWN NUMBERING OF DOT MARKS  

D. G. Khafizov 
Mari State Technical University  

Abstract  

Questions of rotation parameters of spatial group point objects images on the basis of the main 
things method are considered. The application of the given method allows to receive an estimation 
of rotation parameters of spatial group point object at the absence of the information on numbering 
of points in object that essentially simplifies the decision of problems of processing of spatial 
group points objects. 

Key words: spatial group point object, hypercomplex number, quaternion, quaternion signals, 
rotation quaternion, rotational variables, rotational matrix. 
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