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Аннотация 

Исследовано перепутывание состояний двух идентичных дипольно-связанных атомов, 
резонансно взаимодействующих с одномодовым тепловым полем в идеальном резонаторе. 
Найдена зависимость степени перепутывания от константы прямого дипольного взаимодей-
ствия для различных чистых и смешанного состояний атомов. 
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Введение 

Квантовые перепутанные состояния являются 
основным ресурсом квантовой информатики. Для 
приложений в физике квантовых вычислений нуж-
ны максимально перепутанные чистые состояния с 
достаточно большим временем жизни [1]. В на-
стоящее время предложены и частично реализованы 
различные схемы генерации и использования атом-
ных перепутанных состояний. Долгоживущие атом-
атомные перепутанные состояния наблюдались в 
ряде экспериментов с ионами и атомами в магнит-
ных и оптических ловушках [2 - 4]. Однако в реаль-
ных условиях квантовые системы всегда взаимодей-
ствуют с окружением. Такое взаимодействие обыч-
но приводит к декогерентности, так что исследуемая 
система эволюционирует в смешанное перепутанное 
состояние, которое оказывается непригодным для 
целей квантовых вычислений. Поэтому с практиче-
ской точки зрения основная задача при получении и 
использовании атомных перепутанных состояний 
заключается в том, чтобы предотвратить, миними-
зировать или использовать влияние шума. Было вы-
сказано большое количество предложений по защи-
те, минимизированию или использованию влияния 
окружения для создания и сохранения максимально 
перепутанных состояний, например стратегия коль-
цевого контроля, коррекция квантовых ошибок, ис-
пользование избыточного кодирования и др. Однако 
указанные способы успешно решают проблему 
только при малой скорости генерации ошибок в ис-
следуемой системе. Более экономичный подход со-
стоит в использовании так называемых свободных 
от декогеренции пространств, которые полностью 
нечувствительны к специфическим типам шумов. 
Такой подход, однако, также требует использования 
дополнительных источников и эффективен только 
для определённого окружения [1].  
Недавно в целом ряде работ была высказана идея 

о том, что в некоторых случаях диссипация и шум 
могут, напротив, являться источником перепутыва-
ния. Впервые такая идея была предложена в работе 
[5]. В ней авторы показали, что за счёт диссипации 
два атома (два кубита) в оптическом резонаторе мо-
гут перейти в максимально перепутанное состояние, 
в то время как в отсутствие диссипации редуциро-
ванное состояние двухатомной системы представляет 

собой несепарабельную смесь атомных состояний в 
любой момент времени, но только без максимального 
перепутывания. Возможность генерации перепутан-
ных состояний в системе двух и более атомов в резо-
наторе за счёт различных механизмов диссипации 
рассматривалась позднее в большом количестве ра-
бот. В работе [6] рассмотрено возникновение атомно-
го перепутывания в системе двух двухуровневых 
атомов в резонаторе при наличии диссипации за счёт 
утечки фотонов и спонтанного излучения при нали-
чии белого шума. Позднее влияние вакуумного шума, 
фазового шума, теплового шума, различных типов 
классического шума и комбинации различных видов 
шумов на возникновение и исчезновение перепуты-
вания атомов в резонаторе рассматривалось в боль-
шом числе работ (ссылки в [7 - 9]).  
Ряд работ в последнее время был посвящён иссле-

дованию возможности генерации перепутывания в 
атомных системах в резонаторах, индуцированного 
тепловым шумом. Идея о возможности возникнове-
ния перепутывания при взаимодействии атомов в ре-
зонаторах с тепловым полем принадлежит Питеру 
Найту с соавторами [10]. В целом интерес к атомам в 
резонаторах и ионам в оптических и магнитных ло-
вушках обусловлен возможностью использования та-
ких систем в качестве логических элементов кванто-
вых компьютеров (кубитов). Для теоретического 
описания таких систем используется модель Джейн-
са-Каммингса и её простейшие обобщения. Модель 
Джейнса-Каммингса описывает взаимодействие 
двухуровневого атома с модой квантового электро-
магнитного поля в идеальном резонаторе. Модель 
Джейнса-Каммингса и её простейшие обобщения иг-
рают фундаментальную роль в квантовой оптике, по-
скольку позволяют описать все основные квантовые 
эффекты взаимодействия излучения с веществом. В 
частности, на примере двухатомной модели Джейнса-
Каммингса, которую также часто называют моделью 
Тависа-Каммингса, можно исследовать особенности 
атомного перепутывания за счёт взаимодействия 
атомов с различными бозонными полями. В послед-
нее время интерес к одноатомным и двухатомным 
моделям особенно возрос в связи с их эксперимен-
тальной реализацией на атомах и ионах в резонаторах 
и ловушках, индивидуальных молекулах в органиче-
ских кристаллах, искусственных атомах на квантовых 
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точках, сверхпроводящих системах [1]. В работе [10] 
впервые было показано, что перепутывание всегда 
возникает при взаимодействии произвольной систе-
мы с большим числом степеней свободы в смешан-
ном состоянии и одиночного кубита в чистом состоя-
нии, и общие результаты проиллюстрированы на 
примере модели Джейнса-Каммингса одиночного 
атома в чистом состоянии, взаимодействующего с 
модой теплового поля в идеальном резонаторе. В 
своей следующей работе Питер Найт с соавторами 
[11] показали, что одномодовый тепловой шум может 
также индуцировать атом-атомное перепутывание в 
системе двух двухуровневых атомов в идеальном ре-
зонаторе. В работе [12] проведено обобщение резуль-
татов работы [11] на случай системы двух неиден-
тичных атомов с одинаковыми частотами переходов, 
но разными константами диполь-фотонного взаимо-
действия, а в работе [13] − на случай системы двух 
неидентичных атомов с одинаковыми константами 
диполь-фотонного взаимодействия, но различными 
частотами атомных переходов. Перепутывание в 
двухатомной системе с вырожденным двухфотонным 
взаимодействием, индуцированное одномодовым те-
пловым шумом, было рассмотрено в работе [14], а 
влияние двухмодового теплового шума на перепуты-
вание двух двухуровневых атомов с невырожденны-
ми переходами и переходами рамановского типа – в 
работе [15]. При этом было показано, что при двух-
фотонном взаимодействии степень перепутывания 
атомных состояний может значительно превосходить 
соответствующую величину для однофотонного 
взаимодействия. Выбор в качестве исследуемой мо-
дели во многих работах, посвящённых возникнове-
нию перепутывания кубитов за счёт взаимодействия 
с окружением, системы двух кубитов (двух двух-
уровневых атомов) во многом обусловлен тем, что в 
квантовой информатике в настоящее время наиболее 
хорошо определена количественная мера перепутан-
ности смешанных состояний именно для системы 
двух кубитов. Для таких систем показано, что крите-
рий Переса-Хородецких [16, 17] является необходи-
мым и достаточным условием перепутывания со-
стояний двух кубитов. В квантовой информатике из-
вестны и другие меры или критерии перепутанности 
системы двух кубитов, позволяющие количественно 
оценивать указанную величину, в частности крите-
рий Вуутерса, относительная энтропия и некоторые 
другие [1]. 
Как хорошо известно, диполь-дипольное взаимо-

действие атомных систем является естественным 
механизмом возникновения атомного перепутыва-
ния. Наличие диполь-дипольного взаимодействия 
атомов, в частности, может привести к значитель-
ному увеличению степени перепутывания двух ато-
мов, взаимодействующих с модой теплового поля в 
идеальном резонаторе как посредством однофотон-
ных переходов [18], так и двухфотонных вырожден-
ных [19] и невырожденных переходов [20, 21]. Заме-
тим, что атом-полевое перепутывание в таких моде-

лях рассмотрено в наших работах [22, 23]. 
Квантовые корреляции другого типа, приводящие к 
эффекту сжатия, рассмотрены для таких моделей в 
работе [24]. Физически диполь-дипольное взаимо-
действие можно увеличить, уменьшая относитель-
ное расстояние между атомами в резонаторе. Пре-
имущество такой схемы заключается в том, что от-
носительное расстояние между атомами можно легко 
контролировать. В настоящее время в современных 
магнитных ловушках Пауля охлаждённые атомы 
могут быть заперты на расстояниях порядка длины 
волны излучения. В этом случае параметр диполь-
дипольного взаимодействия становится сравнимым 
с константой диполь-фотонного взаимодействия. В 
результате, такие экспериментальные установки мо-
гут быть использованы для генерации значительной 
степени перепутывания атомов, даже при наличии 
шума. 
Диполь-дипольное взаимодействие атомов может 

быть использовано не только для увеличения степени 
перепутывания атомов, но и для стабилизации такого 
перепутывания. Как уже отмечалось выше, для прак-
тических целей пригодны лишь долгоживущие атом-
ные перепутанные состояния. Однако во многих слу-
чаях возникающие атомные перепутанные состояния 
оказываются нестабильными. В частности, в случае 
атомов, взаимодействующих с электромагнитным 
полем в высокодобротных резонаторах и ловушках, 
нестабильность атомных перепутанных состояний 
обусловлена осцилляциями Раби. Для стабилизации 
атомного перепутывания предлагалось использовать 
взаимодействие атомов с окружением специального 
вида: сжатый вакуум, резонаторы низкой добротно-
сти, белый оптический шум и др. Однако в работе 
[25] показано, что высокая степень стационарного 
перепутывания может быть получена в значительно 
более простых условиях. Примером такой системы 
может служить система дипольно связанных двух-
уровневых атомов в режиме слабого взаимодействия 
с окружением (малые потери) в присутствии внешне-
го классического поля. Как уже отмечалось выше, 
коллективные эффекты, такие, как диполь-дипольное 
взаимодействие, являются естественными механиз-
мами перепутывания. Однако в отсутствие специаль-
ного окружения, например экзотического сжатого ва-
куума, которое компенсирует потери энергии, вы-
званные спонтанным излучением, перепутывание 
атомов является нестационарным эффектом. Для 
стабилизации атомного перепутывания при наличии 
диполь-дипольного взаимодействия атомов можно 
использоваться гораздо более простой вид специаль-
ного окружения – внешнее классическое поле. Клас-
сическое поле действует на атомы локально, поэтому 
напрямую не может генерировать квантовые корре-
ляции между атомами, однако оно непрерывно пере-
даёт атомам энергию, переводя их в возбуждённое 
состояние, создавая тем самым необходимое условие 
для коллективных эффектов, которые приводят к 
стационарному перепутыванию.  
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Как уже отмечалась выше, в работах [18] и [19] 
исследовалось влияние прямого диполь-дипольного 
взаимодействия между двухуровневыми атомами на 
степень их перепутывания посредством как однофо-
тонных, так и невырожденных двухфотонных взаи-
модействий с модами теплового поля в резонаторе. 
При этом авторы ограничились рассмотрением 
только одного начального состояния атомной под-
системы − состояния, в котором возбуждён только 
один из двух атомов. Было показано, что при нали-
чии дипольного взаимодействия перепутывание 
возникает и в те моменты времени, когда оно отсут-
ствовало без учёта дипольной связи атомов. Такой 
результат, однако, не является удивительным, по-
скольку гамильтониан взаимодействия между ато-
мами и полем типа гамильтониана Тависа-Кам-
мингса переводит состояние, в котором возбуждён 
один из атомов. в максимально перепутанное со-
стояние. Поэтому представляет интерес исследовать 
влияние диполь-дипольного взаимодействия на сте-
пень атомного перепутывания для других началь-
ных состояний атомов.  

1. Модель и её точное решение 

В настоящей работе нами рассмотрены особенно-
сти атомного перепутывания в системе двух дипольно 
связанных идентичных двухуровневых атомов, взаи-
модействующих с модой теплового поля в идеальном 
резонаторе посредством однофотонных переходов. 
Гамильтониан рассматриваемой системы в представ-
лении взаимодействия может быть записан в виде: 

1 2 1 2
1,2

( ) ( ),i i
i

H a a+ − + + − − +

=

= γ σ + σ + Ω σ σ + σ σ∑ℏ ℏ  

где ( )a a+  – оператор рождения (уничтожения) фо-

тонов резонаторной моды, i

+σ ( i

−σ ) – повышающий 

(понижающий) оператор для i-го атома, γ – констан-
та взаимодействия двухуровневого атома с одномо-
довым полем, Ω – константа прямого диполь-ди-
польного взаимодействия атомов. 
Рассматриваемая система имеет унитарную ди-

намику, описываемую оператором эволюции 
( ) exp( / )U t iHt= − ℏ . Обозначим через | +〉  и | −〉  

возбуждённое и основное состояние изолированного 
двухуровневого атома. В двухатомном базисе 
| , , | , , | , , | ,+ +〉 + −〉 − +〉 − −〉  оператор эволюции ( )U t  

может быть представлен в виде: 
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Предположим, что в начальный момент времени 
электромагнитное поле находится в тепловом со-
стоянии 

(0) | |F n
n

p n nρ = 〉〈∑ , (2) 

где вероятности np  имеют вид 1/ (1 )n n
np n n += + . 

Здесь n  – начальное среднее число фотонов в теп-
ловой моде резонаторного поля. Начальное состоя-
ние атомов будем выбирать в виде различных су-
перпозиций состояний двухатомного базиса, а также 
в виде смешанного состояния. 
Для исследования атомного перепутывания в 

рассматриваемой двухкубитной модели будем, как 
обычно, использовать параметр Переса-Хородецких 
[16, 17]. Для его вычисления необходимо найти ре-
дуцированную матрицу плотности атомной подсис-
темы  

( ) ( ) ( ) (0) ( ).A F F At Tr U t t U t+⊗ρ = ρ ρ  

Тогда параметр Переса-Хородецких определяет-
ся как 

2 ,j
j

−ε = − µ∑  

где j
−µ  – отрицательные собственные значения час-

тично транспонированной (по переменным одного ку-

бита) атомной матрицы плотности T
Aρ . Необходимым 

и достаточным условием сепарабельности (перепутан-
ности состояний) кубитов является неотрицательность 
параметра Переса-Хородецких. Для максимально пе-
репутанного состояния кубитов 1ε = . Для неперепу-
танных состояний кубитов 0ε = . 
Если атомы первоначально находятся в чистом 

состоянии, таком как | ,+ +〉 , | ,+ −〉 , | ,− +〉 , | ,− −〉  
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или их суперпозиции, редуцированная атомная мат-
рица плотности с учётом явного вида оператора 
эволюции (1) и начального условия (2) для полевой 
подсистемы может быть представлена как 

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

A

A

B E

E C

D

 
 
 ρ =
 
 
 

. (3) 

Для частично транспонированной по отношению 
к (3) атомной матрицы плотности T

Aρ  имеется всего 

одно собственное значение, которое может иметь 
отрицательный знак 

2 2
1

1
( ) 4

2
D A D A E−µ  = + − − +  

. 

Собственное значение 1
−µ  становится отрицатель-

ным тогда и только тогда, когда | |E AD> . При 

выполнении этого условия в качестве меры атом-
атомного перепутывания может быть использована 
величина: 

2 2( ) ( ) 4t D A E D Aε = − + − − . (4) 

2. Обсуждение результатов 

Результаты численного моделирования парамет-
ра перепутывания (4) для различных начальных чис-
тых и смешанного состояния атомов приведены на 
рис. 1-3.  

а)  

б)  
Рис. 1. Временная зависимость параметра 

перепутывания для модели с n 30=  и g 0,01Ω / =  (а), 
g 0,1Ω / =  (б). В начальный момент атомы находятся 

в состоянии | ,+ −〉  

На рис. 1а, б представлена временная зависимость 
параметра Переса-Хородецких ( )tε  для начального 

состояния атомной системы вида | ,+ −〉 . На рис. 1а, б 

хорошо видно, что диполь-дипольное взаимодейст-
вие приводит к заметной степени перепутывания 
атомов, даже в случае высокой степени шума 
( 1n ≫ ). При этом степень перепутывания заметно 
возрастает при увеличении константы прямого ди-
поль-дипольного взаимодействия атомов. Как пока-
зывают расчёты, для слабого шума ( 1n ∼ ) атомы мо-
гут достигать для некоторых времён максимальной 
степени перепутывания. Однако, как уже отмечалось 
во Введении, такой результат не является удивитель-
ным, поскольку гамильтониан взаимодействия между 
атомами и полем переводит состояние | ,+ −〉  в мак-

симально перепутанное состояние. Поэтому рассмот-
рим далее поведение параметра перепутывания для 
других начальных состояний атомов. 

а)  

б)  
Рис. 2. Временная зависимость параметра 

перепутывания для модели с n 1=  и g 0,01Ω / =  (а), 

g 0,1Ω / =  (б). В начальный момент атомы находятся 

в состоянии | ,− −〉  

На рис. 2а, б представлена временная зависимость 
параметра Переса-Хородецких ( )tε  для начального 

состояния атомной системы вида | ,− −〉 . В этом слу-

чае в результате взаимодействия атомов с тепловым 
полем также возникает перепутывание, однако его 
степень значительно меньше, нежели в предыдущем 
случае. При этом диполь-дипольное взаимодействие 
достаточно слабо влияет на величину ( )tε  и перепу-

тывание возникает только для теплового поля малой 
интенсивности ( 1n ∼ ). 
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Как показывают расчёты, для начального со-
стояния атомов вида | ,+ +〉 , т.е. когда оба атома 

возбуждены, перепутывание состояний атомов не 
возникает ни при каких параметрах модели. 
Особый интерес представляет собой поведение 

параметра перепутывания в случае начального сме-
шанного состояния атомов 

[ ]
1,2

,| , , | (1 ) | , , |
i

A i i i i
=

ρ = λ + +〉 〈+ + + − λ − −〉 〈− −∏  

где 0/ (1 ) exp( / )kTλ − λ = ω  – параметр смешивания 
возбуждённого и основного состояний двух атомов 
и ω0 – резонансная частота перехода в двухуровне-
вом атоме. 
На рис. 3 показана временная зависимость пара-

метра перепутывания ( )tε  для смешанного начально-
го состояния атомов. Для рассматриваемого случая 
слабое перепутывание атомов возникает только для 
теплового поля малой интенсивности ( 1n ∼ ). При 
этом увеличение константы диполь-дипольного 
взаимодействия приводит к уменьшению степени 
перепутывания.  

 
Рис. 3. Временная зависимость параметра 

перепутывания для модели с n 1=  и g 0,01Ω / =  (сплошная 

линия), g 0,1Ω / =  (штриховая линия). В начальный 
момент атомы находятся в смешанном состоянии 

с 0,05λ =  

Таким образом, в настоящей работе мы показали 
возможность возникновения перепутывания в сис-
теме двух идентичных двухуровневых атомов за 
счёт взаимодействия с тепловым полем для различ-
ных чистых и смешанного состояния атомов, за ис-
ключением случая, когда оба атома возбуждены. 
Было также показано, что при определённых на-
чальных состояниях атомов и теплового поля доста-
точно слабой интенсивности наличие диполь-ди-
польного взаимодействия может приводить к мак-
симальному перепутыванию атомов. При этом за 
счёт наличия осцилляций Раби для любых парамет-
ров перепутывание носит нестационарный характер. 
Для стабилизации атомного перепутывания может 
быть использовано внешнее классическое поле. Ис-
следование поведения параметра перепутывания в 
системе двух дипольно связанных атомов, взаимо-
действующих с тепловым полем и внешней класси-
ческой накачкой, будет являться предметом нашей 
следующей работы. 
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ENTANGLEMENT OF TWO ATOMS INTERACTING  
WITH A THERMAL ELECTROMAGNETIC FIELD 

E.K. Bashkirov, M.P. Stupatskaya  
Samara State University 

Abstract  

The entanglement between two dipole-coupled identical two-level atoms resonantly interacting with 
one-mode thermal field in lossless cavity has been investigated. The dependence of dipole strength on 
the degree of entanglement has been carried out for different pure and mixed atomic states. 

Key words: two identical two-level atoms, atomic entanglement, thermal field, dipole-dipole 
interaction. 
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