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Аннотация 

Разработан метод расчёта осесимметричного преломляющего оптического элемента с 

двумя асферическими поверхностями из условия формирования заданного радиально-

симметричного распределения освещённости при точечном источнике излучения. Расчёт 

сведён к интегрированию системы трёх дифференциальных уравнений первого порядка, 

разрешённых относительно производных. Проведён сравнительный анализ рабочих харак-

теристик оптических элементов, имеющих две и одну рабочие поверхности. Показано, что 

оптический элемент с двумя асферическими поверхностями обеспечивает высокую свето-

вую эффективность 80-90% при угловых размерах освещаемой области от 0° до 160°. 
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Введение 

Эффективное применение светодиодов в систе-

мах освещения требует использования вторичной 

оптики, осуществляющей перераспределение излу-

чённого светодиодом светового потока и формиро-

вание требуемого распределения освещённости в 

заданной области пространства. Наиболее часто в 

качестве элементов вторичной оптики используются 

преломляющие оптические элементы, устанавли-

ваемые непосредственно над излучающим элемен-

том. Эти оптические элементы ограничены одной 

или двумя асферическими поверхностями или по-

верхностями свободной формы. Задача расчёта ука-

занных поверхностей является сложной. Как прави-

ло, для её решения используются специальные опти-

мизационные методы [1-6]. Результат работы этих 

методов и качество получаемых решений зависят от 

начальной формы преломляющей поверхности, с ко-

торой начинается процесс оптимизации. Для расчёта 

начального приближения поверхности используются 

аналитические методы, позволяющие рассчитывать 

осесимметричные и цилиндрические поверхности 

при точечных источниках излучения [7-10]. В част-

ности, в работе [9] решена задача расчёта осесим-

метричного оптического элемента, имеющего един-

ственную асферическую поверхность и формирую-

щего заданное радиально-симметричное распреде-

ление освещённости. Такие оптические элементы 

обеспечивают хорошую работоспособность при 

формировании заданных распределений освещённо-

сти со средними и большими угловыми размерами 

(от 80° и более), но не позволяют эффективно фор-

мировать освещённые области с малыми угловыми 

размерами в 20° – 50°. Это связано с ограниченными 

возможностями преломляющей поверхности по по-

вороту лучей на большие углы. Действительно, при 

формировании оптическим элементом освещённой 

области с угловым размером, например, в 50° необ-

ходимо повернуть боковые лучи от источника на 

угол 90° – 50°/2 = 65°. Максимальный угол поворота 

луча при преломлении на границе двух сред с отно-

сительным показателем преломления 1,5 составляет 

чуть менее 50°. Таким образом, эффективное фор-

мирование освещённых областей с угловыми разме-

рами менее 80° является физически невозможным 

при использовании единственной преломляющей 

поверхности. 

В данной работе получено аналитическое реше-

ние задачи расчёта осесимметричного оптического 

элемента, имеющего две асферические поверхности. 

Наличие двух рабочих преломляющих поверхностей 

позволяет формировать заданные радиально-

симметричные распределения освещённости в об-

ластях с любыми угловыми размерами от 0° до 160°, 

при этом световая эффективность во всех случаях 

составляет более 80 %. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим геометрию задачи. Преломляющий 

оптический элемент из материала с показателем 

преломления 2n  ограничен двумя асферическими 

поверхностями с осью вращения z  и находится в 

среде с показателем преломления 3 1n =  (рис. 1). В 

начале координат, в среде с показателем преломле-

ния 1n , расположен точечный источник света с 

функцией интенсивности I (ϕ), излучающий в полу-

сферу 0z > . 

Пусть профиль внутренней поверхности прелом-

ляющего оптического элемента определяется функ-

цией радиус-вектора R(ϕ). В таком случае профиль 

внешней поверхности может быть задан скалярной 

функцией l (ϕ), определяющей расстояние от точки 

R(ϕ) внутренней поверхности до точки M(ϕ) внеш-

ней поверхности вдоль луча a1(ϕ), вышедшего из 

источника и преломлённого в точке R(ϕ) (рис. 1). 

Таким образом, задача расчёта оптического элемен-

та сводится к нахождению скалярных функций 
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( )R ϕ  и ( )l ϕ  из условия формирования в выходной 

плоскости z f=  требуемого радиально-симметрич-

ного распределения освещённости ( )E ρ . 

 

Рис. 1. Взаимное расположение источника, оптического 

элемента и выходной плоскости 

2. Расчёт внешней поверхности  

при фиксированной внутренней поверхности 

Рассмотрим сначала решение более простой за-

дачи расчёта профиля внешней поверхности при за-

данной внутренней поверхности ( )ϕR . 

Запишем уравнение наклонов [11] для точки 

( ) ( ) ( )( ),0,x zϕ = ϕ ϕM  внешней поверхности: 

( ) ( )2 2

d d d
a a ,

d d d
x z

x zΨ
= ϕ + ϕ

ϕ ϕ ϕ
 (1) 

где ( )Ψ ϕ  – функция эйконала на внешней поверх-

ности [12] 

( ) 1 2( ) ( ),n R n lΨ ϕ = ϕ + ϕ  (2) 

( ) ( ) ( )( )2 sin ,0,cosϕ = β ϕ β ϕa  – единичный вектор 

луча, вышедшего из оптического элемента, β  – угол 

между этим лучом и осью z . 

Угол β  определяется из треугольника MPC  на 

рис. 1: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
sin sin

tan .
cos cos

R l

f R l

ρ ϕ − ϕ ϕ+ ϕ γ ϕ
β ϕ =

− ϕ ϕ+ ϕ γ ϕ
 (3) 

Функция ( )ρ ϕ  в уравнении (3) устанавливает взаи-

мосвязь между угловой координатой ϕ  луча, вы-

шедшего из источника, и точкой ρ  его пересечения 

с выходной плоскостью. В дальнейшем будем назы-

вать ( )ρ ϕ  функцией лучевого соответствия. Функ-

ция лучевого соответствия может быть найдена из 

закона сохранения светового потока: 

( ) ( )( )d d ,I E Sϕ Ω = ρ ϕ  (4) 

здесь d 2 sin( )dΩ = π ϕ ϕ  – элементарный телесный 

угол, а d 2 dS = πρ(ϕ) ρ(ϕ)  – соответствующий ему 

элементарный кольцевой сегмент в выходной плос-

кости. Из (4) несложно получить для расчёта функ-

ции лучевого соответствия ( )ρ ϕ  следующее диф-

ференциальное уравнение первого порядка: 

( ) ( )
( ) ( )( )

d sin
.

d

I

E

ρ ϕ ϕ ϕ
=

ϕ ρ ϕ ρ ϕ
 (5) 

Особенность в правой части уравнения (5) (деле-

ние на ноль при ( ) 0ρ ϕ = ) можно устранить с по-

мощью замены переменной tρ = . Уравнение (5) 

разрешено относительно производной, поэтому для 

его интегрирования может быть использован стан-

дартный численный метод, например, метод Рун-

ге - Кутты [13]. 

После подстановки выражений (2), (3) в уравне-

ние (1) и выполнения преобразований получим для 

функции ( )l ϕ  дифференциальное уравнение перво-

го порядка: 

 

( ) ( ) ( )

( )

1

2

d d d
cos sin sin

d d d d
,

d cos

R R
R l n

l

n

γ
ϕ−β − ϕ−β − γ −β −

ϕ ϕ ϕ
=

ϕ − ϕ− γ
 (6) 

где γ(ϕ)  – угловая координата луча внутри оптиче-

ского элемента. Так как профиль внутренней по-

верхности ( )ϕR  является известным, то и зависи-

мость угловой координаты γ  преломлённого луча 

от координаты ϕ  луча, вышедшего из источника, 

также можно считать известной. 

Дифференциальное уравнение (6) является раз-

решённым относительно производной, таким обра-

зом, расчёт внешней преломляющей поверхности 

при известной внутренней поверхности сводится к 

интегрированию выражения (6) с использованием 

стандартных численных методов (например, метода 

Рунге - Кутты [13]). 

3. Одновременный расчёт двух поверхностей 

Рассмотрим общий случай расчёта внешнего и 

внутреннего профилей поверхностей оптического 

элемента из условия формирования заданного рас-

пределения освещённости ( )E ρ  с максимальной 

световой эффективностью. Под световой эффектив-

ностью оптического элемента будем понимать долю 

излучённого источником светового потока, попав-

шую в освещаемую область. 
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Формализуем условие достижения максимальной 

световой эффективности. Световая эффективность 

оптического элемента определяется френелевскими 

потерями, возникающими при преломлении лучей 

на внутренней и внешней преломляющих поверхно-

стях. Несложно показать, что френелевские потери 

при прохождении луча через оптический элемент 

минимальны в случае, когда углы поворота луча на 

обеих поверхностях равны, т.е. когда обе поверхно-

сти выполняют одинаковую «работу» по повороту 

луча и перенаправлению светового потока в задан-

ную область. На внутренней поверхности угол по-

ворота луча равен γ(ϕ)–ϕ, на внешней – β(ϕ)–γ(ϕ). 

Приравняв эти два выражения, получим ограниче-

ние, накладываемое на углы ϕ, γ(ϕ), β(ϕ) и формали-

зующее условие достижения максимальной свето-

вой эффективности: 

( ) 2 ( ) .β ϕ = γ ϕ −ϕ  (7) 

Запишем систему дифференциальных уравнений 

для одновременного расчёта профилей обеих по-

верхностей из условия формирования заданного 

распределения освещённости с максимальной све-

товой эффективностью. Уравнение для профиля 

внешней поверхности (6) было получено ранее.  

В это уравнение входят неизвестные функции 

модуля радиус-вектора внутренней поверхности  

R(ϕ) ( )R ϕ  и угловой координаты луча внутри опти-

ческого элемента γ(ϕ).  

Дифференциальное уравнение для расчёта внут-

ренней поверхности несложно получить аналогично 

(6) из уравнения наклонов в виде [9]: 

1

2

d ( ) sin( ( ))
( ) .

d
cos( ( ))

R
R

n

n

ϕ ϕ− γ ϕ
= − ϕ

ϕ − ϕ− γ ϕ
 (8) 

Для того чтобы получить недостающее диффе-

ренциальное уравнение для γ(ϕ) и учесть ограниче-

ние (7), подставим выражение (7) в (3) и продиффе-

ренцируем обе части уравнения по ϕ. После не-

сложных преобразований и объединения получен-

ного уравнения с уравнениями (6) и (8) получим 

следующую систему: 

1

2

3 1 1 3

2 1 1 2

3 2 2 3

1 2 2 1

d ( ) sin( ( ))
( ) ,

d
cos( ( ))

d ( )
,

d

d ( )
,

d

R
R

n

n

h g h g

h g h g

h g h gl

h g h g

ϕ ϕ− γ ϕ = − ϕ ϕ − ϕ− γ ϕ

 −γ ϕ

=
ϕ −

 −ϕ
=

ϕ −


 (9) 

где 

1 2

2 2 2

3 2 2

1

2

2

3

sin( ( )) cos(( ( )))
,

2 ( )( cos( ( )) sin( ( )))
,

cos (2 ( ) )

d ( ) d ( )
( )( cos( ) sin( )) ( cos( ) sin( ))

1 d d
,

cos (2 ( ) )

1,

( )sin( ( ))
,

cos( ( ))

d ( )

d

v u
h

v

l v u
h

v

R
v R v u u v

h
v

g

l
g

n

R

g

γ ϕ − γ ϕ
=

ϕ γ ϕ − γ ϕ
= +

γ ϕ −ϕ

ρ ϕ ϕ
− ϕ ϕ + ϕ + ϕ − ϕ

ϕ ϕ
= +

γ ϕ −ϕ

=

ϕ ϕ− γ ϕ
=

− ϕ− γ ϕ

ϕ

=
1

2

(cos(2 ( )) ) ( )sin(2 2 ( ))

,
cos( ( ))

( ) ( ( )sin( ) ( )sin( ( ))),

( ( )cos( ) cos( ( ))).

n R

n

u R l

v f R l


















ϕ− 2γ ϕ − − ϕ ϕ− γ ϕ
ϕ

 − ϕ− γ ϕ


= ρ ϕ − ϕ ϕ + ϕ γ ϕ
 = − ϕ ϕ + γ ϕ

 

 

Система (9) представляет собой систему трёх диф-

ференциальных уравнений первого порядка, разре-

шённых относительно производных, поэтому для её 

интегрирования можно применять стандартные чис-

ленные методы, например, метод Рунге - Кутты [13]. 

4. Результаты расчёта оптических элементов 

Для проверки рабочих характеристик метода (9) 

был рассчитан ряд оптических элементов, форми-

рующих равномерные распределения освещённости в 

круглых областях с различными угловыми размерами. 

На рис. 2 приведено сравнение световой эффек-

тивности оптических элементов, формирующих 

одинаковые распределения освещённости, но 

имеющие разные внутренние поверхности. График с 

треугольными маркерами соответствует оптическим 

элементам с внутренней сферической поверхно-

стью, центр которой совпадает с точечным источни-

ком. У таких элементов «рабочей» является только 

внешняя поверхность, рассчитываемая из уравнений 

(5), (8). График с квадратными маркерами соответ-

ствует элементам с внутренней асферической по-
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верхностью. Указанные элементы рассчитываются 

из системы (9) и имеют две рабочие поверхности. 

Расчёт оптических элементов проводился для 

ламбертовского источника, показатель преломления 

материала оптического элемента считался равным 

1,56, что соответствует полиметилметакрилату. 

 
Рис. 2. Зависимость световой эффективности 

оптических элементов с одной и двумя рабочими 

поверхностями от углового размера формируемого 

распределения освещённости 

При угловых размерах освещаемой области от 

80° до 150° световая эффективность в обоих случаях 

составляет более 85 %. При угловом размере осве-

щаемой области менее 80° и более 20° оптические 

элементы с внутренней сферической поверхностью 

сохраняют работоспособность, но их эффективность 

падает на 5–35 % по сравнению с элементами, 

имеющими внутреннюю асферическую поверх-

ность. Равномерно освещаемые области с угловыми 

размерами менее 20° можно сформировать только 

при использовании оптических элементов с двумя 

рабочими поверхностями, рассчитываемыми с по-

мощью системы уравнений (9). 

При выводе системы уравнений (9) предполага-

лось, что источник излучения – точечный. На 

рис. 3 представлен результат моделирования опти-

ческого элемента, рассчитанного с помощью сис-

темы (9) и формирующего равномерно освещён-

ную круглую область с угловым размером 60° при 

протяжённом источнике 1×1 мм. Высота оптиче-

ского элемента составляет 7 мм, а расстояние от 

источника до внутренней поверхности вдоль оси z  

– 1,5 мм. Световая эффективность оптического 

элемента при протяжённом источнике излучения 

составила 87,4 %. Распределение освещённости на 

рис. 3 демонстрирует, что оптические элементы, 

рассчитанные с помощью системы уравнений (9), 

сохраняют свою работоспособность также при 

протяжённом источнике излучения. Это объясняет-

ся тем, что ограничение (7), накладываемое при 

расчёте оптических элементов, обеспечивает не-

большие величины углов падения лучей на поверх-

ности. Таким образом, при переходе к протяжён-

ному источнику, несмотря на разницу углов паде-

ния лучей, вышедших из разных точек источника, 

зоны полного внутреннего отражения, а также зо-

ны с большими френелевскими потерями продол-

жают отсутствовать. 

а)  

б)  
Рис. 3. Распределение освещённости, формируемое 

оптическим элементом при протяжённом источнике 

излучения 1×1 мм: полутоновое распределение (а); 

сечения распределения освещённости: непрерывная  

линия – 0v = , штриховая линия – 0u =  (б) 

Заключение 

Задача расчёта оптического элемента с двумя 

асферическими поверхностями, формирующего с 

максимальной световой эффективностью заданное 

распределение освещённости при точечном источ-

нике излучения, сведена к интегрированию системы 

трёх дифференциальных уравнений первого порядка 

(9), разрешённых относительно производных. Ис-

пользование двух рабочих поверхностей позволяет 

существенно увеличить световую эффективность 

оптического элемента по сравнению с элементами, 

имеющими только одну внешнюю рабочую поверх-

ность. При угловых размерах освещаемой области 

от 20° до 80° выигрыш в световой эффективности 

составляет от 5 % до 35 %. Кроме того, оптические 

элементы с двумя асферическими поверхностями 
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показывают хорошую работоспособность и при про-

тяжённых источниках излучения, что объясняется 

ограничением на углы поворота лучей, закладывае-

мым при расчёте оптического элемента. 
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DESIGN OF AXIS-SYMMETRICAL OPTICAL ELEMENT WITH TWO ASPHERICAL SURFACES 
FOR GENERATION OF PRESCRIBED IRRADIANCE DISTRIBUTION 

S.V. Kravchenko, M.A. Moiseev, L.L. Doskolovich, N.L. Kazanskiy 

Image Processing Systems Institute of the RAS, 

Samara State Aerospace University named after S.P. Korolyov 

Abstract 

Method of design of axis-symmetrical refractive optical element with two aspherical surfaces 

for generation of prescribed radially-symmetrical irradiance distribution is presented. The compu-

tation problem is reduced to the integration of set of three first-order differential equations solved 

for the derivatives. The performance of two optical element designs with spherical and aspherical 

inner surface is compared. The design with aspherical inner surface produces light efficiency of 

80–90% for illuminated regions with angular size of 0°–160°. 

Key words: optical element design, irradiance distribution, light-emitting diode, nonimaging 

optics. 
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