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Аннотация 
В настоящей работе рассматривается GPU-реализация двумерного фильтра с бесконечной 

импульсной характеристикой. Предложена декомпозиция БИХ-фильтра в форму, которая по-
зволяет применить модель однородных рекуррентных уравнений для параллельной реализа-
ции. Представленный подход нежёсткого размещения позволяет получить эффективную реа-
лизацию в одной kernel-функции на GPU. В статье приведены теоретические и эксперимен-
тальные оценки производительности предложенного алгоритма нежёсткого размещения. 
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Введение 

Одномерные и двумерные БИХ-фильтры доста-
точно широко используются в задачах обработки 
изображений [1]. В работе [2] описано применение 
двумерного (2D) БИХ-фильтра для коррекции изо-
бражений в системе дистанционного зондирования 
Земли (ДЗЗ). В указанной работе для решения задачи 
идентификации параметров фильтра предложено ис-
пользовать малые тестовые фрагменты, которые 
формируются из искажённого изображения с исполь-
зованием априорной информации о геометрической 
форме регистрируемых объектов. При этом двумер-
ный БИХ-фильтр, обеспечивающий компенсацию 
сильных искажений с использованием опорной об-
ласти небольших размеров, строится в виде парал-
лельного соединения четырёх физически реализуе-
мых фильтров, которые используют соответствую-
щий квадрант в опорной области [9]. На рис. 1 
показаны результаты обработки размытого изобра-
жения с использованием двумерного БИХ-фильтра, 
построенного по технологии, описанной в [2]. 

    
Рис. 1. Оригинальное и обработанное изображения 

Представляется целесообразным использовать 
GPU-реализации БИХ-фильтров для повышения про-
изводительности обработки больших изображений в 
системах ДЗЗ и обработки видео в реальном времени. 
Вопросы повышения эффективности обработки сиг-
налов с помощью одномерных БИХ-фильтров за счёт 
распараллеливания достаточно хорошо изучены. 
Параллельная реализация двумерных БИХ-фильтров 
представляет собой частный случай модели вложен-
ных циклов. Эта задача обычно решается с помо-
щью так называемой модели многогранников (Poly-
tope Model) [3, 4, 5]. В общем случае подход к распа-
раллеливанию вложенных циклов основывается на 

теореме Лэмпорта о гиперплоскостях [7] и модели 
распараллеливания рекуррентных уравнений [3]. 
В настоящей работе рассматривается реализация 

2D БИХ-фильтра на GPU на основе модифициро-
ванной модели многогранников, приводятся сле-
дующие основные результаты исследований: 
• Предложена структура БИХ-фильтра, макси-
мально приспособленная для GPU-реализации. 
Предложенная структура предполагает декомпози-
цию БИХ-фильтра на четыре квадрантных фильтра. 
Такой подход позволяет обеспечить физическую ре-
ализуемость. Далее каждый из квадрантных фильт-
ров разделяется на КИХ- и БИХ- составляющие. 
• КИХ-составляющая вычисляется по схеме парал-
лельной редукции [6], БИХ- составляющая фильтра, 
следуя [7], представляет собой систему аффинных 
рекуррентных уравнений. В настоящей работе пока-
зано, что БИХ- составляющая может быть преобразо-
вана к системе однородных рекуррентных уравнений 
[7]. Для полученной системы строится граф зависи-
мостей, временное планирование и размещение вы-
числительных элементов [7], позволяющее построить 
эффективный параллельный алгоритм с учётом спе-
цифики архитектуры GPU. 
• При распараллеливании рекуррентных алгорит-
мов для GPU с использованием модели многогран-
ников [5] используется последовательный запуск 
CUDA ядер с CPU. Таким образом, исходная струк-
тура вложенных циклов преобразуется в плоский 
цикл запуска ядер на GPU. В настоящей работе 
предлагается модификация алгоритма размещения 
вычислительных элементов в модели многогранни-
ков, позволяющая реализовать рекуррентную обра-
ботку в рамках одного CUDA ядра. Показано, что 
такой подход более эффективен для GPU- реализа-
ции 2D БИХ-фильтра. 

1. Нежёсткое размещение в одной  
функции-ядре на CUDA 

В настоящей статье рассматривается основанная 
на модели многогранников [3] параллельная реали-
зация описанного в [2] квадрантного фильтра на 
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GPU. В этом разделе рассмотрены необходимые 
сведения о модели и основных характеристиках ар-
хитектуры графического процессора. Далее описы-
вается предложенный метод нежёсткого размещения 
для эффективной реализации БИХ-фильтра на GPU 
в рамках модели многогранников. 

Построение БИХ-фильтра  
с использованием модели многогранников 

Введём необходимые определения модели много-
гранников согласно работам [3] и [4]. В модели мно-
гогранников алгоритм с одним присвоением описы-
вается системой рекуррентных уравнений, каждое из 
которых представляется в следующей форме: 

: [ ( )] ( [ ( )]), ...)vx IS v f x F w g x∀ ∈ = , (1) 

где [.] – это оператор индексации, v и w – это индек-
сированные переменные (массивы), Fv – функция с 
произвольным фиксированным количеством аргу-
ментов, аналогичных первому. Ограничения, накла-
дываемые на форму индексных функций f и g и на 
форму и свойства индексного пространства IS, мо-
гут различаться. Зависимости в индексных функци-
ях модели (1) формируют граф отношений в про-
странстве индексов. 
В данной работе мы используем два важных част-

ных случая общей формы (1). 
1. Однородные рекуррентные уравнения (ОРУ). 

В этой основной форме модели многогранников 
пространство индексов IS является пересечением 
многогранников в Zr, где r - число рекуррентных 
соотношений (или вложенных циклов), а индексные 
функции f (x) и g (x) имеют вид x +  d, где r – некото-
рый постоянный вектор [4]. 

2. Аффинные рекуррентные уравнения (АРУ). 
Для этой формы общего соотношения (1) функции 
индекса имеют более общий вид – Ax +  d, где А - по-
стоянная матрица, а r - постоянный вектор. В такой 
форме при невырожденной матрице A становится 
возможным разделение данных. 
Пусть теперь индексное пространство IS – это 

r-мерный многогранник. Рассмотрим граф отноше-
ний (IS, E), где Е – это набор рёбер, определяющих 
зависимости. 
Функция t: IS 

→
 Z называется планированием, ес-

ли она сохраняет зависимости между данными: 

, ' : , ' ( , ') : ( ) ( ')x x x x IS x x E t x t x∀ ∈ ∧ ∈ < . (2) 

Функция a: IS 
→

 Z r-1 называется размещением по 
отношению к планированию t, если каждый про-
цесс, описываемый этой функцией, является внут-
ренне последовательным: 

, ' : , ' : ( ) ( ') ( ) ( ')x x x x IS t x t x a x a x∀ ∈ < ⇒ ≠ . (3) 

Планирование разделяет индексное пространство 
на параллельные гиперплоскости, т. е. подпространст-
ва размерности на единицу меньше, чем у индексного 
пространства. Каждая гиперплоскость представляет 
собой один срез времени, т.е. множество точек про-
странства индексов, вычисления в которых могут быть 

выполнены одновременно. Гиперплоскости планиро-
вания не должны быть параллельны рёбрам графа от-
ношений. На основе данного требования, как правило, 
и выполняется построение планирования [4]. 
Размещение сегментирует индексное простран-

ство на параллельные линии, т.е. подпространства 
размерности 1. Каждая такая линия содержит точки, 
обрабатываемые конкретным процессором. Каждо-
му процессору соответствует одна такая линия. 
Чтобы привести БИХ-фильтр к форме (1), необ-

ходимо проделать несколько преобразований. Вы-
ражение для вычисления БИХ- фильтра может быть 
представлено следующим образом: 

1 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2
0 0

( , ) ( , ) ( , )
m m

r r

x n n a n r n r x r r
= =

= − −∑∑ , (4) 

1 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , )
m m

k k

y n n b n k n k y k k
= =

= − −∑∑ , (5) 

1 2 1 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )y n n y n n x n n= + . (6) 

Выражение (4) – это КИХ- компонента БИХ-филь-
тра. N – это размер фильтра. Значение (2) можно вы-
числить, используя параллельную редукцию [6]. Вы-
ражение (5) – это чисто рекурсивная часть БИХ-
фильтра. Несложно заметить, что (5) и (6) – это систе-
ма АРУ. В самом деле, (5) и (6) могут быть представ-
лены в виде вложенных циклов. Выражения n1

 – k1 и 
n2

 – k2 используются при индексации в выражении для 
y1. Таким образом, выражение (5) является АРУ. 
Тем не менее два внутренних цикла для вычис-

ления (5) можно разложить в прямую сумму. В этом 
случае выражения (5) и (6) принимают следующий 
вид ОРУ: 

Листинг 1 – ОРУ реализация БИХ-фильтра. 

1 for(i = 0; i < N; i++ ){ 
2   for(j = 0; j < N; j++){ 

3    y1[i, j]=b[1, 1]*y1[i – 1,j – 1] + 

  b[1, 2]*y1[i – 1, j – 2] + … + b[m, m]*y1[i – m, j  – m]; 

4     y[i, j] = y1[i, j] + x1[i, j]; 
5   } 
6 } 

Строка 3 Листинга 1 состоит из (m2 – 1) членов. 
Таким образом, граф зависимостей содержит (m2 – 1) 
рёбер в каждой вершине. Такое суммирование мо-
жет быть реализовано на GPU с помощью парал-
лельной редукции [6]. 
Граф отношений для m =  3 показан на рис. 2а. 

Даже для m =  3 граф достаточно громоздкий, поэто-
му показана только одна вершину графа и восемь 
соответствующих ей рёбер. Угол между рёбрами и 
осью i - это значение в пределах от 180 до 270 гра-
дусов. Этот диапазон плотно заполнен на высоких 
значениях m. 
Согласно [3] и [4] идея построения планирования 

и размещения имеет простой геометрический смысл, 
но её алгебраическое описание гораздо сложнее. По-
строим планирование для задачи БИХ- фильтра, ис-
пользуя граф отношений. Согласно [4] гиперплоско-
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сти планирования должны быть не параллельны всем 
рёбрам графа зависимостей. Мы будем использовать 
планирование, определяемое функцией планирования 
[1 –1], которая удовлетворяет этим требованиям. 
Плоскости, соответствующие этой функции, показа-
ны на рис. 2а пунктиром. 
В соответствии с требованием о непараллельно-

сти планирования и размещения [4] в настоящей ра-
боте предлагается размещение [0 1] (рис. 2б), кото-
рое является параллельным к оси j. 

а)    б)  
Рис. 2. Граф отношений и планирование [1 -1] (а); 

 планирование и размещение [0 1] (б) 

Архитектурные особенности GPU 

Особенностью архитектуры GPU является то, 
что вычисления выполняются блоками потоков, в 
рамках каждого блока потоки взаимодействуют ме-
жду собой посредством разделяемой памяти. Связь 
между блоками реализуется только посредством 
глобальной памяти, средства взаимодействия и син-
хронизации крайне ограничены. 
Такая архитектура может быть описана двухуров-

невой массивно-многопоточной моделью вычислений. 
Первый уровень модели составляют потоки (threads) в 
рамках одного блока (block). Второй уровень состав-
ляют блоки. Взаимодействие между потоками одного 
блока является максимально быстрым, поскольку 
осуществляется посредством разделяемой памяти, 
расположенной непосредственно на ядре GPU, и имеет 
механизмы синхронизации. Взаимодействие между 
потоками разных блоков возможно лишь через гло-
бальную память, что гораздо медленнее. Специальные 
примитивы синхронизации потоков разных блоков от-
сутствуют, синхронизация в данном случае может 
быть реализована через использование атомарных 
операций при работе с глобальной памятью. 

Метод нежёсткого размещения  
в модели многогранников 

В работе [5] рассматривается технология автома-
тизированного построения CUDA-кода с распарал-
леливанием циклов. Основной цикл выполняется на 
CPU, а вложенные циклы – на GPU. В листинге 2 
представлен фрагмент кода, который демонстрирует 
такой гибридный подход. Для краткости содержи-
мое CUDA-ядра опущено. 
Как видно из листинга, для каждой плоскости 

планирования, соответствующей некоторому срезу 
времени, запускается новое ядро с различным чис-
лом блоков. Каждый блок отвечает одному процес-
сорному элементу из размещения (3). Обрабатывае-
мые данные при таком подходе расположены в гло-

бальной памяти GPU и на каждом шаге по времени 
копируются в разделяемую память каждого блока. 
Для нашей задачи это означает (m2 – 1) чтений из гло-
бальной памяти на каждом шаге. При больших зна-
чениях m это приведёт к значительному замедлению 
выполнения алгоритма. Кроме того, дополнительные 
задержки возникают при вызове новых ядер. 

Листинг 2. Многоядерный подход 

for (T=...) { 
   for (x 2CA(T)) buffer[sA(x,T)] = A[x]; 
   copy to device(buffer); 
   dim3 blocks(Pu(T)-Pl(T)+1,1), threads(512,1,1); 
   unsigned sharedSize = maxSharedSize A(T) + ...; 
   kernel0<<<blocks,threads,sharedSize>>>(buffer,  
      T, n); 
   copy from device(buffer); 
} 

В настоящей работе предлагается реализовать об-
работку полностью на GPU. Основная идея предла-
гаемого подхода следующая. Каждый блок исполняет 
роль процессорного элемента. При этом различное 
количество блоков на разных временных срезах 
обеспечивается за счёт использования блокировок в 
глобальной памяти GPU. При этом на каждом шаге 
будет требоваться в среднем (m + 4) операций с гло-
бальной памятью вместо (m2 – 1). Нити каждого блока 
подсчитывают сумму из 3 строки листинга 1. 
Обозначим через G количество параллельных 

процессорных элементов, то есть количество процес-
сорных ядер на GPU. В размещении на рис. 2а кон-
станта G определяет максимальное число линий гра-
фа размещения. Далее принимаем по умолчанию та-
кое размещение и будем рассматривать только 
полосы ширины G, т.е. пространство итераций Zg*Zn. 
Таким образом, некоторый блок может начинать 

вычисление элемента y1
 (i0,

 j0), только если все эле-
менты (y1

 (i, j): i <  i0 ⊗ j <  j0) уже вычислены. Для не-
которого размещения каждый процессорный эле-
мент «закреплён» за некоторой линией в простран-
стве итераций. Для размещения [0 1] это означает, 
что некоторый блок закреплён за некоторым столб-
цом. Таким образом, для каждого столбца i0

 =  const. 
Можно показать, что сформулированное требование 
эквивалентно следующему: вычисление элемента 
y1

 (i0,
 j0) возможно, если 

0 0*( 1)j i j− ≥ ,  (7) 

0i const≡ , (8) 

где j* (i) – это максимальный индекс обработанного 
элемента в i-м столбце. 
В современной GPU- системе очерёдность запус-

ка блоков непредсказуема. Таким образом, блок, за-
креплённый за некоторым столбцом и ожидающий 
выполнения условий (7)–(8) для фиксированного i0 , 
может оказаться в бесконечной блокировке. 
Чтобы избежать блокировок, предлагается отка-

заться от жёсткого закрепления обрабатываемого 
столбца за блоком. При выборе столбца, обрабаты-
ваемого блоком, предлагается следующее правило – 
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блок обрабатывает ближайший столбец, для которо-
го выполняется требование (7). Таким образом, тре-
бования принимают следующий вид: вычисление 
элемента y1

 (i1,
 j1) возможно, если 

1 1*( 1)j i j− ≥ ,  (9) 

1 0arg min
i L

i i i
∉

= − , (10) 

здесь L – множество столбцов, обрабатываемых в 
настоящий момент. Условие в (10) гарантирует, 
что никакие два блока не будут обрабатывать од-
новременно один столбец. Таким образом, в каж-
дый момент времени должны обрабатываться все 
столбцы. 
Алгоритм, соответствующий условиям (7), (8), 

реализует планирование и размещение с использо-
ванием классической модели многогранников. Ал-
горитм, соответствующий условиям (9), (10), будем 
называть моделью многогранников с нежёстким 
размещением. 
Принципиальный код, реализующий нежёсткое 

размещение в рамках модели многогранников, при-
ведён в листинге 3. 
Листинг 3. БИХ-фильтр с нежёстким размещением. 

curRow = 0; 
while(curRow < rowCount){ 
   curCol = blockIndex; 
   while(columns[curCol – 1] < curRow 
         && curCol > 0 && curRow > 0) 
   { 
      curCol = curCol – 1; 
      curRow = columns[curCol] + 1; 
   } 
   lockState = atomicCAS(&locks[curCol], 0, 1); 
   if(lockState) continue; 
 
   doFilter(y1, curRow, curCol); 
   columns[blockIndex] = curRow; 
   atomicExch(&locks[curCol], 0); 
   curRow = curRow + 1; 
} 

В листинге 3 вычисления, выполняемые парал-
лельно потоками блока, т.е. непосредственно вычис-
ление y1

 (i1,
 j1) (5), обозначены функцией doFilter(). 

Массив columns реализует функцию j*(i). Множество 
L реализуется массивом блокировок locks. 
Для обеспечения когерентности при работе с 

массивом блокировок в глобальной памяти locks ис-
пользуются атомарные операции CUDA/OpenCL. 
Причём для выполнения операции проверки и за-
хвата блокировки столбца в одной транзакции целе-
сообразно использовать функцию atomicCAS() [8], а 
для освобождения блокировки – atomicExch() [8]. 
Листинг 3 отражает лишь основную идею алгоритма 
без таких частных моментов как, например, обра-
ботка начальных и граничных условий. 
Для предлагаемого алгоритма нежёсткого раз-

мещения в модели многогранников справедливо 
следующее: 

Утверждение. Каскадно-рекурсивный алгоритм с 
нежёстким размещением для вычислительной моде-
ли CUDA, соответствующей архитектурным осо-
бенностям GPU, обладает следующими свойствами: 
– ни один блок алгоритма не попадает в состояние 
бесконечной блокировки; 

– после завершения работы алгоритма все элемен-
ты изображения обработаны. 
Доказательство достаточно простое и в рамках 

настоящей работы опускается. 

2. Параллельная редукция и работа  
с shared памятью 

Вычисление суммы в строке 3 листинга 3, а так-
же вычисление КИХ- части фильтра согласно (4) 
выполняется по схеме редукции [6]. Эффективный 
алгоритм параллельной редукции на CUDA пред-
ставлен в [5]. Сложность такого алгоритма состав-
ляет [log2

 (m2)]  + 1, где m2 – это количество элемен-
тов, которые требуется сложить. 
В предлагаемом алгоритме нежёсткого разме-

щения блок с номером N должен ждать, пока блок 
с номером N – 1 закончит вычисления. Таким об-
разом, для последнего блока, а следовательно, и 
для всего алгоритма количество операций можно 
оценить как: 

[ ]2(2 1) (2 1)( 2 log 1)bO N O N m= − = − + . (11) 

Рассмотрим теперь количество обращений к гло-
бальной памяти GPU. Такие операции являются 
наиболее затратными по времени выполнения на 
GPU. Количество этих операций – m2. При сдвиге 
блока вдоль столбца без изменения его номера бло-
ку требуется прочесть (m – 1) элементов массива y1 и 
один элемент массива x1. В этом случае требуется по 
две операции чтения/записи для работы с массивами 
locks и columns. 
Операции считывания строк изображения вы-

полняются нитями параллельно, поэтому, согласно 
алгоритму со множественным вызовом kernel-
функций, понадобится m операций, чтобы считать 
область, соответствующую окну фильтра. В алго-
ритме с одной kernel-функцией присутствует фик-
сированное количество операций с глобальной па-
мятью – одна операция чтения изображения и 6 опе-
раций чтения/записи в массивы locks. Такое 
количество операций необходимо в случае, если 
блок не меняет номер обрабатываемого столбца 
данных, в случае же, когда блок меняет обрабаты-
ваемый столбец с i0 на i1, необходимо дополнитель-
но прочитать i0

 – i1 столбцов, т.е. среднее количество 
столбцов, на которое должен сдвинуться блок. 
Среднее количество операций с памятью может 

быть оценено как 
5(1 )f l l lO p p c m= − + , 

где pl – это вероятность того, что какой-либо блок 
сменит свой столбец, а cl – это среднее число столб-
цов, которые сменяются блоками. 
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Алгоритм фиксированного размещения [5], ис-
пользующий несколько kernel-функций, требует m 
операций с глобальной памятью на блок на каждой 
итерации. Таким образом, разницу в количестве тре-
буемых операций с глобальной памятью между не-
жёстким и фиксированным размещением можно 
оценить как 

5 ( 5)l ld m p c m= − − − . (12) 

Значения pl и cl требуют экспериментальной 
оценки. Значение d меньше нуля, если m < 5, поэто-
му использование нежёсткого размещения оправда-
но только для фильтров с m > 5. 

3. Результаты экспериментов, выводы 

Экспериментальные исследования проводились 
для задачи повышения качества изображения на ос-
нове двумерного БИХ- фильтра с окном размером 
m×m на квадратном изображении размера 2048×2048 
пикселей. 
Экспериментальное сравнение эффективности 

алгоритмов было проведено с использованием GPU 
NVIDIA GF 540M. Компиляция выполнялась с ис-
пользованием compute capability 1.1, минимально 
необходимым для использования атомарных опера-
ций с глобальной памятью. Как для фиксированно-
го, так и для нежёсткого размещения блок состоит 
из 32 потоков. Для алгоритма нежёсткого размеще-
ния использовалось 512 блоков. Притом, что блок 
обрабатывает один столбец изображения, обработка 
полного изображения выполнялась в четыре этапа. 
В алгоритме фиксированного размещения количест-
во блоков меняется от 1 до 2048.  
На рис. 3 приводится зависимость времени, 

необходимого для обработки всего изображения, 
от размера окна фильтра для алгоритма фиксиро-
ванного размещения [5] и для предлагаемого ал-
горитма нежёсткого размещения. Предлагаемый 
алгоритм является эффективным для значений m 
больших, чем 5, что очень близко к теоретической 
оценке (12). Для фильтра с размером окна в 31 
пиксель предложенный алгоритм примерно в 2,4 
раза быстрее. Результаты были получены с ис-
пользованием GPU NVIDIA GF 540M. Характер 
зависимости для алгоритма нежёсткого размеще-
ния близок к константной зависимости, а при 
фиксированном размещении зависимость близка к 
линейной. 
Модификация 2D БИХ-фильтров, представлен-

ная в данной работе, позволяет использовать модель 
однородных рекуррентных уравнений для описания 
фильтра. Предлагаемое нежёсткое размещение для 
модели многогранников позволяет реализовать па-
раллельные циклы для 2D-IIR фильтра в одной 
kernel-функции CUDA. В работе представлены 
оценки сложности и количества операций с гло-
бальной памятью для предлагаемого одноядерного 
алгоритма нежёсткого размещения. 
Теоретическая оценка числа операций с гло-

бальной памятью для нежёсткого размещения 

меньше, чем для фиксированного размещения. 
Эта оценка подтверждается экспериментами. 
Оценка зависит от некоторых характеристик GPU. 
Детальное исследование этих характеристик явля-
ется задачей для дальнейшего изучения. Интерес-
но также исследовать применимость предлагаемо-
го подхода нежёсткого размещения для других 
вычислительных задач, отличных от задачи 2D 
БИХ-фильтрации. 

 
Рис. 3. Зависимость времени выполнения 

от размера опорного окна 
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FLEXIBLE ALLOCATION METHOD IN POLYTOPE MODEL FOR DESIGNING OF EFFICIENT 
METHODS OF RECURSIVE TWO-DIMENSIONAL IMAGE PROCESSING USING GPU 

A.V. Nikonorov, V.A. Fursov, P.Yu. Yakimov 
Image Processing Systems Institute of the RAS, 

S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University) 
Abstract  

This paper considers a GPU implementation of a two-dimensional infinite impulse-response fil-
ter. We propose the decomposition of an IIR filter into the form which is applicable in the polytope 
model. The presented flexible allocation approach makes it possible to efficiently implement the pol-
ytope model in a single GPU kernel. Some theoretical performance estimations of the proposed flex-
ible allocation algorithm are given in the paper. 

Key words: image processing, polytope model, GPU, fixed allocation, flexible allocation, 
CUDA, 2-D IIR Filters. 
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