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Аннотация 

Методом, основанным на теореме Грина и теореме сложения цилиндрических функций Графа, 
получено решение двумерной задачи о поперечной дифракции светового пучка на микрострук-
турном волокне, образованном системой конечного числа параллельных цилиндров, заключённых 
в ограниченную оболочку. Показано, что данное решение может быть использовано для построе-
ния углового распределения интенсивности дальнего поля при дифракции на микроструктурном 
волокне трёхмерного пучка. Рассчитаны дифракционные поля, имеющие место при поперечном 
освещении микроструктурных волокон Гауссовыми пучками ТЕ- и ТМ-поляризации. 
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Введение 

Из экспериментов известно, что интенсивность 
рассеянного света при поперечном освещении микро-
структурного волокна (МВ) чувствительна к его 
внутренней структуре [1–4]. Это открывает возмож-
ность неразрушающего контроля параметров МВ пу-
тём измерения углового распределения названной ин-
тенсивности S(γ). Такой контроль актуален при изго-
товлении микроструктурных тейперов, предназна-
ченных для частотных фильтров и оптических сенсо-
ров [2–6]. Исследование поперечной дифракции света 
на МВ представляет интерес также в связи с разра-
боткой чувствительных элементов оптических сенсо-
ров деформации объектов [7, 8] и перестраиваемых за 
счёт модификации заполняющих внутренние микро-
поры МВ сред дифракционных элементов [1]. Подоб-
ные расчёты могут быть использованы и для оценок 
границ применимости моделей диэлектрической про-
ницаемости композитных сред [9]. 
Нахождение количественного соответствия между 

параметрами МВ и распределением S(γ) предполагает 
решение соответствующей дифракционной задачи. В 
ней естественно использовать модель, в которой МВ 
представляется набором конечного числа параллель-
ных цилиндров, заключённых в оболочку с ограни-
ченным поперечным сечением [1–7]. 
К настоящему времени предложены различные 

методы расчёта оптических полей, рассеянных сис-
темами параллельных диэлектрических цилиндров, 
обладающих [10, 12–14, 16, 17] либо, в более общем 
случае, не обладающих [11, 15, 18] круговой симмет-
рией. Эти методы применимы в ситуациях, когда ци-
линдры окружены неограниченной однородной сре-
дой [10, 11, 14, 15, 18], внедрены в полуограничен-
ную подложку [17] либо находятся внутри плоскопа-
раллельного слоя конечной толщины [13, 16]. Однако 
для решения дифракционной задачи по отысканию 

( )S γ  они неприменимы, так как не позволяют учесть 

отражение света от замкнутой внешней границы МВ. 
В настоящей статье сформулирован метод расчёта 

дифракционных полей, свободный от указанного огра-
ничения. Он позволяет рассчитать функцию S(γ), реа-
лизующуюся в представляющей интерес для измере-

ний дальней зоне наблюдения при поперечном осве-
щении МВ ограниченным световым пучком. Метод 
представляет собой обобщение подхода, разработан-
ного в [18] при исследовании собственных мод микро-
структурных волокон. Обоснование метода дано в 
первом параграфе статьи. Во втором параграфе проил-
люстрирована внутренняя сходимость метода и пред-
ставлены примеры расчёта распределений S(γ), реали-
зующихся при освещении МВ с различными внутрен-
ними структурами Гауссовыми световыми пучками. 

1. Метод расчёта 

Рассмотрим диэлектрическое МВ, ориентирован-
ное вдоль оси однородности 0z. Его поперечное сече-
ние представлено на рис.1а. Здесь извилистой линией 
изображена внешняя граница волокна. Она заключена 
между окружностями радиусов Aρ =  и B Aρ = ≥ . В 
области Bρ >  находится однородная среда с относи-

тельной диэлектрической проницаемостью aε . Внут-

ри волокна имеются k  цилиндров сложного (в общем 
случае) сечения. Относительная диэлектрическая 
проницаемость внутренней области j -го цилиндра 

равна jε  и может зависеть от поперечных координат. 

Цилиндры окружены однородной оболочкой с отно-
сительной диэлектрической проницаемостью sε  Ве-

личина aε  предполагается вещественной, а jε и sε  

могут быть комплексными. 
Будем считать, что МВ освещается пространст-

венно-ограниченным монохроматическим световым 
пучком с временным множителем exp( )i tω  (в даль-
нейшем этот множитель будет опускаться). Пучок 
падает нормально оси 0z . Под плоскостью падения 
пучка понимается плоскость 0z = . Ось пучка состав-
ляет угол ψ  с координатной осью 0y . Интенсив-
ность рассеянного поля регистрируется матрицей фо-
топриёмников Φ , расположенной при y L′ =  и нахо-

дящейся в дальней зоне ( 0 1k L >> , где 

0 0 0 02 /k = ω ε µ = π λ  – волновое число вакуума). 

В представленном описании использованы собст-
венная декартова система координат МВ 0xyz , гло-

бальные полярные координаты ,ρ ϕ , локальные по-
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лярные координаты ,j jρ ϕ  для каждого из цилиндров, 

а также собственная декартова система координат па-
дающего пучка 0x y z′ ′ , в которой ось 0y′  совпадает с 

осью пучка (рис.1а). 

 

 

 

Рис.1. Общий вид поперечного сечения  
рассматриваемых МВ (а) и поперечное сечение МВ 

с гексагональной симметрией (б) 

Покажем, что расчёт рассеянного поля в дальней 
зоне может быть сведён к решению двумерной ди-
фракционной задачи. 
Любая декартова компонента F рассеянного опти-

ческого поля в однородной области y B′ ≥  может 
быть представлена интегралом [18] 

1

1 1
1 1 3

( , , ) ( )(2 )

( , , )(1 )
d d ,

exp( )
a

a

F x y z y B

F x B z ik R
x z

R ik R

−

∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ ′= − π ×

+
× ∫ ∫

 (1) 

где 0a ak k= ε , 2 2 2
1 1( ) ( ) ( )R x x z z y B′ ′ ′= − + − + − . 

Эффективные диапазоны интегрирования по пе-
ременным x1 и x1 в (1) имеют порядок радиуса возбу-
ждающего пучка w . Поэтому в дальней зоне, т.е. при 

2 2 2r x y z w′ ′= + + >> , y B′ >> , 0 1k r >> , выраже-

ние (1) путём разложения R  по степеням отношений 

1 /x r , 1 /z r , /B r  может быть приведено к виду 
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В дальнейшем мы будем интересоваться распре-
делением дальнего рассеянного поля в плоскости па-
дения пучка. В этом случае (2) упрощается: 
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где 2 2x y′ ′ρ = + , γ  – угол на точку наблюдения 

(рис. 1а), 
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Для задания 1
ˆ ( , ,0)F x B  представим электромаг-

нитное поле интегралами Фурье по z : 
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Подстановка (5) и (6) в уравнения Максвелла при-
водит к дифференциальным уравнениям относитель-
но компонент векторов 
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Поскольку параметры МВ не зависят от z , дан-
ные уравнения, относящиеся к различным β , незави-

симы. Формально они совпадают с уравнениями 
(1.4.10) – (1.4.15) монографии [20], описывающими 
поля мод оптических волноводов. При 0β =  эти 

уравнения соответствуют двумерной дифракционной 
задаче, в которой / 0z∂ ∂ ≡ , а вместо ( , , )x y z′ ′E  и 

( , , )x y z′ ′H  фигурируют ˆ ( , ,0)x y′ ′E  и ˆ ( , ,0)x y′ ′H  со-

ответственно. Отсюда следует, что функции 

1
ˆ ( , ,0)F x B  вида (4) могут быть рассчитаны в резуль-

тате решения указанной двумерной задачи, в которой 
возбуждение МВ осуществляется двумерным пучком 

с полем ˆ ( , ,0)x y′ ′E , ˆ ( , ,0)x y′ ′H , связанным с полем 

реального трёхмерного пучка ( , , )x y z′ ′E , ( , , )x y z′ ′H  

преобразованиями Фурье (7) и (8). 
Двумерным аналогом (1) является [19] 
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где R  вычисляется при 1 0z = . При wρ >> , y B′ >> , 

0 1k ρ >>  (9) приводится к виду 
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Сравнивая (3) и (10), заключаем, что с точностью 
до малых 1

0( )O k −ρ  

1 ˆ( , ,0) 2 ( , ,0)aF x y ik F x y−′ ′ ′ ′= π ρ . (11) 
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Из (11) следует, что для нахождения распределе-
ния дальнего рассеянного поля в плоскости падения 
на МВ трёхмерного пучка достаточно рассчитать по-
добное поле в описанной двумерной задаче. 
В двумерной задаче возможно раздельное рас-

смотрение ТМ- ( ˆ 0zE ≡ , ˆ 0xH ≡ , ˆ 0yH ≡ ) и ТЕ 

( ˆ 0zH ≡ , ˆ 0xE ≡ , ˆ 0yE ≡ ) волн [20]. 

Волны ТМ-поляризации подчиняются уравнению 
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Применяя к (12) теорему Грина по схеме, описан-
ной в [19], можно получить интегральное уравнение 

1

( , ) ( , ) ( , )
k

j
j

x y x y W x y
=

Ω + Ω =∑ . (13) 

Здесь 
2

0

ˆ ( , ,0)
( , ) ( )

( )ˆ ( , ,0) d ,

z
j j

j

z j
j

H x y
x y b G r

G r
H x y

π  ′ ′∂
Ω = − ′∂ρ

∂′ ′ ′− ϕ′∂ρ 

∫
 (14) 

2

0

ˆ ( , ,0)
( , ) ( )

( )ˆ ( , ,0) d ,

z

z
j

H x y
x y A G r

G r
H x y

π  ′ ′∂
Ω = − − ′∂ρ

∂′ ′ ′− ϕ′∂ρ 

∫
 (15) 

(2)
2 20

0

( )
( ) , , ( ) ( ) ,

4
s

s s

iH k r
G r k k r x x y y′ ′= = ε = − + −

(2)
0 ( )sH k r  – функция Ханкеля, ( , ) 0W x y ≡  при Aρ >  
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странстве. Штрихованные координаты в (14) и (15) 
определяются по формулам cosj j jx x b′ ′= + ϕ , 

sinj j jy y b′ ′= + ϕ  и cosx A′ ′= ϕ , siny A′ ′= ϕ , где 

jx , jy  – координаты центра j -го цилиндра. 
С целью алгебраизации уравнения (13) предста-

вим поле в областях j jbρ ≤  ( 1,j k= ) и Aρ ≥  поли-
номами Фурье: 
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где m  и n  – порядки редукции рядов Фурье по угло-
вым переменным jϕ  и ϕ . После подстановки (16) и 

(17) в (12) и использования соотношений ортогональ-
ности для экспонент приходим к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям 
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Предположим, что в j -м цилиндре вокруг начала 
координат может быть описана некоторая окружность 
радиуса ja , в пределах которой диэлектрическая про-
ницаемость постоянна (рис.1а). Согласно (18), в данной 
окружности j jνµ νµε = δ ε , 1 1

j j
− −

νµ νµε = δ ε , где νµδ  – сим-
вол Кронекера. Тогда система (18) сводится к независи-
мым уравнениям Бесселя. Физический смысл имеют 
решения этих уравнений, регулярные при 0jρ → . Сле-

довательно, в области j jaρ ≤  следует положить 
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где 0j jk k= ε , (...)Jν  – функция Бесселя, ( )jCν  – не-

которые коэффициенты. Тогда общее решение систе-
мы (18) можно представить в виде 
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где ( ) ( )( ) ( )j j
j jP hνµ νρ = ρ , ( ) ( )( ) ( )j j

j jQ eνµ νρ = ρ , и подразу-
мевается, что правые части последних двух равенств рас-
считываются в результате решения системы (18) на про-
межутке [ , ]j ja ρ  с начальными условиями 
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j j jh a J k aν νµ µ= δ , (24) 



Дифракция светового пучка на микроструктурном волокне  Сотский А.Б., Бельская О.А., Сотская Л.И. 

14 Компьютерная оптика, 2014, том 38, №1 

2
0( )

1 1( ) ( ) ( ) .
2

j
j j j j j

j

k
e a J k a J k a

k
νµ

ν µ− µ+

δ
 = −   (25) 

Полагая в (14) [21] 

(2)
0

(2)

(2)

( ) exp ( )

( ) ( ) при
,

( ) ( ) при

s j j

s j s j j j

s j s j j j

H k r i

H k J k

J k H k

∞

ν=−∞

ν ν

ν ν

 ′= ν ϕ − ϕ × 

 ′ ′ρ ρ ρ < ρ×
′ ′ρ ρ ρ > ρ

∑
 

получаем 

( ) ( ) ( )( , ) ( , )
m m

l l j
j j j j

m m

x y Z U Cν νµ µ
ν=− µ=−

Ω = ρ ϕ∑ ∑ , (26) 

где 1l =  при j jbρ < , 2l =  при j jbρ ≥ , 

( ) 1 ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
1 1

0,5 ( )

0,5( ) ( ) ,

l l j
j s j s j j

l l j
j j j

U i k b k Z Q b

Z Z P b

−
νµ ν νµ

ν− ν+ νµ

= π ε −

− − 

 (27) 

( )

(2)

( , ) exp( )[(2 ) ( )

( 1) ( )],

l
s

s

Z i l J k

l H k

ν ν

ν

ρ ϕ = νϕ − ρ +

+ − ρ
 

( ) (2)(2 ) ( ) ( 1) ( )l
j s j s jZ l H k b l J k bν ν ν= − + − . 

Для преобразования функции ( , )x yΩ  учтём, что 
поле вне волокна (область Bρ ≥ ) может быть пред-
ставлено в виде [22] 

(1)

(2) (2)

ˆ ( )exp( )

( )exp( ),

n

z a
n

n

a
n

H D J k i

D H k i

ν ν
ν=−

ν ν
ν=−

= ρ νϕ +

+ ρ νϕ

∑

∑
 (28) 

где 0a ak k= ε . Первая сумма в (28), где 

2
( )

(1) 0

ˆ ( cos , sin ,0)exp( )d

2 ( )

i
z

a

H B B i

D
J k B

π

ν
ν

ϕ ϕ − νϕ ϕ
=

π

∫
, (29) 

описывает падающий пучок с компонентой магнит-
ного поля ( ) ( , , )i

zH x y z , а вторая – поле, рассеянное 

МВ, где коэффициенты (2)Dν  подлежат определению. 
Повторяя выкладки, аналогичные представленным 

выше, находим: 

2
( ) ( ) ( )

1

( , ) ( , )
n n

l l p p

n p n

x y Z V Dν νµ µ
ν=− = µ=−

Ω = ρ ϕ∑ ∑∑ , (30) 

где 1l =  при Aρ < , 2l =  при Aρ ≥ , 

( ) 1 ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
1 1

0,5 ( )

0,5( ) ( ) ,

l p l p
s s

l l p

V i k A k Z T A

Z Z R A

−
νµ ν νµ

ν− ν+ νµ

= − π ε −

− − 

 (31) 

( ) (2)(2 ) ( ) ( 1) ( )l
s sZ l H k A l J k Aν ν ν= − + − , 

( ) ( ) ( )pR hνµ νρ = ρ , ( ) ( ) ( )pT eνµ νρ = ρ ; ( )hν ρ  и ( )eν ρ  рас-

считываются в результате решения системы (19) на 
промежутке [ , ]Bρ  при начальных условиях 

(2)( ) (2 ) ( ) ( 1) ( )a ah B p J k B p H k Bν νµ µ µ = δ − + −  ,  (32) 

{
}

2
0

1 1

(2) (2)
1 1

( ) (2 ) ( ) ( )
2

( 1) ( ) ( ) .

a a
a

a a

k
e B p J k B J k B

k

p H k B H k B

νµ
ν µ− µ+

µ− µ+

δ
 = − − + 

 + − − 

 (33) 

Выражения (26) и (30) записаны с использованием 
локальных полярных координат всех цилиндров и 
глобальных полярных координат. Но теорема сложе-
ния для цилиндрических функций Графа [21] позво-
ляет привести каждое из этих выражений к любой из 
указанных систем координат. В результате в области 

Aρ > , а также в областях всех цилиндров уравнение 
(13) приводится к виду 

(2) ( , ) 0
n

n

Zν ν
ν=−

ρ ϕ Φ =∑ , (34) 

(1)( , ) 0
m

j j j
m

Zν ν
ν=−

ρ ϕ Ψ =∑ , (35) 

(1) ( ) ( ) (2) ( )

1

2
(2 ) ( )

1

( , )

,

k m m
j j j

j
j m m

n
p p

p n

Z U C

V D

ν ν−µ µσ σ
= µ=− σ=−

νµ µ
= µ=−

Φ = ρ ϕ +

+

∑ ∑ ∑

∑∑
 (36) 

(1) ( )

(2) ( ) ( ) (2) ( )

2
(1) ( ) ( ) (1 ) ( )

1

( , )

( , ) ,

m
j

j j
m

m m
l j l j l

l
l j m m

n n
j j p p

n n p

U C

Z U C

Z V D

ν νµ µ
µ=−

µ−ν µ σ σ
≠ µ=− σ=−

µ−ν µσ σ
µ=− σ=− =

Ψ = +

+ ρ ϕ +

+ ρ ϕ

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑∑

 (37) 

( )jρ , ( )jϕ  – глобальные полярные координаты начала 

локальной системы координат j -го цилиндра, ( )l jρ , 
( )l jϕ  – полярные координаты начала локальной сис-
темы координат j -го цилиндра в системе координат 
l -го цилиндра. 
Функции (2)( , )Zν ρ ϕ  в (34) и (1)( , )j jZν ρ ϕ  в (35), от-

носящиеся к различным ν , линейно независимы, по-
этому (34) и (35) эквивалентны системе алгебраиче-
ских уравнений 

0νΦ =  ( ,n nν = − ), 0j νΨ =  ( 1, , ,j k m m= ν = − ) 

относительно коэффициентов ( )jCµ  и (2)Dν . В соответ-
ствии с (36), (37) данная система имеет вид 

(1)

1

N n

n

M X K Dαβ β α κ κ
β= κ=−

=∑ ∑ . (38) 

Здесь при 1 (2 1)k m≤ α ≤ +  

( )jX Cα ν= , (1) ( ) ( ) (11)( , )
n

j j

n

K Z Vα κ σ−ν σ κ
σ=−

= − ρ ϕ∑ , 

(1) (2) ( ) ( ) (2)

(1) ( ) ( ) (12)

[ (2 1) ]

(1 ) ( , )

[ (2 1) 1] ( , ) ,

m
l j l j

j l j j l l
m

n
j j

n

M H k m

U Z U

H k m Z V

αβ

νµ σ−ν σµ
σ=−

σ−ν σµ
σ=−

= + −β ×

 × δ + − δ ρ ϕ + 
 

+ β − + − ρ ϕ

∑

∑
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а при (2 1)k m N+ < α ≤  
 

(2)X Dα ν= , (21)K Vα κ ν κ= − , 

(1) ( ) ( ) (2)

(22)

[ (2 1) ] ( , )

[ (2 1) 1] ;

m
l l

l
m

M H k m Z U

H k m V

αβ ν−σ σµ
σ=−

νµ

= + −β ρ ϕ +

+ β − + −

∑
 

( )j = ζ α , ( )l = ζ β , ( )ν = τ α , ( )µ = τ β , 

( ) [ (2 1) ][ ( )(2 1)]

[ (2 1) 1][ (2 1) 1],

x H k m x x m x m

H x k m x k m n

τ = + − + − ζ + +
+ − + − − + − −

 

( ) 1H x =  при 0x ≥ , ( ) 0H x =  при 0x < , 

1( ) int[( 1)(2 1) ] 1x x m −ζ = − + + , 

int [...]  означает выделение целой части числа. 

В соответствии с (28) и (38), расчёт двумерного 
поля, рассеянного МВ, сводится к вычислению коэф-
фициентов (2)Dν  по формулам 

(2) (1)
n

n

D S Dν νµ µ
µ=−

= ∑ , (39) 

( )1

1

N

S M K−
νµ αµβα

α=

=∑ , (40) 

где 1M −  – матрица, обратная матрице M  системы 
(38), (2 1) 1k m nβ = + + ν + + . 

При расчёте дальнего дифракционного поля мож-
но воспользоваться в (28) асимптотическим пред-
ставлением функций Ханкеля [21] 

(2) 1

1
0

( ) 2( ) exp
2 4

[1 ( ) ],

a a aH k k i k

O k

−
ν

−

 νπ π ρ = π ρ − ρ − − ×  
  

× + ρ

 

а дальнее поле падающего пучка описать выражением 

(10), где 0B = , ( )ˆ ˆ i
zF H= . Тогда, опуская малые 

1
0( )O k −ρ  и учитывая, что 0,5ϕ = π + γ − ψ , в области 

0y′ >  (рис.1а) получим 

1ˆ ( , ,0) 2 ( ) exp( ) ( )z a aH x y i k ik f−′ ′ = π ρ − ρ γ , (41) 

( )
1

1
1

(2)

ˆcos ( ,0,0)
( ) d

2 exp( sin )

exp[ ( )],

i
a z

a

n

n

k H x
f x

ik x

D i

∞

−∞

ν
ν=−

γ
γ = +

γ

+ ν π + γ − ψ

∫

∑
 (42) 

где поле ( )i
zH  задано в системе координат 0x y z′ ′ . 

В рассматриваемой двумерной задаче можно 
формально определить интенсивность дальнего поля 
Sρ  в полупространстве 0y′ > , погонные мощности 

( )
sP +  и ( )

sP −  излучения, рассеянного в полупростран-

ства 0y′ >  и 0y′ <  соответственно, и погонную 

мощность падающего пучка iP  по формулам 

2
1

0
ˆ(2 )a zS k Z k H−

ρ = , (43) 

0,5
( )

0,5

dsP S
π

+
ρ

− π

= ρ γ∫ , (44) 

21,5
( ) (2)0

2
0,5

exp[ ( )] d
n

s
na

k Z
P D i

k

π
−

ν
ν=−π

= ν π + γ − ψ γ
π ∑∫ , (45) 

20,5 ( )
0

0,5

ˆ ( ,0,0)cos
d d ,

4 exp( sin )

i
z

i
a a

k Z H x
P x

k ik x

π ∞

− π −∞

′ γ ′= γ
′π γ∫ ∫  (46) 

где 0 0/Z = µ ε . В случае, когда МВ состоит из сред 

с вещественными диэлектрическими проницаемостя-
ми, выражения (43) – (46) позволяют проконтролиро-
вать корректность решения (39) путём проверки вы-
полнения закона сохранения энергии 

( ) ( )( ) / 1s s iP P P+ −+ =  (см. параграф 2). 

Если МВ возбуждается поляризованным светом 
ТМ-поляризации, то для регистрируемой матрицей 
фотоприёмников Φ  интенсивности рассеянного све-

та в плоскости 0z =  из (11), где zF H= , ˆ ˆ
zF H= , 

(41) и (43) находим: 

230
2

2 cos 2
( ) cos ( )a

a

k k Z
S S f

L kρ
π γ

γ = = γ γ
ρ

. (47) 

В практически важном случае возбуждения МВ 
сфокусированным Гауссовым пучком имеем: 

( ) 2 1

1 1 2

2 2 2
1 2 2

( , , ) (4 )

d exp[ ( )]

exp[ 0,25( ) ]d ,

i
zH x y z C w

k i y k x k z

k k w k

−

∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ = π ×

′ ′ ′× − λ + + ×

× − +

∫ ∫ , (48) 

где 2 2 2
1 2ak k kλ = − − , C  – амплитудный множитель. 

Тогда при обычно имеющем место в реальных экспе-
риментах условии 2 2exp( 0,25 ) 1ak w− <<  из (29), (42), 

(46), (48) получаем: 

(1) 2 1

0,5

2 2 2
0

(2 ) exp[ ( )]

cos( )cos( )
d ,

exp(0,25 sin )

a

a

D Ck w i

k w

−
ν

π

= π ν ψ − π ×

γ νγ× γ
γ∫

 (49) 

2

2 2 2

(2)

cos
( )

4exp(0,25 sin )

exp[ ( )],

a

a

n

n

k w
f C

k w

D iν
ν=−

γ
γ = +

γ

+ ν π + γ − ψ∑
 (50) 

0,54 2
2 0

2 2 2
0

cos
d

8 exp(0,5 sin )
a

i
a a

k k Z w
P C

k k w

π γ= γ
π γ∫ . (51) 

Случай волн ТЕ-поляризации (электрический век-
тор поля направлен вдоль оси 0z) также может быть 
проанализирован по рассмотренной выше схеме. 
Данные волны описываются уравнением 

2 2
2
02 2

ˆ 0zk E
x y

 ∂ ∂+ + ε = ∂ ∂ 
, 

поэтому аналогами разложений (16) – (19) являются 
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( )

( )
0

ˆ ( )exp( ),

ˆ ˆ / ( )exp( ),
j

m
j

z j j
m

m
j

z j j j
m

E h i

i H E e i

ν
ν=−

ϕ ν
ν=−

= ρ νϕ 


ωµ = ∂ ∂ρ = ρ νϕ


∑

∑
 (52) 

0

ˆ ( )exp( ),

ˆ ˆ / ( )exp( ),

n

z
n

n

z
n

E h i

i H E e i

ν
ν=−

ϕ ν
ν=−

= ρ νϕ 


ωµ = ∂ ∂ρ = ρ νϕ


∑

∑
 (53) 

( )
( )

2( ) ( )
2 ( ) ( )
0

d
,

d

d
,

d

j
j

j

j jm
j j

j
mj j j

h
e

e e
k h h

ν
ν

ν ν
νµ µ ν

µ=−


= 

ρ 


  ν= − ε − +    ρ ρ ρ   
∑

 (54) 

2

2
0

d
,

d

d
.

d

n

n

h
e

e e
k h h

ν
ν

ν ν
νµ µ ν

µ=−


= ρ 


 ν = − ε − +   ρ ρ ρ  

∑
 (55) 

Остальные соотношения, полученные выше при 
анализе волн ТМ-поляризации, остаются практически 
неизменными. Из них модификации требуют только 
формулы (28), (41) и (43), в которых осуществляется 

замена ˆ ˆ
z zH E→ , формулы (29), (42), (46) и (48), в ко-

торых ( ) ( )ˆ ˆi i
z zH E→ , формулы (22) и (25), в которых 

2
00,5 / 0,5j jk k k→ , формула (33), в которой 

2
0 / a ak k k→ , и формулы (27), (31), где 1sε → . Кро-

ме того, в (43), (45), (46), (47), (51) следует заменить 
Z / ka на

 ka
 / Z. 

Решение (39), (40) определено при рассмотрении 
МВ, внутренние цилиндры и внешняя граница кото-
рого имеют сложное сечение (рис.1а). В общем слу-
чае расчёт матричных элементов и свободных членов 
алгебраической системы (38) может быть выполнен 
путём численного интегрирования задач Коши (18) 
(либо (54)), (24), (25) и (19) (либо (55)), (32), (33) и не 
встречает принципиальных затруднений [19]. Вычис-
ления существенно упрощаются, если упомянутые 
цилиндры и граница обладают круговой симметрией. 
В этом случае решение указанных задач может быть 
аналитически выражено через цилиндрические функ-
ции. Например, если цилиндры имеют круговое сече-
ние и εj не зависит от ρj, то можно положить aj

 = bj 

( 1,j k= ), A B= . Тогда ( ) ( )j
jP bνµ  и ( ) ( )j

jQ bνµ  в (27) бу-

дут равны правым частям выражений (24) и (25), а 
( ) ( )pR Aνµ  и ( ) ( )pT Aνµ  в (31) – правым частям выражений 

(32) и (33). Дальнейшее упрощение решения имеет 
место, если каналы внутри волокна отсутствуют 
(bj→0 либо εj→εs при всех j). В этом случае матрица 
рассеяния Svµ становится диагональной и решение 
(39) совпадает с известным аналитическим решением 
задачи о дифракции электромагнитных волн на одно-
родном круговом цилиндре [22]. 

2. Численные примеры 

Точность решения (28), (39), (43) – (45), (47) опре-
деляется только порядками редукции рядов Фурье m 
и n. Его внутреннюю сходимость иллюстрируют 
представленные ниже результаты расчёта дифракции 
Гауссовых пучков ТЕ- и ТМ-поляризации на МВ с 
гексагональной симметрией (рис. 1б). Рассмотрены 
кварцевые МВ с круговой внешней границей, окру-
жённые воздухом и имеющие внутренние цилиндры 
кругового сечения, заполненные воздухом. Использо-
вана модель геометрических параметров МВ, эмпи-
рически установленная в [6]. В ней при условии 

1
1

0 0( ) ( )s c cA A a A A A A
−α− ≤ = β − +   

выполняются соотношения 

1
0 0A A−Λ = Λ , ( 1, )ja a j k= = , 

1( )( ) ( )c c ca A A A A A H A A
α− = β − − −  , 

1 1 1[(0,51) 0,78][(0,51) 1]cA A
− −α α −= − − , 

где Λ – расстояние между центрами соседних цилин-
дров (рис. 1б), Λ0, 0a , 0A  A , α , β  – технологиче-

ские константы. Заметим, при A ≤ Ac имеет место кол-
лапс воздушных каналов внутри МВ [6]. Вычисления 
выполнены при различных A и Λ0

 = 5,5 мкм, 
a0

 = 1,4 мкм, A0
 = 62,5 мкм, 25A =  мкм, α = 0,35, 

β = 0,012, As
 = 56,88 мкм, Ac

 = 18,56 мкм, w=5 мкм, 

λ0
 = 0,6328 мкм, 1a jε = ε =  ( 1,j k= ), 2,093243sε = [6]. 

Исследовано МВ, в котором геометрический центр во-
локна, где воздушный канал отсутствует, окружён че-
тырьмя гексагональными кольцами воздушных каналов 
(рис.1б). Угол ψ, характеризующий ориентацию оси 
пучка относительно системы координат МВ (рис.1а), 
выбран равным 0. 

Pис. 2 и табл. 1 иллюстрируют внутреннюю схо-
димость метода.  

 
Рис. 2. S(γ) при различных порядках редукции.  

Номера кривых соответствуют номерам строк в таблице; 
кривые с номерами 6, 7, 8 в масштабах рисунка совпадают 
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Таблица 1. Энергетический баланс при различных  
порядках редукции рядов Фурье m и n 

№ m n ( ) ( )( ) /s s iP P P+ −+  

1 0 100 0,95359 
2 2 120 0,93039 
3 4 140 0,96345 
4 6 160 0,96185 
5 8 180 0,99870 
6 10 200 1,00000 
7 12 220 1,00000 
8 14 240 1,00000 

Они соответствуют возбуждению МВ с А = 35 мкм 
(Λ = 3,080 мкм, a = 0,583 мкм) Гауссовым пучком ТЕ- 
поляризации. 
Из приведённых данных видно, что практически сто-

процентная сходимость решения наблюдается при по-
рядках редукции m ≥ 10, n ≥ 200. Ещё следует отметить, 
что необходимое число гармоник Фурье в представле-
ниях (53) поля вне волокна более чем на порядок пре-
восходит число аналогичных гармоник в представлени-
ях (52) поля во внутренних цилиндрах. Это означает, 
что в описанном методе, как и в известной теории ди-
фракции электромагнитного поля на однородном ци-
линдре (см. [22]), основным фактором, влияющим на 
объём вычислений, является требование корректного 
описания быстро колеблющегося поля падающей волны 
на внешней границе МВ рядом по цилиндрическим гар-
моникам. При возбуждении МВ плоской волной имеет 
место оценка n > k0A [22]. В рассмотренном примере 
k0A

 
≃

 350, а неравенство n ≥ 200 (см. табл. 1) объясняется 
тем, что распределение поля падающего Гауссова пучка 
на внешней границе МВ оказывается более пологим по 
сравнению с полем падающей плоской волны. 
На рис. 3 и 4 сопоставлены распределения в слу-

чаях, когда радиус A близок к Ac. 
Кривые на рис. 3а, 4а соответствуют порядкам ре-

дукции n ≥ 10, m ≥ 200, а кривые на рис. 3б, 4б – 
m ≥ 200 независимо от n. Как видно из рис. 3 и 4, рас-
пределения S (γ), реализующиеся при использовании 
возбуждающих пучков ТЕ- и ТМ-поляризации, по-
добны. В обоих случаях коллапс воздушных каналов 
внутри МВ приводит к качественной перестройке 
данных распределений. Ещё из рис. 3 и 4 можно за-
ключить, что если воздушные каналы внутри МВ 
имеют субволновые поперечные размеры, то для их 
дифракционного контроля необходимы измерения 
S (γ) в широком диапазоне углов (в рассмотренных 
примерах ощутимое влияние таких каналов на рас-
пределение S (γ) наблюдается при | γ | > 0,25 рад). 

Заключение 
Расчёт углового распределения интенсивности 

дальнего рассеянного поля в плоскости падения на 
МВ трёхмерного пучка при поперечном освещении 
МВ сведён к рассмотрению двумерной дифракцион-
ной задачи. Для решения последней предложен ме-
тод, основанный на теореме Грина и теореме сложе-
ния цилиндрических функций Графа.  

а)  

б)  
Рис. 3. Распределения S(γ) при возбуждении МВ  
с A = 19 мкм (Λ = 1,672 мкм, a = 0,089 мкм) (а)  
и A = 18 мкм (Λ = 1,584 мкм, a = 0 мкм) (б)  

Гауссовым пучком ТЕ-поляризации 

Метод достаточно прост в численной реализации 
и может быть использован для неразрушающего ди-
фракционного контроля параметров МВ. Его приме-
нение проиллюстрировано на примерах построения 
дифракционных полей, возникающих при возбужде-
нии МВ Гауссовыми пучками ТЕ- и ТМ-поляризации.  
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DIFFRACTION OF LIGHT BEAM ON MICROSTRUCTURED FIBER  

A.B. Sotsky1, O.A. Belskaya1, L.I. Sotskaya2 
1Mogilev State A. Kuleshov University, 

2Belarusian-Russian University 

Abstract 
A method based on the Green's theorem and the Graph’s addition theorem is used to construct a 

solution of 2D problem on lateral diffraction of a light beam on a microstructured fiber. It is shown 
that the solution can be used for computing the angular distribution of the far field intensity in the 
case of three-dimensional beam diffraction on a microstructed fiber. Diffraction fields appeared at il-
lumination of microstructured fibers by TE and TM polarized Gaussian beams are analyzed. 

Key words: diffraction of light on a microstructured fiber, cylindrical functions, Gaussian 
beam, far field. 
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