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Аннотация 

Предложен аналитический подход к вычислению непрерывных скелетов с эллиптиче-
скими структурирующими элементами (эллиптических скелетов). Описан переход между 
дисковыми скелетами и эллиптическими скелетами. На основе эллиптических скелетов 
предложен вычислительно эффективный дискретно-непрерывный подход к построению 
морфологических дескрипторов (спектров и карт) с фиксированными эллиптическими 
структурирующими элементами. Введены понятия морфологических эллиптических карт и 
спектров размеров, направлений, вытянутости по произвольным эллиптическим структури-
рующим элементам. Определены двумерные спектры по различным сочетаниям факторов 
размера и формы. Предложенные эллиптические спектры могут применяться как для сег-
ментации фигуры на области различной толщины и/или направления, так и в качестве деск-
рипторов формы для распознавания типа наблюдаемых фигур. 
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Введение 

В работе Л.М. Местецкого [1] были предложены 
оригинальные вычислительно эффективные алгорит-
мы построения непрерывных скелетов плоских мно-
гоугольных фигур. Скелет [1] определяется через 
множество центров всех «максимальных пустых» 
(вписанных) кругов фигуры. Он является информа-
тивным, хотя и неустойчивым дескриптором формы 
двумерных фигур. Известна связь скелетных пред-
ставлений с математической морфологией (ММ) Сер-
ра [2]. ММ-фильтры [2] с дисковым структурирую-
щим элементом (СЭ) фиксированного размера, а так-
же морфологический спектр Марагоса [3] с дисковым 
СЭ переменного размера могут быть эффективно вы-
числены на основе непрерывного скелета, радиальной 
функции [1] и процедур растеризации «по Брезенхе-
му» [4, 5]. При этом спектр Марагоса с дисковым СЭ 
является устойчивым и достаточно информативным 
дескриптором формы фигуры, который позволяет 
охарактеризовать локальную толщину частей фигуры 
[5], но при этом никак не характеризует «направле-
ние» и «степень вытянутости» данных частей. В свя-
зи с этим существенный интерес представляет задача 
построения обобщённых спектров плоских много-
угольных фигур с использованием СЭ, имеющих 
форму, отличную от дисковой, но такую, что она мо-
жет быть описана аналитически и определяется ко-
нечным количеством числовых параметров, вклю-
чающих фактор размера и различные факторы фор-
мы. В данной работе в качестве такого СЭ рассматри-
вается эллиптический СЭ (эллипс), характеризую-
щийся размером (корень из площади или величина 
одной из полуосей) и двумя основными факторами 
формы: ориентацией (углом наклона большой полу-
оси) и вытянутостью (эксцентриситетом или коэффи-
циентом сжатия). Соответственно предложены поня-
тия эллиптического скелета двумерной фигуры и эл-
липтических морфологических спектров по различ-
ным факторам формы, а также алгоритмы вычисле-

ния непрерывных эллиптических скелетов и фактор-
ных спектров фигур с эллиптическими СЭ. 
Вычислительно эффективный алгоритм построе-

ния скелета двумерной фигуры для эллиптического 
СЭ с фиксированными факторами формы основан на 
использовании непрерывного скелетного описания с 
дисковым СЭ, которое строится для эквиаффинно 
преобразованного контура исходной фигуры. С учё-
том этого предложенный дискретно-непрерывный ал-
горитм вычисления морфологических спектров с эл-
липтическими СЭ основан на растеризации скелета 
«по Брезенхему» аналогично [4, 5].  
Предложенные морфологические дескрипторы 

для случая фиксированного эллиптического СЭ далее 
обобщены для произвольных эллиптических СЭ. 
Использование эллиптических СЭ позволяет, по-

мимо толщины, дополнительно сохранять структур-
ную информацию, которая может быть использована 
непосредственно для распознавания либо для сегмен-
тации фигуры на части заданной протяжённости и 
направления. 

1. Скелет многоугольной фигуры. Представление 
скелета плоским прямолинейным графом 

Кратко затронем основные определения непрерыв-
ной бинарной морфологии согласно [1]. 

Определение 1. Многоугольная фигура – это 
замкнутая область на плоскости, граница которой со-
стоит из конечного числа простых непересекающихся 
многоугольников.  

Определение 2. Скелетом Sk(X) фигуры X называ-
ется множество центров всех её «максимальных пус-
тых» (вписанных в фигуру) кругов.  

Определение 3. Радиальной функцией rX (p) назы-
вается максимальная величина радиуса пустого круга 
с центром в точке p. 

Определение 4. Скелетным представлением фи-
гуры является совокупность её скелета и радиальной 
функции, определённой в точках скелета. 
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Эффективный метод построения непрерывного 
скелета многоугольной фигуры использует концеп-
цию диаграммы Вороного линейных сегментов 
(O (n · log n), где n – число сторон и вершин (сайтов) 
фигуры) [1]. Скелет многоугольной фигуры, имею-
щей n вершин, может быть получен за время O (n) из 
диаграммы Вороного. 
Геометрическая конструкция скелета многоуголь-

ной фигуры имеет вид плоского графа, рёбра которо-
го состоят из отрезков прямых и парабол (рис. 1). 

 
Рис. 1. Непрерывный скелет многоугольной фигуры  

и ячейки диаграммы Вороного 

Из-за присутствия в скелете параболических рё-
бер возникают технические неудобства при по-
строении и хранении скелета. Неявные уравнения 
парабол включают квадратичные формы общего ви-
да, что является неудобным для рисования (растери-
зации). При хранении данных о скелете приходится 
запоминать фокусы и директрисы параболических 
рёбер для вычисления уравнений в ходе обработки. 
Неявное уравнение параболы задаёт всю бесконеч-
ную кривую, а в скелет входит лишь её конечный 
фрагмент. Поэтому в работе [6] было предложено 
представление скелета «без параболических рёбер» 
в виде прямолинейного графа, не требующее полу-
чения уравнений параболических рёбер ни на этапе 
построения диаграммы Вороного, ни при хранении, 
рисовании и обработке. Для этого скелет много-
угольной фигуры представляется объединением не-
которого множества элементарных кривых Безье 
первой (для линейного ребра) и второй степени (для 
параболического ребра) – составной кривой Безье. 
Составная кривая Безье определяется своим кон-
трольным планарным прямолинейным графом, ко-
торый образуется из характеристических много-
угольников {V0,V1,V2} элементарных кривых Безье. 
{ V0,V1,V2} обозначают вершины контрольного гра-
фа, связанные с конкретным характеристическим 
многоугольником. Алгоритм построения контроль-
ного графа подробно описан в работе [6]. Там же 
отмечено, что радиальная функция r(t) в каждой 

точке скелета V(t) может быть вычислена с исполь-
зованием составной кривой Безье. В случае сайтов 
«сегмент–сегмент» бисектор представляет собой ли-
нейное ребро, характеризуемое кривой Безье 1-го 
порядка:  
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где V0, V1 – концевые точки линейного ребра, r0 и r1 – 

радиусы соответствующих данным точкам концевых 
максимальных пустых кругов, [0,1]t ∈  – параметр 

кривой Безье.  
В случае сайтов «точка–сегмент» бисектор пред-

ставляет собой параболическое ребро, характеризуе-
мое кривой Безье 2-го порядка:  
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где V0, V2 – концевые точки параболического ребра, r0 
и r2 – радиусы соответствующих данным точкам кон-
цевых максимальных пустых кругов, V1 – контроль-
ная вершина, B1 и B2 – концевые точки сайта сегмен-
та, определяющего параболическое ребро, [0,1]t ∈  – 

параметр кривой Безье. 
В случае сайтов «точка–точка» бисектор пред-

ставляет собой линейное ребро, но из-за того, что ра-
диальную функцию данного линейного бисектора 
нельзя представить в виде кривой Безье 1-го порядка, 
будем использовать представление в виде рациональ-
ной кривой Безье 2-го порядка и для данного бисек-
тора, и для его радиальной функции [7]: 
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где V0 (x0, y0), V2 (x2, y2) – концевые точки ребра, r0 и r2 – 
радиусы соответствующих данным точкам концевых 
максимальных пустых кругов, [0,1]t ∈  – параметр 

кривой Безье, ω1 – весовой коэффициент, r1 – радиус 
контрольного круга, x1 – координата контрольной 
вершины на оси абсцисс. Для определения r1 и x1 ре-
шается система уравнений (1.4): 

2
0 1 0 1

2
2 1 2 1

r r x x c

r r x x c

 ⋅ − ⋅ =


⋅ − ⋅ =
, (1.4) 

где с – 1/2 расстояния между сайтами точками, опре-
деляющими бисектор. 
Для определения ω1 решается система уравнений 

(1.5): 
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Описанное удобно и представление для скелета и 
радиальной функции будет непосредственно исполь-
зоваться в следующих разделах. 

2. Скелет и спектр многоугольной фигуры 
по эллиптическому СЭ фиксированной формы 

Предлагаемая идея построения спектра бинарного 
изображения с эллиптическим СЭ основывается на 
введении и использовании понятия эллиптического 
скелета двумерной фигуры и эллиптической карты 
размеров. 
В качестве перемещаемого и масштабируемого 

СЭ будем рассматривать эллипс, у которого отноше-
ние большой и малой полуосей фиксировано 
(a/b = const), а также фиксирован угол наклона φ .  

Рассмотрим множество таких фиксированных эл-
липсов Ea,b,ϕ. 

Определение 5. Пустым эллипсом будем назы-
вать эллипс из Ea,b,ϕ, который целиком содержится в 
фигуре или в фоне (дополнении фигуры до кадра). 

Определение 6. Максимальным пустым эллипсом 
называется такой пустой эллипс, который не содер-
жится целиком ни в одном другом пустом эллипсе. 

Определение 7. Эллиптическим скелетом бинар-
ной фигуры по эллиптическому СЭ называется мно-
жество центров максимальных пустых (вписанных в 
фигуру) эллиптических СЭ. 
Пусть заданы: исходная многоугольная фигура и 

фиксированный эллиптический СЭ из Ea,b,ϕ. Требует-
ся построить эллиптический скелет многоугольной 
фигуры. Очевидно, что преобразование данного эл-
липтического СЭ в дисковый СЭ той же площади 
описывается соответствующим фиксированным экви-
аффинным преобразованием. Результат применения 
того же эквиаффинного преобразования к исходной 
многоугольной фигуре будем называть эквиаффин-
ной многоугольной фигурой. Заметим, что эквиаф-
финная многоугольная фигура может быть вычислена 
путём применения эквиаффинного преобразования к 
координатам каждой из вершин исходной много-
угольной фигуры. Как известно, любое эквиаффинное 
преобразование обратимо. Следовательно, существу-
ет взаимно однозначное соответствие между много-
угольной фигурой, эллиптическим СЭ и эллиптиче-
ским скелетом многоугольной фигуры с одной сторо-
ны и эквиаффинной многоугольной фигурой, диско-
вым СЭ и соответствующим дисковым скелетом эк-
виаффинной многоугольной фигурой с другой, при-
чём каждой терминальной вершине или узлу эллип-

тического скелета многоугольной фигуры соответст-
вует терминальная вершина или узел дискового ске-
лета эквиаффинной многоугольной фигуры, коорди-
наты которых связаны эквиаффинным преобразова-
нием. Значит, поскольку дисковый скелет эквиаф-
финной многоугольной фигуры представляет собой 
связный планарный граф, рёбра которого являются 
отрезками прямых или сегментами парабол, а при эк-
виаффинном преобразовании связность графов не на-
рушается, прямые переходят в прямые, а параболы – 
в параболы, то эллиптический скелет многоугольной 
фигуры обладает теми же свойствами. Т.е. доказано: 

Утверждение 1. Эллиптический скелет много-
угольной фигуры представляет собой связный пла-
нарный граф, рёбра которого являются отрезками 
прямых или сегментами парабол. 
При этом, как было отмечено ранее, дисковый 

скелет эквиаффинной многоугольной фигуры может 
быть эффективно вычислен аналитически [1]. Иными 
словами, вычисление эллиптического скелета пред-
полагает выполнение следующих основных шагов: 

1)  определение эквиаффинного преобразования 
по заданному эллиптическому СЭ; 

2)  преобразование многоугольной фигуры в экви-
аффинную многоугольную фигуру путём применения 
эквиаффинного преобразования ко всем вершинам 
многоугольной фигуры; 

3)  быстрое вычисление дискового скелета экви-
аффинной многоугольной фигурой с использованием 
обобщённой диаграммы Вороного [1]; 

4)  обратное преобразование дискового скелета 
эквиаффинной многоугольной фигуры в эллиптиче-
ский скелет многоугольной фигуры путём примене-
ния обратного эквиаффинного преобразования ко 
всем узлам и вершинам дискового скелета эквиаф-
финной многоугольной фигуры.  

Поскольку преобразование многоугольной фигу-
ры в эквиаффинную многоугольную фигуру выпол-
няется за линейное по числу вершин многоугольной 
фигуры время, а обратное преобразование дискового 
скелета эквиаффинной многоугольной фигуры в эл-
липтический скелет многоугольной фигуры выполня-
ется за линейное время по числу узлов дискового 
скелета эквиаффинной многоугольной фигуры, оцен-
ка времени вычисления эллиптического скелета оп-
ределяется временем вычисления обобщённой диа-
граммы Вороного O (n · log n), где n – число сторон и 
вершин (сайтов) исходной фигуры [1]. Таким обра-
зом, справедливо: 

Утверждение 2. Процедура вычисления эллип-
тического скелета многоугольной фигуры с фиксиро-
ванным эллиптическим СЭ линейно сводится к про-
цедуре вычисления скелета с дисковым структури-
рующим элементом.  
С использованием эллиптического скелета пред-

полагается вычислять вспомогательный морфологи-
ческий дескриптор – эллиптическую карту размеров. 

Определение 8. Эллиптической картой размеров 
фигуры по максимальным эллиптическим СЭ будем 
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называть двумерную функцию, определённую на за-
данном кадре и принимающую в каждой точке кадра 
значение, равное размеру покрывающего данную 
точку максимального пустого эллипса наибольшей 
площади, вписанного в фигуру или фон (если точка 
принадлежит фигуре или фону соответственно). Если 
эллипсы вписаны в фигуру, то размер эллипсов бе-
рётся со знаком «+», если в фон, то со знаком «–». 
Определим понятие эллиптического спектра, ис-

пользуя эллиптическую карту размеров. 
Определение 9. Эллиптическим спектром разме-

ров по максимальному эллиптическому СЭ будем на-
зывать гистограмму эллиптической карты толщин 
изображения по максимальному эллиптическому 
элементу. 
В последующих двух разделах поочерёдно под-

робно будут рассмотрены: эквиаффинное преобразо-
вание эллипса в диск и вычислительно эффективный 
алгоритм построения эллиптических скелетов, эллип-
тических карт размеров и эллиптических спектров с 
фиксированным эллиптическим структурирующим 
элементом. 

3. Эквиаффинное преобразование эллипса в диск 

Для начала рассмотрим, как устроено эквиаффин-
ное преобразование между диском и эллипсом. 
Известно, что при эквиаффинном преобразовании 

эллипс переходит в эллипс, частным случаем которо-
го является окружность. Найдём матрицу эквиаф-
финного преобразования эллипса в диск. 
Пусть имеется эллипс, который характеризуется 

углом наклона φ  между большой полуосью a и осью 

абсцисс, b – малая полуось. Пусть имеется диск с ра-
диусом R. Ox1y1 – прямоугольная система координат, 
связанная с большой полуосью эллипса, Oxy – прямо-
угольная система координат (рис. 2). Начало коорди-
нат Ox1y1 и Oxy совпадают. 

     
Рис. 2. Эллипс (a) – (б) и диск (в) c указанием систем 

координат и основных обозначений 

Для того, чтобы преобразовать повёрнутый эллипс 
в диск: 

1) найдём координаты повёрнутого эллипса в сис-
теме Ox1y1, связанной с его главной полуосью. 

1
1

1

cos sin

sin cos

x x
x S x

y y

φ φ    ′ ′= ⋅ ⇒ =    − φ φ   
, (3.1) 

где S – матрица перехода от Oxy к Ox1y1; 

1
1 1

1

cos sin

sin cos

xx
x S x

y y

φ − φ     ′ ′= ⋅ ⇒ =     φ φ    
, (3.2) 

где S1 – матрица перехода от Ox1y1 к Oxy; 
2) зная соответствие между двумя точками на эл-

липсе и диске в системе Ox1y1, получим матрицу эк-
виаффинного преобразования эллипса в диск. 
Так как центры эллипса и диска совпадают, то в 

общем виде (экви)аффинное преобразование эллипса 
в диск имеет вид: 

11 12 11 12

21 2221 22

,     d e e

d e e

x a x a y a a
A

a ay a x a y

= +  
=  = +  

, 

где A – матрица эквиаффинного преобразования, xd, yd – 
координаты точки диска, которая соответствует точке 
(xe,

 ye) на эллипсе. 
Также при эквиаффинном преобразовании пло-

щадь эллипса и полученного из него диска равны, по-
этому существует связь между радиусом диска и раз-
мерами полуосей эллипса. 
Пусть Se – площадь эллипса, Sd – площадь диска. 

2 ,       e dS R S a b= π ⋅ = π⋅ ⋅ , 

тогда 2R a b R a bπ ⋅ = π ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ .  (3.3) 
Выберем 2 точки на эллипсе (рис. 3), для которых 

известно, в какие точки на диске они переходят, и со-
ставим систему уравнений, из которой определим мат-
рицу аффинного преобразования эллипса в диск. 

 
Рис. 3. Отображение точек эллипса в точки диска 

 при эквиаффинном преобразовании 

Зависимость радиуса диска от величины полуосей 
эллипса: 
для e1 и d1: 

11 12
11 21

21 22

0
, 0

0 0

R a a a Ra aaa a a

= ⋅ + ⋅
⇒ = = = ⋅ + ⋅

, 

для e2 и d2: 

11 12
12 22

21 22

0 0
0,

0

a a b Ra a bR a a b

= ⋅ + ⋅
⇒ = = = ⋅ + ⋅

. 

Матрица эквиаффинного преобразования эллипса 
в диск: 

00

00
e d

a b b
aaA

a b a
bb

→

   ⋅
   = =   ⋅   
   

. (3.4) 

При этом нетрудно убедиться, что матрица экви-
аффинного преобразования диска в эллипс будет 
иметь вид: 

0 0

0 0
d e

a a
a b b

A
b b

a b a

→

   
   ⋅= =   
   ⋅   

. (3.5) 
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Таким образом, было установлено соответствие ме-
жду повёрнутым эллипсом и диском заданного радиуса. 

4. Вычислительно эффективный алгоритм 
построения морфологических дескрипторов 

с фиксированным эллиптическим СЭ 

Рассмотрим множество фиксированных эллипсов 
Ea,b,ϕ. В качестве фактора размера, по которому будем 
строить морфологические дескрипторы, в данном 
случае предлагается использовать корень из площади 
эллипса (характеризующий локальный размер фигу-
ры в целом) или величину его малой полуоси (харак-
теризующую локальную толщину фигуры). 

Алгоритм 1 
Вход: бинарное изображение, содержащее фигуру 

(рис. 4а). Эллипс с параметрами:  
, ,  ( / ), .a b a b с const const= = φ =  

 
Рис. 4. Слева показано исходное изображение  

до эквиаффинного преобразования (а); по центру – 
дисковый скелет (б) эквиаффинно преобразованной 

многоугольной фигуры. Справа – дисковая  
карта размеров (в) 

Выход: эллиптический спектр, аналитическое 
описание эллиптического скелета, эллиптическая 
карта размеров. 

1. Вычислить внешние и внутренние многоуголь-
ные контура фигуры на изображении алгоритмом по-
строения разделяющего многоугольника минималь-
ного периметра [1]. Пусть ( , )n n n

i i iK x y  – i-ая вершина 

в контуре n с координатами ,n n
i ix y . 

2. Преобразовать координаты каждой вершины 
( , )n n n

i i iK x y , последовательно применяя матрицу пе-

рехода (3.1) и матрицу эквиаффинного преобразова-
ния (3.4), получить вершины n

i afK  эквиаффинного кон-

тура: 

1 1cos sin
.

sin cos

n n
i af e d i

n n
i af i

n n
i af i

K A S K

x x
с с

y yс с

→= ⋅ ⋅ ⇒

    ⋅ φ ⋅ φ
  ⇒ =         − ⋅ φ ⋅ φ 

 (4.1) 

3. Построить дисковый скелет эквиаффинной мно-
гоугольной фигурой по алгоритму [1], используя экви-
аффинно преобразованные контура. Получить скелет-
ное описание в виде составной кривой Безье, опреде-
лённой своим контрольным планарным прямолинейным 
графом [6] (формулы (1.1), (1.2) и (1.3)) (рис. 4б). 

4. Вычислить морфологические дескрипторы. 
4.1. Вычислить эллиптический скелет исходной 
многоугольной фигуры.  

4.1.1. Преобразовать координаты вершин  
{ ( , ) , 0,..,2}i i iV x y i =  характеристических 

многоугольников контрольного графа дис-
кового скелета эквиаффинной многоуголь-
ной фигуры последовательным применени-
ем эквиаффинного преобразования диска в 
эллипс (3.5) и матрицы перехода (3.2), по-
лучить вершины { ( , ), 0,..,2}e e e

i i iV x y i =  ха-

рактеристических многоугольников кон-
трольного графа, соответствующих эллип-
тическому скелету:  

1cos sin

1sin cos

e
i i

e
ii

cx xс

yy c
с

 ⋅ φ − ⋅ φ    =     
    ⋅ φ ⋅ φ

 

. 

4.1.2. Для вычисления радиальной функции 
в точках эллиптического скелета (в данном 
случае радиальная функция определяет зна-
чения большой a(t) и малой b(t) полуосей) 
удобно пользоваться выражениями радиаль-
ной функции для кругов, определяемой че-
рез вершины контрольного графа [6] (фор-
мулы (1.1), (1.2) и (1.3)), и формулой пере-
счёта (3.3) c учётом a/b =

 c = const: 

( ) ( ) ,

( ) ( ) 1/ .

a t r t c

b t r t c

= ⋅

= ⋅
 (4.2) 

Рис. 5 демонстрирует эллиптическое скелетное 
описание для изображения листа (рис. 4а). 

4.2. Построить эллиптическую карту размеров 
(рис. 6). 

4.2.1. Получить дисковую карту размеров 
(толщин) (рис. 4в) для эквиаффинной мно-
гоугольной фигуры (рис. 4б) по алгоритму 
[4, 5]. 
4.2.2. Двигаясь по элементам (пикселам) эл-
липтической карты размеров исходного изо-
бражения, найти соответствие между ними и 
элементами дисковой карты размеров экви-
аффинной многоугольной фигуры (4.1), при 
этом элементам эллиптической карты разме-
ров исходного изображения присваивается 
значение фактора размера с учётом пересчё-
та значений радиусов кругов к значениям 
полуосей эллипса по формуле (4.2). 

4.3. Вычислить эллиптический спектр как гисто-
грамму эллиптической карты размеров (шаг 
4.2.2, рис. 6.) (способ 1), согласно определению 
9, или как гистограмму дисковой карты разме-
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ров (шаг 4.2.1, рис. 4в), собранную с учётом пе-
ресчёта (4.2) радиусов кругов к значениям полу-
осей эллипса (способ 2).  

 
Рис. 5. Эллиптический скелет фигуры. Сплошной линией 

отмечены контура, штрихпунктирными линиями – скелет, 
пунктирными линиями – вписанные эллипсы 

 
Рис. 6. Положительная часть  
эллиптической карты размеров 

Первый способ получения эллиптического спек-
тра является точным, так как параметры эллипсов 
вычисляются аналитически. Второй способ является 
наиболее быстрым (процедуру растеризации дисков 
можно организовать быстрее, чем эллипсов), но ме-
нее точным, так как проявляются недостатки дис-
кретного представления при переходе между пиксе-
лами диска и пикселами эллипса. Существует и тре-
тий способ (способ 3) вычисления эллиптического 
спектра, который эффективнее способа 1 и чуть более 
медленный по сравнению со способом 2, но при этом 
является точным. Действуя по аналогии с шагом 
4.2.2, нужно откорректировать процесс сбора гисто-
граммы в способе 2 таким образом, чтобы пикселы 
исходного изображения, которые попадают в один и 
тот же пиксел дисковой карты размеров, учитывались 
соответствующее число раз.  
Предложенный в данном разделе алгоритм позво-

ляет эффективно формировать эллиптические спек-
тры, но по-прежнему никак не характеризует струк-

турную информацию о направлениях «значимых час-
тей» фигуры. Этих недостатков лишён спектр, опи-
санный далее. 

5. Эллиптические спектры и карты факторов 
формы по максимальным эллиптическим 

структурирующим элементам 

Рассмотрим теперь множество всех возможных 
эллипсов E ( / , ).a b const const≠ φ ≠   

Определение 10. Пустым эллипсом будем назы-
вать эллипс из E, который целиком содержится в фи-
гуре или в фоне (дополнении фигуры до кадра). 

Определение 11. Максимальным пустым эллипсом 
называется такой пустой эллипс, который не содер-
жится целиком ни в одном другом пустом эллипсе из E. 

Определение 12. Эллиптической картой размеров 
фигуры по максимальным эллиптическим СЭ будем 
называть двумерную функцию, определённую на за-
данном кадре и принимающую в каждой точке кадра 
значение, равное размеру покрывающего данную точ-
ку максимального пустого эллипса наибольшей пло-
щади, вписанного в фигуру или фон (если точка при-
надлежит фигуре или фону соответственно). Если эл-
липсы вписаны в фигуру, то размер эллипсов берётся 
со знаком «+», если в фон, то со знаком «–». 

Определение 13. Эллиптическим спектром разме-
ров по максимальному эллиптическому СЭ будем назы-
вать гистограмму эллиптической карты толщин изо-
бражения по максимальному эллиптическому элементу. 

Определение 14. Эллиптической картой направле-
ний по максимальному эллиптическому элементу будем 
называть двумерную функцию, определённую на задан-
ном кадре и принимающую в каждой точке кадра зна-
чение, равное ориентации покрывающего данную точку 
максимального пустого эллипса наибольшей площади, 
вписанного в фигуру или фон (если точка принадлежит 
фигуре или фону соответственно). Если эллипсы вписа-
ны в фигуру, то направление эллипсов берётся со зна-
ком «+», если в фон, то со знаком «–». 

Определение 15. Эллиптическим спектром направ-
лений по максимальному эллиптическому СЭ будем на-
зывать гистограмму эллиптической карты направлений 
по максимальному эллиптическому элементу. 

Определение 16. Эллиптической картой вытянуто-
сти по максимальному эллиптическому элементу будем 
называть двумерную функцию, определённую на задан-
ном кадре и принимающую в каждой точке кадра зна-
чение, равное вытянутости покрывающего данную точ-
ку максимального пустого эллипса наибольшей площа-
ди, вписанного в фигуру или фон (если точка принад-
лежит фигуре или фону соответственно). Если эллипсы 
вписаны в фигуру, то направление эллипсов берётся со 
знаком «+», если в фон, то со знаком «–». 

Определение 17. Эллиптическим спектром вытяну-
тости по максимальному эллиптическому СЭ будем на-
зывать гистограмму эллиптической карты вытянутости 
по максимальному эллиптическому элементу. 
Легко убедиться, что спектры вытянутости инвари-

антны к сдвигу, масштабу и повороту изображения, в 
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то время как спектры размеров и направлений инвари-
антны только к сдвигу-повороту и сдвигу-масштабу 
соответственно. В случае спектра направлений учесть 
вращение также можно, используя циклический сдвиг 
при сравнении подобных спектров. 
Могут быть определены также двумерные спек-

тры по различным сочетаниям факторов формы. 
Определение 18. Эллиптическими спектрами раз-

мера-направления, размера-вытянутости и вытянуто-
сти-направления по максимальному эллиптическому 
СЭ будем называть двумерные совместные гисто-
граммы соответствующих пар карт по максимально-
му эллиптическому СЭ. 
Рис. 7 иллюстрирует карту размеров и карту на-

правлений. Размеры и направления, представленные в 
фигуре, кодируются в градациях серого от 0 до 255: 0 
соответствует минимальному размеру и минималь-
ному углу в 0°, 255 соответствует максимальному 
размеру и максимальному углу в 179°. 

 
Рис. 7. Карта размеров (слева)  

и карта направлений (справа) фигуры  
по максимальному эллиптическому элементу 

Можно предложить следующий наивный алго-
ритм вычисления введённых выше двумерных совме-
стных эллиптических спектров по факторам размера 
и формы на основе алгоритма 1. 

Алгоритм 2 
Вход: бинарное изображение двумерной фигуры 

размера w × h. 
Выход: набор эллиптических спектров по факто-

рам размера и формы. 
1. Вычислить по алгоритму 1 эллиптические кар-

ты размеров для всех фиксированных эллиптических 
СЭ с параметрами в диапазоне 0 ,...,179 ,φ = ° °  

2 20,..., / 2,a w h= +  2 20,..., / 2b w h= + . 
2. Получить эллиптические карты по факторам 

размера и формы для всех возможных эллипсов, по-
следовательно просканировав все пикселы во всех 
картах размера, найдя максимальный эллипс наи-
большей площади, покрывающий данную точку, и 
его параметры (согласно определениям 12, 14, 16). 

3. Вычислить спектры по факторам размера и фор-
мы как гистограммы соответствующих карт толщин. 
Примеры «эллиптических» карт толщин по мак-

симальному эллиптическому СЭ приведены на 
рис. 7, 8. 

Изменяя дискрет, с которым измеряется угол на-
клона эллипса и размеры полуосей, можно достичь 
компромисса между скоростью вычисления и чувст-
вительностью спектра. 

 
Рис. 8. Примеры эллиптических карт размеров (слева) 
и карт направлений (справа) для фигур 1–3 из набора [8] 

Примеры эллиптических спектров размеров и на-
правлений для фигур из базы [8] приведены на 
рис. 9 – 14, направления квантуются с шагом в 20°. 

 
Рис. 9. Эллиптический спектр размеров фигуры 1 

Заключение 

В работе предложен аналитический подход к вычис-
лению непрерывных эллиптических скелетов. Описана 
связь между эллиптическими и дисковыми скелетами.  
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Рис. 10. Эллиптический спектр размеров фигуры 2 

 
Рис. 11. Эллиптический спектр размеров фигуры 3 

 
Рис. 12. Эллиптический спектр направлений фигуры 1 

 
Рис. 13. Эллиптический спектр направлений фигуры 2 

 
Рис. 14. Эллиптический спектр направлений фигуры 3 

На основе эллиптических скелетов предложен вы-
числительно эффективный дискретно-непрерывный 
подход к построению морфологических спектров с эл-
липтическими структурирующими элементами. Вве-
дены понятия морфологических эллиптических карт и 
спектров размеров, направлений, вытянутости, на ос-
нове которых определены также двумерные спектры 
по различным сочетаниям факторов размера и формы. 
В прикладных задачах компьютерного зрения эл-

липтические спектры могут применяться как для сег-
ментации фигуры на области различной толщины и/или 
направления, так и в качестве дескрипторов формы для 
распознавания типа наблюдаемых фигур. В дальней-
шем, по аналогии с результатами, ранее полученными в 
работе [5] для дисковых СЭ, мы надеемся показать, что 
при сравнении c помощью EMD-метрик [9] эллиптиче-
ские спектры также являются устойчивыми дескрипто-
рами формы фигур и изображений по отношению к 
контурным и площадным искажениям. При этом они 
заведомо более информативны и чувствительны, чем 
дисковые спектры, поскольку содержат, наряду с ин-
формацией о локальной толщине фигуры, также ин-
формацию о локальных вытянутости и направлении.  

Благодарности 

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 
14-07-00914-А и 12-07-00798-а. 

Литература 
1. Местецкий, Л.М. Непрерывная морфология бинарных 

изображений. Фигуры. Скелеты. Циркуляры. – М.: Физ-
матлит, 2009. – 688 с. 

2. Serra, J. Image Analysis and Mathematical Morphology. – 
London: Academic Press, 1982. – 610 p. 

3. Maragos, P. Pattern Spectrum, Multiscale Shape Representa-
tion // Pattern Analysis and Machine Intelligence, IEEE Trans-
actions on. – 1989, July – Vol. 11, Issue 7. – P. 701-716. 

4. Визильтер, Ю.В. Вычисление морфологических спек-
тров плоских фигур с использованием непрерывных ске-
летных представлений / С.В. Сидякин, А.Ю. Рубис // 
Сборник докладов 15-й Всероссийской конференции 
«Математические методы распознавания образов». – М.: 
МАКС Пресс, 2011. – С. 416-419.  

5. Сидякин, С.В. Разработка алгоритмов построения мор-
фологических спектров для анализа цифровых изображе-
ний и видеопоследовательностей: дисс. канд. тех. наук. – 
М.: ВЦ РАН, 2013. – 163 с. 



Морфологические дескрипторы формы бинарных изображений … Сидякин С.В., Визильтер Ю.В. 

Компьютерная оптика, 2014, том 38, №3 519 

6. Местецкий, Л.М. Скелет многоугольной фигуры – 
представление плоским прямолинейным графом // 
Труды международной конференции по компьютер-
ной графике и зрению «ГрафиКон 2010». – СПб, 
2010. – C. 222-229. 

7. Mestetskiy, L.M. Segment Voronoi Diagram Represen-
tation by Bezier Control Graph // Proceedings of the 10th 
International Symposium on Voronoi Diagrams in Sci-
ence and Engineering (ISVD 2013). – Saint Peters-
burg, 2013. – P. 75-81. 

8. Bronstein, A.M. Analysis of two-dimensional non-rigid 
shapes / M.M. Bronstein, A.M. Bruckstein, R. Kimmel // In-
ternational Journal of Computer Vision (IJCV). – 2008. –
Vol. 78(1). – P. 67-88. 

9. Rubner, Y. The Earth Mover’s Distance as a Metric for Im-
age Retrieval / C. Tomasi, L.J. Guibas // International Journal 
of Computer Vision. – 2000. – Vol. 40(2). – P. 99-121. 

References 

1. Mestetskiy, L.M. Continuous morphology of binary images: 
figures, skeletons, circulars. – Moscow: “Fizmatlit” Publisher, 
2009. – 288 p. – (In Russian). 

2. Serra, J. Image Analysis and Mathematical Morphology. – 
London: Academic Press, 1982. – 610 p. 

3. Maragos, P. Pattern Spectrum, Multiscale Shape Representa-
tion // Pattern Analysis and Machine Intelligence, IEEE Trans-
actions on. – 1989, July – Vol. 11, Issue 7. – P. 701-716. 

4. Vizilter, Yu.V. Morphological spectrum computation of 
flat figures using continuous skeletal representations / 
S.V. Sidyakin, A.Yu Rubis // Proceedings of 15th 
Conference on Mathematical Methods in Pattern 
Recognition – Moscow: “MAKS Press” Publisher, 2011 – 
P. 416-419. – (In Russian). 

5. Sidyakin, S.V. Morphological pattern spectra algorithm de-
velopment for digital image and video sequences analysis // 
PhD Thesis. – Moscow: Institution of Russian Academy of 
Sciences Dorodnicyn Computing Centre of RAS (CC RAS), 
2013. – 163 p. – (In Russian). 

6. Mestetskiy, L.M. Skeleton of polygonal figure – represen-
tation by planar linear graph // Proceedings of the 20th 
International Conference on Computer Graphics and Vision 
“Graphicon 2010” Publisher. – Saint Petersburg, 2010. – 
P. 222-229 – (In Russian). 

7. Mestetskiy, L.M. Segment Voronoi Diagram Representation 
by Bezier Control Graph // Proc. of the 10th International 
Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineer-
ing (ISVD 2013). – Saint Petersburg, 2013. – P. 75-81 

8. Bronstein, A.M. Analysis of two-dimensional non-rigid 
shapes / M.M. Bronstein, A.M. Bruckstein, R. Kimmel // In-
ternational Journal of Computer Vision (IJCV). – 2008. –
Vol. 78(1). – P. 67-88. 

9. Rubner, Y. The Earth Mover’s Distance as a Metric for Im-
age Retrieval / C. Tomasi, L.J. Guibas // International Journal 
of Computer Vision. – 2000. – Vol. 40(2). – P. 99-121. 

 

 

MORPHOLOGICAL SHAPE DESCRIPTORS OF BINARY IMAGES BASED  
ON ELLIPTICAL STRUCTURING ELEMENTS 

S.V. Sidyakin, Yu.V. Vizilter  
FGUP “GosNIIAS” 

Abstract  

In this paper, we proposed algorithms for constructing continuous skeletons with elliptical 
structuring element (SE). The transformation between disk and elliptical skeletons is described.  
Computationally efficient discrete-continuous approach for the construction of morphological de-
scriptors (spectra and maps) with fixed elliptical SE is proposed based on elliptical skeletons. The 
definitions of morphological elliptical maps, size spectra, directions spectra, elongation spectra 
with arbitrary elliptical structuring element is proposed. Definitions of two-dimensional spectra 
with various combinations of size and shape factors is given. Proposed morphological descriptors 
can be used directly for shape comparison or for shape segmentation into simple geometric parts 
of specified thickness, direction and elongation. 

Key words: mathematical morphology, pattern spectra, continuous skeleton, ellipse. 
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