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Аннотация 
Рассмотрен алгоритм определения пространственной ориентации объекта с размещён-

ными на его поверхности реперными излучателями с использованием одной откалиброван-
ной видеокамеры. Алгоритм основан на последовательном решении задачи perspective-four-
point и уточнении пространственных координат реперов с применением метода оптимиза-
ции Левенберга – Марквардта. Показано, что при нахождении в поле зрения камеры четы-
рёх реперов с априорно известными расстояниями между ними, измеренными с погрешно-
стью не более 0,15 мм, возможно определение угловой ориентации объекта в реальном 
масштабе времени с погрешностью не более 20 угловых минут. 
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Введение 

Определение пространственных координат и угло-
вой ориентации подвижных объектов является акту-
альной задачей систем технического зрения. В ряде ча-
стных задач оценивания пространственного положе-
ния (системы виртуальной реальности, целеуказания, 
пилотирования летательных аппаратов, медицинские 
приложения) на объекте размещаются светоизлучаю-
щие метки (реперы), расстояния между которыми фик-
сированы и могут быть измерены с высокой точно-
стью. Это позволяет реализовать вычисление 3D-
координат реперов с использованием стереопары ка-
мер [1–3] либо одной, но перемещаемой камеры [4, 5]. 

1. Калибровка камеры 

Оценка матрицы внутренних параметров камеры 

При использовании математической модели про-
ективной камеры связь между пространственными 
однородными координатами n реперных точек объек-

та M i = [Xi, Yi, Zi, 1]T, i = 1,n , в системе координат 

OXYZ и 2D-координатами их образов в плоскости 
изображения mi = [ui, vi, 1]T (рис. 1) устанавливает 
матрица проекции P [1]: 

mi = λiPM i, 

где λi = P<3>M i – масштабный множитель, а символ 
<j> обозначает j-ю строку матрицы. В свою очередь, 
матрица проекции может быть представлена в виде 
произведения матрицы внутренних параметров каме-
ры A и матрицы K  = [R|t] переноса системы коорди-
нат OXYZ в систему координат камеры OсXсYсZс: 

P = AK  = A[R|t], (1) 

где R и t – соответственно матрица поворота и вектор 
трансляции. 

Если проводить измерения 3D-координат одной 
фиксированной камерой, система координат которой 
совпадает с внешней системой координат OXYZ, то 
(1) преобразуется в P = [A|0], где 0 = [0, 0, 0]T, 

A = 
0

00

0 0 1

u

v

α γ 
 β 
  

, 

α и β – фокусные расстояния камеры fx и fy, выражен-
ные в единицах ширины и высоты пикселя соответст-
венно, γ = ctgθa – параметр, учитывающий неортого-
нальность координатных осей ou и ov матрицы каме-
ры, (u0, v0) – 2D-координаты главной точки [1, 6]. 

 
Рис. 1. Система координат проективной камеры 

Существует ряд методов калибровки камеры с це-
лью оценки матрицы A [7–10], каждый из которых 
имеет определённые преимущества, однако наиболь-
шее распространение получили подходы с использо-
ванием шаблона типа «шахматная доска» и алгорит-
мов калибровки по методам Джанга (Zhang) 
[8, 11, 12] или Цаи (Tsai) [13]. В данной работе ка-
либровка выполнялась по методу Джанга, согласно 
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которому элементы матрицы A оцениваются путём 
решения переопределённой системы из lN+ уравне-
ний для l кадров, снятых с разных ракурсов, где N+ – 
количество автоматически выделенных на шаблоне 
углов квадратов с априорно известной длиной сторо-
ны. Максимально правдоподобная оценка A в соот-
ветствии с [11, 12] находится путём минимизации с 
использованием алгоритма Левенберга – Марквардта 
[14–16] функционала 

( ) 2

1 1

ˆ , , ,
Nl

ij i i ij
i j

+

= =

−∑∑ m m A R t M , (2) 

где Ri и t i – соответственно матрица поворота и век-
тор трансляции для i-го изображения шаблона, 

1,i l= , которые также оцениваются в ходе калибров-

ки, а символ || ⋅ || обозначает два-норму вектора. Для 
уменьшения числа оптимизируемых параметров при 
минимизации (2) матрица R размерности 3×3 в соот-
ветствии с формулой Родрига [17, 18] заменяется эк-
вивалентным вектором r  размерности 3×1, парал-
лельным оси вращения, с амплитудой, пропорцио-
нальной углу поворота. 

Оценка параметров дисторсии 

Объектив реальной камеры вносит дисторсионные 
искажения, которые можно описать моделью Брау-
на – Конради [19] с коэффициентами радиальной и 
тангенциальной дисторсии k1, k2, k3 и p1, p2 соответст-
венно: 
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 (3) 

где (xнi, yнi) = (xi/f, yi/f) = (Xi/Zi, Yi/Zi), r = (xнi
2 + yнi

2)1/2, 

i = 1, N+ , (xнdi, yнdi) и (xнi, yнi) – соответственно норми-

рованные координаты с дисторсией и без. Альтерна-
тивные модели дисторсии приводятся в [20, 21]. 
Учёт модели дисторсии (3) в (2) заключается в 

минимизации функционала [11, 12] 

( ) 2
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ˆ , , , ,
Nl

ij d i i ij
i j

+

= =

−∑∑ m m A k R t M  (4) 

с использованием алгоритма оптимизации Левенбер-
га – Марквардта, где kd = [k1, k2, p1, p2, k3]

T. Результа-
том оптимизации являются оценки матриц A, 

K i = [Ri|t i], i = 1, l , и коэффициентов дисторсии kd. 

2. Алгоритмы определения пространственной 
ориентации объекта с реперными излучателями 

Алгоритмы PnP 

Известно [17, 18], что для аффинных преобразова-
ний по n ≥ 3 точкам, не лежащим на одной прямой, 
возможно оценить матрицу трансформации T, связы-
вающую однородные координаты множества (меша) 

исходных точек M 0i =  [M0xi, M0yi, M0zi, 1]T, i = 1,n , и 

координаты точек после поворота и линейного пере-
мещения (трансляции) M i = [Mi, Mi, Mi, 1]T: 

M i = TM 0i. (5) 

Однозначное аналитическое решение задачи вос-
становления 3D-координат точек M i по их изображе-

ниям mi, i = 1,n , n > 3, даёт использование алгорит-

мов PnP (Perspective-n-Point) [22–24]. 
Геометрическая постановка задачи P3P для моде-

ли проективной камеры приведена на рис. 2. Расстоя-

ния Rij = ||M i – M j||, i = 1,3, j = 1,3, i ≠ j, полагаются 

априорно известными, а углы ϕ12 = γ, ϕ13 = β и ϕ23 = α 
могут быть найдены при известной либо оцененной 
по (4) матрице внутренних параметров камеры A из 
соотношений: 

cosϕij = xi
Txj/{||xi||||xj||}, 

xi = A-1mi. 

 
Рис. 2. Геометрическая постановка задачи P3P 

В соответствии с теоремой косинусов для точек 
M1, M2 и M3 справедлива система уравнений: 

2 2 2
2 3 2 3 23

2 2 2
1 3 1 3 13

2 2 2
1 2 1 2 12

2 cos 0,

2 cos 0,

2 cos 0,

s s s s R

s s s s R

s s s s R

 + − α − =


+ − β − =
 + − γ − =

 (6) 

которая с использованием методик [24] или [25] мо-
жет быть сведена к полиному 4-го порядка: 

a4t
4 + a3t

3 + a2t
2 + a1t + a0 = 0, (7) 

где t = s1
2. Для n = 3 точек Mi, i = 1,n , j = 1,n , i ≠ j, 

можно составить n(n – 2)/2 полиномов вида 

si
2 + sj

2 – 2sisjcosϕij – Rij
2 = 0 

и (n – 1)(n – 2)/2 полиномов четвёртой степени ви-
да (7). Используя в соответствии с алгоритмом P4P 
дополнительную точку M4 (рис. 2), по аналогии с (6) 
по тройкам точек M1 - M2 - M3, M1 - M2 - M4 и 
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M1 - M3 - M4, в каждую из которых входит точка M1, 
составляют систему из трёх уравнений: 

4 3 2
4 3 2 1 0

* 4 * 3 * 2 * *
4 3 2 1 0

** 4 ** 3 ** 2 ** **
4 3 2 1 0

        0,

          0,

          0,

a t a t a t a t a

a t a t a t a t a

a t a t a t a t a

 + + + + =


+ + + + =
 + + + + =

 (8) 

В матричной форме система линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) (8) перепишется в виде: 

Axtx = 0, (9) 

где tx = [1, t, t2, t3, t4]T, ti = t i, i = 0,4, 0 = [0, 0, 0]T, 

Ax = 

0 1 2 3 4

* * * * *
0 1 2 3 4

** ** ** ** **
0 1 2 3 4

a a a a a

a a a a a

a a a a a

 
 
 
 
 

. 

Аналитическое решение СЛАУ (9) относительно 
вектора переменных tx выполняется с использованием 
SVD-разложения матрицы Ax и подробно рассмотрено 
в [23]. Как показано в [22, 23], при вычисленном реше-
нии СЛАУ (9) решением относительно s1

2 является 
3

2 1
1

0

1

4
i

ii

ts t
+

=

= ∑ , 

и поскольку s1 > 0, то справедливо s1 = 2
1s . 

В [23] показано, что алгоритм P4P обеспечивает 
относительную ошибку измерения расстояний si не 
более 0,1 %, за исключением некоторых критических 
положений, где относительная ошибка может дости-
гать десятков процентов. По этой причине предлага-
ется использовать результаты вычислений по алго-
ритму P4P в качестве начальных условий для поиска 
решения с использованием алгоритма Левенберга – 
Марквардта. 

Определение угловой ориентации объекта с исполь-
зованием алгоритма Левенберга – Марквардта 

Однокамерный алгоритм определения ориентации 
основан на оценивании 3D-координат реперов c ап-
риорно известными евклидовыми расстояниями меж-

ду ними Rij, i, j = 1,n , i ≠ j, и составлении матрицы 

трансформации T из вектора трансляции t размерно-
сти 3×1 и матрицы поворота R размерности 3×3: 

T 1

 
=  
 

R t
T

0
. (10) 

При известных 3D-координатах реперных точек 
M 0i в начальный момент времени и текущих 
3D-координатах M i матрицу трансформации T можно 
оценить, используя формулы [17, 18]: 

R̂  = U
T

1 0 0

0 1 0

0 0 det( )

 
 
 
 
 UV

VT, (11) 

t̂ = 0 ˆ−M RM , (12) 

где 0 0
1

1 n

i
in =

= ∑M M , 
1

1 n

i
in =

= ∑M M , а матрицы U и V 

получаются в результате SVD-разложения матрицы 

H = USVT, H = T
0

1

n

ci ci
i =
∑M M , M 0ci = M 0i – 0M , 

M ci = M i – M . 
Для откалиброванной камеры алгоритм определе-

ния пространственной ориентации объекта с репер-
ными излучателями состоит из следующих этапов. 

1. Сегментация кадра изображения с камеры и оп-
ределение с субпиксельной точностью 2D-координат 
центров свечения реперов в фокальной плоскости 
(udi, vdi) с учётом дисторсии объектива: 

1 1
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∑∑
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где Y(j, k) – яркость пикселя с координатами (j, k), 
Ki и Ji – размеры i-го сегмента по горизонтали и вер-
тикали соответственно. Сортировка номеров сегмен-
тов в соответствии с номерами реперов может вы-
полняться либо путём предсказания 2D-координат 
(udi, vdi) в следующем кадре по текущему кадру [26], 
либо путём репроекции вычисленных на текущем ша-
ге 3D-координат и использовании метода ближайше-
го соседа [6]. 

2. Определение нормированных к фокусному рас-
стоянию камеры f однородных координат центров 
свечения (xнdi, yнdi) в фокальной плоскости с учётом 
дисторсии: 

xнdi = [xнdi, yнdi, 1]T = A-1[udi, vdi, 1]T. 

3. Компенсация дисторсии путём решения n = 4 
систем из двух нелинейных уравнений (3) с двумя 
неизвестными (xнi, yнi) = (Xi/Zi, Yi/Zi) с использованием 
алгоритма Левенберга–Марквардта [1]. За начальное 
приближение в (3) принимается (xнi, yнi) = (xнdi, yнdi). 

4. Выполнение алгоритма P4P для нахождения 
расстояний si и их проекций szi на ось OZ: 

szi  = si/||xi||,  xi = [xнi, yнi, 1]T. 

5. Нахождение координат Zi, i = 1,n , путём реше-

ния системы из n(n-1)/2 нелинейных уравнений с n 
неизвестными с использованием численного метода 
Левенберга – Марквардта: 

|| [xiZi, yiZi, Zi, 1]T – [xjZj, yjZj, Zj, 1]T || = Rij. 

За начальное приближение принимается Z0i = szi. 

6. Оценка матрицы трансформации T̂  в соответ-
ствии с (10)–(12). 

7. Извлечение из матрицы поворота R̂  углов Эй-
лера – Крылова (курса ϕ, тангажа θ и крена ψ) [27]: 

ϕ = atan2(-R31, R11), 

θ = arcsin(R21), 

ψ = atan2(-R23, R22), 
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за исключением случаев θ = ±90°, когда R21 = ±1 и 
ϕ = atan2(-R13, R33). 

3. Результаты эксперимента 

Натурный эксперимент был проведён с тетраэдром 
из светодиодов 3Л153Б инфракрасного диапазона 
(длина волны 900...960 нм) с длиной ребра основания 
L = 5 см и высотой H = 2 см и камерой uEye 5240 RE 
(размер кадра – 1280×1024 пикселей, интерфейс GigE) 
с мегапиксельным объективом Computar H0514-MP со 
светофильтром из оптического стекла ИКС5. По две-
надцати тестовым изображениям (рис. 3) шаблона в 
соответствии с методикой [8, 11, 12] были получены 
матрица внутренних параметров камеры 

 A = 

957,2184 0 616,5408

0 960,6147 540,4816

0 0 1

 
 
 
  

  

и вектор коэффициентов дисторсии 
k = [-0,1257, 0,1615, -8,0649⋅10-4, -2,2624⋅10-4, 0]T. 
Изолинии для компенсации дисторсии (проведены 

через каждые 2 пикселя) приведены на рис. 4. 

 
Рис. 3. Тестовые изображения для оценки дисторсии 

 
Рис. 4. Изолинии и направление смещения пикселей 

для коррекции радиальной и тангенциальной дисторсии 

Среднеквадратическая ошибка (СКО) репроекции 
(в пикселях) для осей u и v составила соответственно 
0,4 и 0,33 (рис. 5). 

В ходе эксперимента плата со светодиодами пово-
рачивалась с использованием моторизованных пово-
ротных платформ Standa 8MR191-28 в фиксирован-
ные угловые положения. Результаты эксперимента 
(см. табл. 1 и 2) показали, что при расстоянии от ка-
меры до центра масс тетраэдра 15...80 см использова-
ние алгоритма обеспечивает в диапазоне углов ази-
мута ±70° и угла места ±50° оценивание угловых ко-
ординат объекта (курса, тангажа и крена) с 
абсолютной ошибкой и СКО не более 20' и простран-
ственных координат реперов – с абсолютной погреш-
ностью не более 2 мм. 

 
Рис. 5. Ошибка репроекции для выделенных углов 
квадратов на кадрах тестового изображения 

Табл. 1. Модуль абсолютной погрешности оценивания угловых 
координат при различных угловых положениях объекта 

Угловое 
положение, 
курс / крен / 
тангаж, град 

Алгоритм P4P 
P4P и алгоритм 
Левенберга– 
Марквардта 

-30 / 0 /0 0,08 / 0,07 / 0,09 0,08 / 0,07 / 0,09 
-60 / 0 / 0 0,12 / 0,1 / 0,15 0,11 / 0,1 / 0,17 
-60 / 0 /-30 0,26 / 0,17 / 0,34 0,24 / 0,14 / 0,29 
-60 / -30 / -45 0,34 / 0,27 / 0,62 0,32 / 0,23 / 0,47 
30 / 0 /0 0,08 / 0,07 / 0,11 0,13 / 0,04 / 0,07 
60 / 0 / 0 0,34 / 0 / 0,31 0,11 / 0,02 / 0,2 
60 / 0 /30 0,36 / 0,83 / 1,68 0,16 / 0,24 / 0,2 
60 / 30 / 45 0,37 / 0,14 / 0,17 0,21 / 0,18 / 0,02 

Табл. 2. Средняя СКО измерения трёх угловых координат 
при различных угловых положениях объекта 

Угловое 
положение, 
курс / крен / 
тангаж, град 

Алгоритм P4P 
P4P и алгоритм 
Левенберга– 
Марквардта 

0 / 0 /0 0,27 0,11 
60 / 0 /-30 0,14 0,06 
-60 / -30 / -45 0,31 0,26 
60 / 0 /30 0,13 0,06 
60 / 30 / 45 0,22 0,07 
Увеличение погрешности при отрицательном тан-

гаже (особенно на малых расстояниях) объясняется 
тем, что расстояние между объектом и камерой 
уменьшается и реперы сдвигаются к краям изображе-
ния, где компенсация дисторсии хуже. 
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При реализации алгоритма на ПЭВМ с процессо-
ром Intel Core i-3 скорость обработки (без учёта време-
ни чтения данных с камеры) составляет 180 кадров/с. 

Заключение 

Таким образом, рассмотренный в работе однока-
мерный алгоритм реализует по четырём реперным 
точкам в реальном времени оценку угловой ориента-
ции объекта и пространственных координат его репе-
ров со среднеквадратической погрешностью не более 
20 угловых минут и абсолютной погрешностью не 
более 2 мм соответственно. 
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IMPLEMENTATION OF AN ALGORITHM FOR DETERMINING THE SPATIAL COORDINATES AND 
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Abstract 

An algorithm for determining the spatial coordinates and angular orientation of an object with 
reference emitters using a single calibrated camera is considered. The algorithm is based on a se-
quential solution of a perspective-four-point task and more precise definition of reference emitter’s 
spatial coordinates using the Levenberg – Marquardt optimization method. It is shown that while 
in the camera field of view there are four reference emitters with a priori known distances between 
them measured with up to 0.15 mm precision, it is possible to determine the angular orientation of 
the object in real time with an error less than 20 angular minutes. 

Keywords: camera calibration, distortion, PnP algorithms, Levenberg – Marquardt algorithm. 
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ing the spatial coordinates and the angular orientation of an object based on reference marks, using 
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