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Аннотация 

В работе рассматривается дифракция лазерного излучения на узком аксиконе в случае, 
когда угол конуса значительно меньше предельного (при котором наступает полное внут-
реннее отражение). В этом случае для корректного описания прохождения излучения через 
аксикон необходимо рассматривать несколько внутренних отражений. Дифракция рассмат-
ривается в двух моделях: геометрооптической и на основе решения уравнения Гельмгольца 
методом конечных элементов. На основе лучевой модели получены аналитические выраже-
ния для значений конического угла, определяющих границы формирования действительно-
го и мнимого фокусов. Моделирование с использованием метода конечных элементов под-
твердило теоретические результаты. 
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Введение 

В классической оптике аксиконы [1, 2] использу-
ются для формирования Бесселевых пучков, облада-
ющих бездифракционными свойствами [3, 4]. Однако 
в нанофотонике [5, 6], особенно в микроскопии [7 – 9] 
и спектроскопии [10], металлизированные аксиконы с 
очень маленьким коническим углом используются для 
острой фокусировки и как ближнепольные зонды. Что-
бы определить оптимальные характеристики такого 
тейпера, необходимо выполнять расчёты в рамках стро-
гой векторной теории дифракции [11 – 14].   

Действие металлизированных конических струк-
тур объясняется эффектом громоотвода [15], который 
можно наблюдать также у диэлектрических структур 
[16]. В последнем случае усиление на острие проис-
ходит для продольной компоненты электрического 
поля при фокусировке радиально-поляризованного 
излучения [17 – 19] или однородно-поляризованного 
излучения с фазовой сингулярностью [20 – 25].  

Характеристики диэлектрических аксиконов мож-
но приближенно оценить аналитически в лучевом и 
скалярном волновом приближении [26, 27], а затем 
уточнить более строгими методами. 

В данной работе в качестве приближённой модели 
расчёта рассмотрен геометрооптический подход. На 
основе лучевой модели получены аналитические вы-
кладки для дифракции излучения на аксиконе, в том 
числе и после наступления полного внутреннего от-
ражения. При малых углах аксикона необходимо учи-
тывать несколько внутренних отражений. Получены 
значения конического угла, определяющие границы 
формирования действительного и мнимого фокусов. 
Более строгая модель – метод конечных элементов 
(FEM) решения уравнения Гельмгольца – была ис-
пользована для получения численных результатов 
расчёта в ближней зоне дифракции при верификации 
полученных аналитических оценок. 

1. Теоретический анализ  
в рамках геометрооптической модели 

В работе [26] достаточно подробно описан ход лу-
чей через аксикон при отсутствии и наличии внут-
реннего отражения, однако случай, когда угол при 
вершине аксикона значительно меньше предельного, 
не рассматривался.  

Для удобства дальнейшего изложения приведём 
некоторые результаты из работы [26]. Отметим, что 
далее везде предполагается, что луч падает на плос-
кую (левую) сторону аксикона. Через α0 обозначен 
половинный угол при вершине аксикона. Когда угол 
α0 достаточно большой, внутреннее отражение отсут-
ствует, лучи выходят через верхнюю сторону, фор-
мируя фокальный отрезок на оптической оси. Такая 
ситуация соответствует традиционному использова-
нию аксикона (ход лучей показан на рис. 1). 

 
Рис. 1. Ход лучей при отсутствии  
полного внутреннего отражения 

Такая конфигурация сохраняется до тех пор, пока 
угол при вершине удовлетворяет неравенству (n – по-
казатель преломления вещества, из которого аксикон 
изготовлен): 
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0 arccos(1/ )nα ≥ . (1) 

Для 1,5n =  предельный угол равен 48,19°. Если 
угол меньше, то происходит внутреннее отражение от 
верхней стороны. При угле, большем 

0

1 1
30 arcsin

3 n
α > + , (2) 

будет полное внутреннее отражение от противопо-
ложной (нижней) стороны. Луч идёт назад и выходит 
через левую сторону. При 1,5n =  по (2) получим 

0 43,94α > ° . На рис. 2 показаны варианты хода лучей 

при 0 44 ,45 ,47α = ° ° ° . Факт, что при угле 0 45α = °  

луч идёт строго назад, как в зеркале, очевиден из 
симметрии. 

При угле, меньшем (2), полное внутреннее отра-
жение от нижней стороны не происходит, лучи из ак-
сикона выходят через нижнюю сторону. Тем не ме-
нее, если угол не намного меньше (2), то горизон-
тальная проекция выходящего луча направлена влево, 
то есть аксикон по-прежнему можно считать не про-
пускающим излучение (рис. 3). 

При уменьшении угла горизонтальная проекция 
выходящего луча уменьшается, и при некотором угле 

0 verα = α  станет равной нулю: выходной луч будет 

идти вертикально вниз (рис. 4). Этот угол определя-
ется из уравнения: 

3sin (4cos 3cos ) 0ver ver vernα + α − α = , (3) 

и при 1,5n =  равен 38verα ≈ ° .  

       
Рис. 2. Ход лучей при внутреннем отражении от обеих сторон: 0 44 ,45 ,47= ° ° °α  

 
Рис. 3. Ход лучей при 0 40= °α  

 
Рис. 4. Ход лучей при 0 ver=α α  

При дальнейшем уменьшении угла горизонталь-
ная проекция выходящего луча уже будет направлена 
вправо, то есть излучение уже будет проходить впе-
рёд. Правда, лучи не будут пересекать оптическую 
ось, то есть фокус будет мнимым (рис. 5) 

В [26] рассмотрение конфигураций завершалось 
рассмотренными выше примерами. Однако можно за-
метить, что при уменьшении угла горизонтальная про-
екция выходящего луча, направленная вправо, увеличи-
вается. При угле α0 = 30° имеет место особый случай: 
луч через нижнюю сторону идёт без преломления, при-
чём независимо от значения показателя преломления в 

диапазоне 2 / 3 2n< < . В то же время вертикальная 

проекция, наоборот, уменьшается. Следовательно, при 
некотором угле она обратится в нуль, и луч начнёт идти 
горизонтально, как и падающий. Рассматривая послед-
ний чертёж на рис. 5, можно убедиться, что такая кон-
фигурация получится, когда имеет место равенство 
α0+αt =90° (αt – угол преломления). Учитывая это ра-
венство, закон преломления и факт, что угол падения на 
нижнюю сторону при α0<30° и однократном отражении 
от верхней стороны равен 90°–3α0, получим, что гори-
зонтальный ход луча (рис. 6) будет при угле, удовлетво-
ряющем равенству: 

0 0cos3 cosn α = α , (4) 

при n=1,5 этот угол равен 16,78°. 
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Если угол немного меньше определяемого урав-
нением (4), то вертикальная проекция луча станет 
направленной вверх, лучи будут пересекать оптиче-
скую ось, формируя действительный фокус (рис. 7). 

В отличие от конфигурации, приведённой на рис. 1, 
выходящий луч пересекает оптическую ось снизу 
вверх. Ещё одна особенность – выходной зрачок ак-
сикона заметно меньше входного. 

  
Рис. 5. Ход лучей при 0 35 ;30 ;20= ° ° °α  

 
Рис. 6. Горизонтальный ход преломлённого луча 

при 0 16 ,78= °α  

 
Рис. 7. Действительный фокус при наличии 

внутреннего отражения 

Однако из равенства (4) видно, что диапазон уг-
лов, при которых аксикон обладает этим свой-
ством, невелик – при малых углах косинус близок к 
единице, и достаточно скоро начнёт выполняться 
равенство, определяющее наличие внутреннего от-
ражения: 

0 0

1 1
cos3 1 arccos

3
n

n
α = α = , (5) 

что в три раза меньше предельного угла по (1); при 
n = 1,5 оно выполняется для угла 16,06°. Изменяя 
угол в промежутке от (4) до (5), мы можем полу-
чить фокальный отрезок, любой длины. Как мы ви-
дим, диапазон углов, при которых имеет место дей-
ствительный фокус, на самом деле очень мал: всего 
0,72 градуса. 

При угле, несколько меньшем, чем (5), произойдёт 
внутреннее отражение от нижней стороны, луч упа-
дёт на верхнюю сторону, а преломлённый луч пойдёт 
вправо и вверх – снова получится мнимый фокус. 
Аналогично ситуации, показанной на рис. 6, горизон-
тальный ход луча будет при том же равенстве 

0 90tα + α = ° , но угол падения на верхнюю сторону 

при двукратном отражении от верхней, а затем ниж-
ней стороны равен 090 5° − α . Отсюда получим, что 

горизонтальный ход луча (рис. 8) будет при угле, 
удовлетворяющем равенству: 

0 0cos5 cosn α = α , (6) 

при n = 1,5 этот угол равен 9,785°. 

Если угол немного меньше определяемого урав-
нением (6), то вертикальная проекция луча станет 
направленной вниз, лучи будут пересекать оптиче-
скую ось, формируя действительный фокус (рис. 9); 
так же, как на рис. 1, выходящий луч пересекает оп-
тическую ось сверху вниз, но после двух внутренних 
отражений. 

 
Рис. 8. Горизонтальный ход преломлённого луча  

при 0 9,785= °α  

 
Рис. 9. Действительный фокус при наличии  

двух внутренних отражений 
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Аналогично конфигурации рис. 7, можно полу-
чить, что при уменьшении угла выполнится равен-
ство, определяющее наличие внутреннего отражения: 

0 0

1 1
cos5 1 arccos

5
n

n
α = α = , (7) 

что в пять раз меньше предельного угла по (1); при 
n = 1,5 оно выполняется для угла 9,64°. Таким обра-
зом, диапазон углов, при которых имеет место дей-
ствительный фокус после двух внутренних отраже-
ний, ещё меньше – 0,145 градуса. 

Можно убедиться, что при последующем умень-
шении угла при вершине будет бесконечное чередо-
вание конфигураций с мнимым и действительным 
фокусами. Границами диапазонов будут положения 
нового полного отражения (аналогично (5) и (7)) и 
положения горизонтальности выходящего луча (ана-
логично (4) и (6)). 

Действительный фокус будет наблюдаться в уз-
ких диапазонах углов, определяемых неравенствами: 

min 0 max
real realα < α < α , (8) 

где max
realα  находится из равенства: 

( )max maxcos (2 1) cosreal realn p + α = α  , (8a) 

а min
realα  определяется из выражения: 

mincos (2 1) 1realn p + α =  . (8б) 

Выражения (8a), (8б) дают границы при p-кратном 
внутреннем отражении, 1p ≥ . Если p чётное, то луч 

пересекает оптическую ось сверху, как на рис. 9, если 
p нечётное, то снизу, как на рис. 7. 

Мнимый фокус при p-кратном внутреннем отра-
жении будет наблюдаться в более широких диапазо-
нах углов, определяемых неравенствами: 

min 0 max
app appα < α < α , (9) 

где maxcos (2 1) 1, 2appn p p − α = ≥  , (9a) 

( )min mincos (2 1) cos , 1app appn p p + α = α ≥  . (9б) 

Верхняя граница при однократном внутреннем 
отражении не выражается формулой (9a), она равна 
величине verα , вычисляемой из (3). Очевидно, что 

ширина диапазонов будет становиться всё меньше, 
что явно следует из значения границы нового отра-
жения, которая легко находится аналитически: 
1 / (2 1) arccos(1/ )p n+ ⋅  уменьшается с ростом p. По-

этому полученный при p = 1 диапазон углов для дей-
ствительного фокуса в 0,72 градуса является 
наибольшим, остальные диапазоны углов аксикона, 
при которых на оптической оси формируется мак-
симум, будут ещё ýже. 

В силу узости интервалов углов, при которых по-
лучается действительный фокус, можно говорить о не-
котором подобии явлению резонанса. По причине той 
же узости интервалов могут появиться проблемы при 
использовании полихроматического освещающего 

пучка. За счёт наличия дисперсии интервалы пропус-
кания для различных длин волн могут не иметь общей 
области перекрытия, что приведёт к тому, что для ча-
сти спектрального диапазона вместо действительного 
фокуса окажется мнимый, из-за чего исказится спек-
тральное распределение на фокальном отрезке. 

Таким образом, мы видим, что геометро-оптичес-
кая модель является очень полезной для понимания 
хода лучей и направления распространения энергии. 
Однако в этом случае проблематично получить об-
щую картину распределения интенсивности и оценки 
размера формируемых пучков. В этом случае необхо-
димо применять более строгую теорию.  

2. Численное моделирование  
на основе решения уравнений Максвелла  

методом конечных элементов  

В данном разделе приведены результаты числен-
ного моделирования дифракции Гауссова пучка на 
аксиконе на основе решения уравнения Гельмгольца 
методом конечных элементов в двумерном случае с 
использованием программного продукта Comsol.  

Для удобства расчётов в данной модели числовая 
апертура аксиконов вычислялась по следующей фор-
муле [26]: 

( ) ( ) ( )( )
( )

22

2

2 1 1 2

1 2

h D n n h D
NA

h D

− + −
=

+
, (10) 

где D – размер основания аксикона, h – высота акси-
кона, n – показатель преломления. 

Моделирование выполнено для Гауссова пучка с 
TМ-поляризацией на аксиконах с одинаковой высо-
той 10 мкм, но с различными углами при вершине и, 
следовательно, числовыми апертурами.  

В табл. 1 приведены распределения амплитуды 
электрического поля для диапазона углов аксикона 0α  

от 8 до 20 градусов. Длина волны излучения λ = 633 нм, 
показатель преломления вещества аксикона n = 1,5.   

Как видно из приведённых расчётов, при посте-
пенном изменении угла аксикона происходит перио-
дически повторяющаяся ситуация: аксикон становит-
ся то собирающим, то рассеивающим. Причём диапа-
зон углов таких периодов сужается при уменьшении 
угла аксикона. Можно наблюдать, что аксиконы с до-
вольно близкими значениями углов очень сильно от-
личаются по пропусканию. К примеру, при угле в 

0 10α = °  аксикон является пропускающим, а для угла 

в 0 8,5α = °  аксикон является рассеивающим. 

Чрезвычайная зависимость пропускания аксикона 
от малых изменений угла при вершине наглядно 
представлена на рис. 10. На графиках показано рас-
пределение амплитуды в поперечном сечении на рас-
стоянии 8,5 длин волн от острия аксикона при углах 

0 8α = ° , 0 8,5α = °  и 0 9α = ° . Как видно из рис. 10, 

согласно лучевой модели при малых вариациях угла 
при вершине аксикон становится то фокусирующим, 
то рассеивающим.  
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Табл. 1. Распределения амплитуды электрического поля для диапазона углов аксикона 0 [ 8 ,20 ]∈ ° °α , показатель 

преломления n = 1,5, длина волны излучения  λ = 633 нм, высота аксиконов – 10 мкм 
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Рис. 10. Распределения амплитуды электрического поля 
в поперечных сечениях на расстоянии 8,5λ от острия 
аксикона при углах α0 = 8° (штрихпунктирная линия), 
α0 = 8,5° (точечная линия), α0 = 9° (сплошная линия) 

Из табл. 1 видно, что период изменений от пропус-
кания к рассеиванию является непостоянным: с 
уменьшением угла «период» уменьшается. Можно ви-
деть, что имеется значительное пропускание при углах 
от 9,5° до 10°, а также от 16° до 17°. Это хорошо согла-
суется с геометрическим предсказанием, согласно ко-
торому пропускание должно быть в диапазонах углов 

0 [9,64 ; 9,785 ]α ∈ ° °  и 0 [16,06 ; 16,78 ]α ∈ ° °  соответ-
ственно.  

Очевидно, между максимумами пропускания 
имеются минимумы, однако предсказанные диапазо-
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ны углов формирования мнимого фокуса значительно 
шире, чем для действительного фокуса.  

Более детально изменение значения амплитуды в 
точке на оптической оси на расстоянии 7 длин волн 
от острия аксикона в зависимости от угла аксикона 
показано на рис. 11.  

 
Рис. 11. Изменение значения амплитуды в точке 
на оптической оси на расстоянии 7λ от острия  
аксикона в зависимости от угла аксикона 

Хорошо видно, что максимумы амплитуды форми-
руются на оптической оси при 0 9,75α ≈ °  и 

0 16,45α ≈ ° . Минимальное значение достигается при 

0 13,85α ≈ ° . Заметим, что между двумя максимумами 

имеется также зона с мало изменяющимся значением 
амплитуды (между 11 и 13 градусами). Такое поведение 
было бы сложно предсказать в геометрическом при-
ближении, что оправдывает значительное число прове-
дённых численных расчётов с учётом волновой теории.  

Разумеется, при использовании микроаксиконов 
должны возникать эффекты, не отслеживаемые гео-
метрической оптикой. Это наглядно показано в рабо-
те [16]. Однако заметим, что качественное согласова-
ние предсказаний геометрического подхода остаётся 
удовлетворительным вплоть до диаметра 3,5 мкм.  

Отметим также, что при меньших углах аксикона 
формируется максимум с меньшей амплитудой. Гео-
метрооптически это объясняется более пологим уг-
лом выхода лучей из аксикона. Это приводит к удли-
нению фокального отрезка и, следовательно, умень-
шению яркости в каждой точке отрезка. С точки зре-
ния волновой теории пологому углу соответствует 
снижение коэффициента пропускания. Также множе-
ственное внутреннее отражение на боковых стенках 
аксикона приводит к потере энергии в связи с её ухо-
дом в затухающие волны.  

Таким образом, результаты моделирования в ос-
новном согласуются с геометрическими построения-
ми и подтверждают полученные в предыдущем раз-
деле аналитические выкладки. 

Заключение 

Рассмотрена дифракция Гауссовых пучков на ре-
фракционном аксиконе в ситуации, когда угол аксико-
на значительно меньше предельного, соответствующе-
го полному внутреннему отражению. Такая ситуация 
ранее не рассматривалась, т.к. считалось, что в этом 
случае аксикон не пропускает падающее излучение. 

Дифракция рассмотрена в двух моделях: геомет-
рооптической и на основе метода конечных элемен-
тов решения уравнений Гельмгольца. В первом слу-
чае получены аналитические оценки.  

Хотя предельный угол в геометрооптической моде-
ли соответствует наступлению полного внутреннего от-
ражения, анализ хода лучей показал, что при сужении 
угла аксикона часть энергии выходит из элемента через 
боковые грани. При этом выходящие лучи формируют 
расходящееся излучение, не попадающее на оптиче-
скую ось. При дальнейшем уменьшении угла аксикона 
происходит дополнительное внутреннее отражение, и 
боковые лучи меняют направление – они снова сходятся 
на оптической оси. Такая ситуация повторяется в соот-
ветствии с количеством отражений внутри аксикона. 

Применение метода конечных элементов решения 
уравнения Гельмгольца обнаружило довольно хорошее 
соответствие геометрооптического подхода более 
строгой модели в случае достаточно малых углов ак-
сикона. В частности, геометрооптический подход 
очень точно предсказал пропускание аксикона при 9,75 
и 16,45 градусах, что наблюдается на полученных рас-
пределениях амплитуды электрического поля. 
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DIFFRACTION BY A CONICAL AXICON CONSIDERING MULTIPLE INTERNAL REFLECTIONS 
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Abstract 

In this paper we consider diffraction of a laser beam by a narrow axicon when the cone angle is 
much less than a limit (at which total internal reflection occurs). In this case, the correct description 
of the propagation of light through the axicon calls for the consideration of multiple internal reflec-
tions. The diffraction is considered using two models: through a  geometric optics approach and via 
solving the Helmholtz equation by a finite element method. Based on the geometrical model, analyti-
cal expressions are found for the angles defining the boundaries of the real and imaginary foci. Simu-
lations conducted using the finite element method have confirmed the theoretical results. 
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