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Аннотация 

В статье рассмотрена параллельная реализация рандомизированного регуляризованного 
алгоритма Качмажа. Приведён пример использования параллельной рандомизированной 
версии алгоритма для решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода с воз-
мущённой правой частью, и показано, что в этом случае удаётся ускорить вычисления до 4 
раз по сравнению с последовательной рандомизированной версией. 
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Введение 

Итерационный алгоритм Качмажа [1] и его моди-
фикации [2, 3, 4] применяются при решении различ-
ных прикладных задач: томографии [5, 6], обработки 
сигналов [7], обработки изображений и в адаптивном 
управлении [8, 9, 10]. Для повышения скорости схо-
димости алгоритма Качмажа в работе [11] предложен 
его рандомизированный вариант. 

Для решения плохо обусловленных и некоррект-
ных задач в работе [12] предложена регуляризованная 
форма алгоритма Качмажа. 

Этот алгоритм основан на применении алгоритма 
Качмажа к системе расширенных регуляризованных 
нормальных уравнений [12, 13]. Регуляризированная 
форма алгоритма Качмажа [12] успешно применяется 
при решении прикладных задач [13,14]. 

Системы уравнений, возникающие при решении 
многих прикладных задач, часто имеют большую или 
сверхбольшую размерность. Для решения таких задач 
эффективно применение проекционного алгоритма 
Качмажа и высокопроизводительной вычислительной 
техники и современных параллельных технологий 
[15], [16] – [18]. Для классического проекционного 
алгоритма Качмажа существуют его параллельные 
реализации, которые ускоряют процесс решения  при-
кладных задач [19, 20]. 

В настоящее время для регуляризованной формы 
алгоритма Качмажа, который используется для реше-
ния некорректных и плохо обусловленных линейных 
систем большой размерности, отсутствуют парал-
лельные реализации. 

Предлагаемая работа посвящена разработке и 
использованию параллельной реализации рандоми-
зированной регуляризованной формы алгоритма 
Качмажа [13]. 

1. Регуляризованный алгоритм Качмажа 

Рассмотрим задачу регуляризации А. Н. Тихонова 
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Регуляризованный алгоритм Качмажа [13] для 
решения задачи (1) имеет вид 
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Если начальный вектор 0θ  удовлетворяет усло-

вию 

( ) 0mI A fα θ =⋮ ,  

где ( )mI Aα ⋮  – блочная матрица, то, как показано в [13], 

итерационный процесс сходится к решению задачи (1). 
Для повышения скорости сходимости алгоритма (2) 

используется рандомизированная форма алгоритма 
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здесь последовательность i(k) – выбирается случайным 
образом из множества столбцов {1,2,…,n} пропорцио-
нально вероятностям ||ai(k)||

2 в соответствии с [11].  
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Применение рандомизированной формы алгоритма 
(3) при решении определённого класса задач [21] позво-
ляет значительно уменьшить число итераций [13]. 

Далее будем рассматривать рандомизированную 
форму алгоритма (3). 

Итерационный процесс (3) можно представить в 
следующем виде: 
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Из анализа алгоритма 1 можно сделать вывод, что 
при использовании компьютерных библиотек, вы-
полняющих основные операции линейной алгебры, 
рассматриваемый алгоритм сводится к следующим 
стандартным операциям (BLAS Level 1) – евклидова 
норма 2nrm , скалярное произведение dot  и умноже-
ние вектора на скаляр и добавление результата к век-
тору saxpy. 

Далее будет рассмотрена параллельная реализация 
рандомизированной регуляризованной формы алго-
ритма Качмажа. 

2. Параллельная реализация рандомизированной 
регуляризованной формы алгоритма Качмажа 
При создании параллельной версии рандомизиро-

ванной регуляризованной формы алгоритма Качмажа 
(3) упор делался на ускорение наиболее трудоёмких 
операций алгоритма. 

Основными операциями, требующими ускорения, 
являются: 

• скалярное произведение; 
• умножение вектора на скаляр и добавление 

результата к вектору; 
• вычисление евклидовой нормы вектора. 
В качестве средства разработки была выбрана оп-

тимизированная математическая библиотека, ориен-
тированная на многоядерные системы с общей памя-
тью Intel® Math Kernel Library (Intel® MKL)[22], как 
многократно зарекомендовавшая себя при решении 
аналогичных задач [23]. 

Библиотека Intel® MKL содержит все необходи-
мые функции, реализующие перечисленные выше 
операции – функции BLAS Level 1. 

При использовании библиотеки Intel® MKL па-
раллельную программу можно разделить на следую-
щие этапы. 

1. Распределение памяти, загрузка исходных 
данных, уточнение параметров параллелиза-
ции. 

2. Построение функции распределения вероят-
ностей столбцов. 

3. Генерация дискретной случайной величины, 
выбор номера столбца. 

4. Вычисление kθ . 

5. Сохранение результатов. 
Рассмотрим подробно 1-й, 2-й и 3-й этапы про-

граммной реализации. 
Исходные данные задачи формулируются сле-

дующим образом: 
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Матрицы 1A  и 2A  рассматриваются как разре-

женные матрицы и хранятся в следующем формате: 
• массив ( )vals nnz  содержит ненулевые эле-

менты матрицы по столбцам, nnz – число не-
нулевых элементов матрицы; 

• массив ( )indx nnz содержит номера строк, со-

ответствующих элементам vals –

( )0,1, , m n+… ; 

• массив ( )pos n  содержит указатели на начало 

столбцов матрицы; 
• массив ( )len n  содержит число ненулевых 

элементов матрицы в каждом столбце. 
При данном подходе хранения матрицам 1A  и 2A  

соответствуют следующие массивы: 
• для матрицы 1A  – ( )_1vals nnz , ( )indx nnz , 

( )pos n , ( )len n ; 

• для матрицы 2A  – ( )_ 2vals nnz , ( )indx nnz , 

( )pos n , ( )len n . 

Предложенный формат хранения разреженных 
матриц A1 и A2 позволяет использовать функции 
Sparse BLAS Level 1 библиотеки Intel® MKL. 

Для построения функции распределения вероят-
ностей и выбора номера столбцов i(k) использовались 
параллельные версии функции стандартной библио-
теки C++ (libstdc++ parallel mode). Генерация дис-
кретной случайной величины осуществлялась с по-
мощью стандартных функций MKL. 

Для эффективного использования параллельных 
версий функций стандартной библиотеки C++  и 
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Intel® MKL, с помощью функций omp_set_dynamic и 
mkl_set_dynamic отключена динамическая корректи-
ровка числа потоков, максимальное число потоков 
задаётся для всех функций с помощью 
omp_set_num_threads(max_threads). 

Программную реализацию рандомизированной 
регуляризованной формы алгоритма Качмажа (3) 
формально можно представить в следующем виде: 

( )
( )
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__gnu_parallel :: partial_sum

}

int (){

/ * * /

max_ _ _ max_threads();
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3. Вычислительный эксперимент  

Вычислительный эксперимент проводился на дос-
тупной рядовому пользователю конфигурации: 

• процессор: Intel® Core i7-3770 3.4 ГГц (4 ядра); 
• материнская плата : ASUSTeK P8Z77-V LX; 
• оперативная память 32 Гб (non ECC); 
• операционная система : Fedora 19; 
• Intel MKL 11.3; 
• компилятор Intel® C/C++. 
Все вычисления проводились с двойной точно-

стью. 
В качестве тестовой задачи рассматривалась дис-

кретизация интегрального уравнения Фредгольма пер-
вого рода из пакета программ  Regularization Tools [24] 
(Phillips' "famous" problem) – подобные задачи возни-
кают в томографии, восстановлении изображений, при 

решении обратной задачи рассеяния [25]. Пакет про-
граммного обеспечения Regularization Tools состоит из 
набора функций MATLAB для анализа и решения дис-
кретных некорректных задач. Алгоритм, рассматри-
ваемый в данной статье, не реализован в [24]. 

Задача решения интегрального уравнения сводит-
ся к решению системы линейных алгебраических 
уравнений, полученной в результате дискретизации 
соответствующего интегрального уравнения 

( ), , ,n n n nAu f A u f f×= ∈ ∈ = + ε ∈ɶ ɶR R R . (4) 

Здесь f – точная правая часть, ε – гауссовский шум 

( )( )20,N σ . Параметр регуляризации выбирался в со-

ответствии с методикой, предложенной в [13]: 

( )2
2max

1

1
,

n

i

A
f f

nf =

δ ⋅σ
α = δ = −

+ δ
∑ ɶ

ɶ
, 

где ( )2
max Aσ  – максимальное сингулярное значение 

матрицы A. Уровень шума ε  задавался в пределах от 
0,015 до 0,02. 

Так как функции BLAS первого уровня библиоте-
ки Intel® MKL не параллелятся для векторов размер-
ностью меньше 1000 [22], размерность матрицы A за-
дачи (4) выбиралась в пределах от 1024 до 40960. 

Вычислительный эксперимент проводился для по-
следовательного варианта рандомизированной регу-
ляризованной формы алгоритма Качмажа и парал-
лельной версии (число потоков max_threads = 4). 

Сравнение времени выполнения версий алгоритма 
для различных размеров задачи представлено в табл. 
1 (критерий остановки 8

1 10k k
−

+θ − θ ≤ , время вы-

полнения находилось как среднее из 100 запусков). 
Табл. 1. Время выполнения рандомизированного 

регуляризованного алгоритма Качмажа  
для задачи Филлипса [21] 

 Var_1 Var_2 
m t, сек t, сек 

Ускорение 

1024 0,13 0,068 1,91 
2048 0,48 0,19 2,41 
5120 2,60 0,91 2,85 
10240 10,32 3,15 3,27 
15360 23,18 6,51 3,56 
20480 45,19 11,74 3,85 
25600 62,45 15,99 3,90 
40960 175,21 43,80 4,00 

В табл. 1 Var_1 – последовательный вариант, 
Var_2 – параллельный вариант ( )max_ 4threads= , m=n 

– размер задачи, t – время выполнения итераций. 
Параллельный вариант рандомизированной регу-

ляризованной формы алгоритма Качмажа позволяет 
снизить время выполнения от 2 до 4 раз по сравне-
нию с последовательным вариантом. 

Заключение  

В работе представлена параллельная реализация 
рандомизированного варианта регуляризированного 
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алгоритма Качмажа [13]. Данная реализация позволя-
ет снизить время решения задач типа (4) от 2 до 4 раз 
по сравнению с последовательной версией рандоми-
зированного алгоритма. 

Как и в работе [20], использование современных 
многоядерных (многопроцессорных) систем и соответ-
ствующих им параллельных библиотек (например, 
Intel® Math Kernel Library) позволяют ускорить вычис-
ления для регуляризированного алгоритма Качмажа (3). 

Дальнейшие работы планируется проводить как в 
направлении оптимизации разработанной программы, 
так и в реализации рассматриваемого алгоритма на 
GPU с помощью технологии NVIDIA CUDA ® [26]. 
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Abstract  
The article describes the parallel implementation of a randomized regularized Kaczmarz's algo-

rithm. By way of illustration, the randomized parallel version of the algorithm is used for solving 
the Fredholm integral equation of the first kind with a perturbed right-hand side, showing that in 
this way the computation speed can be increased up to 4 times as compared to the sequential ran-
domized version. 
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