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Аннотация 

Предложен новый вид лучевого отображения в задаче расчёта зеркал для формирования 
заданных двумерных распределений интенсивности. Результаты расчета показывают высо-
кие рабочие характеристики предложенного метода. При формировании прямоугольных и 
эллиптических равномерных распределений интенсивности с угловыми размерами 
от 80°×20° до 40°×20° относительная среднеквадратичная ошибка формирования заданной 
интенсивности не превышает 8,5 %.  
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Введение 
Оптические элементы с поверхностями свободной 

формы играют ключевую роль в современных систе-
мах освещения. Задача расчёта отражающей или пре-
ломляющей поверхности свободной формы из усло-
вия формирования заданного распределения осве-
щённости или интенсивности относится к классу об-
ратных задач неизображающей оптики. Данная задача 
является крайне сложной и сводится к решению не-
линейного дифференциального уравнения в частных 
производных второго порядка [1, 2]. Аналитические 
решения данного уравнения получены только для за-
дач, обладающих осевой симметрией, и для ряда за-
дач формирования однопараметрических распределе-
ний освещенности [3–8]. В общем случае для реше-
ния данной обратной задачи используются численные 
и итерационные методы [1, 2, 9–15]. Одним из широко 
применяемых методов является метод, основанный на 
задании отображения между координатами лучей от 
источника и точками освещаемой области [12–16]. 
Как правило, лучи от источника задаются в сфериче-
ских координатах (,), где  – область на еди-
ничной сфере, соответствующая телесному углу, в 
котором излучает источник, а точки освещаемой об-
ласти D – в полярных координатах (, )D. Для по-
строения отображения D используется закон со-
хранения светового потока. При этом отображение 
задается в виде, позволяющем разделить переменные 
и определить соответствие. Наиболее часто применя-
ется отображение, при котором «меридианы» (линии  
 = 0 на единичной сфере в области ) переходят в 
азимутальные прямые  = 0 в освещаемой области D 
(см. рис. 1b в работе [13]). Данное отображение мож-
но рассматривать как эвристическое обобщение 
отображений для задач с осевой симметрией. При от-
сутствии осевой симметрии такое отображение не 
удовлетворяет «условию интегрируемости». Под 
условием интегрируемости понимается возможность 
построения оптической поверхности, реализующей 
такое отображение. Несмотря на это, рассмотренный 
вид отображения позволяет рассчитывать преломля-

ющие оптические поверхности, формирующие осве-
щаемые области заданной формы (прямоугольник, 
эллипс, ромб и т.п.) с приемлемой точностью. При 
этом метод обычно применяется для областей с не-
большим аспектным отношением (отношением про-
дольного и поперечного размеров), составляющим 1 – 2. 
При аспектном отношении 2 характерная ошибка ме-
тода (нормированное среднеквадратичное отклонение 
формируемого распределения освещённости от за-
данного распределения) составляет 20 – 25% [13]. Для 
улучшения качества формируемого распределения 
освещённости используются эвристические итераци-
онные методы (iterative feedback modification) [13–15]. 
В ряде случаев данные методы позволяют снизить 
ошибку формирования заданной освещенности до 
10 %, однако требуют достаточно тонкой настройки в 
выборе параметров оптимизации. Важно отметить, 
что в известных работах не представлены рабочие ха-
рактеристики рассмотренного метода в задаче расче-
та зеркал, формирующих заданные распределения 
освещенности. В [12] говорится о большой ошибке 
данного метода при расчете зеркал, однако не приве-
дены конкретные результаты расчетов. 

В настоящей работе предложен новый вид отоб-
ражения в задаче расчёта зеркал для формирования 
заданных двумерных распределений интенсивности. 
Данное отображение является обобщением отобра-
жения из задачи расчёта зеркала для формирования 
однопараметрических распределений интенсивности 
(т.е. зависящих от одной угловой координаты) [5, 6]. 
Поскольку такие распределения можно считать за-
данными на линии на единичной сфере, то далее бу-
дем их называть line-shaped intensity distributions. В 
[5, 6] показано, что лучи, направляемые зеркалом в 
каждую точку линии, находятся на поверхности ко-
нуса с вершиной в источнике излучения. В данной 
работе предлагается использовать данный тип луче-
вого соответствия при формировании двумерных 
распределений интенсивности, соответствующих 
«полосе». Под полосой понимается область с высо-
ким аспектным отношением, получаемая из отрезка 
прямой заменой каждой точки на отрезок, перпенди-
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кулярный исходному (рис. 1). Представленные ре-
зультаты расчета показывают хорошие рабочие ха-
рактеристики предложенного метода, в том числе и 
для областей с небольшим аспектным отношением. 
При формировании прямоугольных и эллиптических 
распределений интенсивности с угловыми размерами 
от 80°×20° до 40°×20° относительная среднеквадра-
тичная ошибка формирования заданной постоянной 
интенсивности не превышает 8,5 %. 

 

Рис. 1. Вид области, в которой задано двумерное 
распределение интенсивности 

1. Расчет зеркала для формирования распределения 
интенсивности в виде отрезка 

Аналитическое решение задачи расчёта зеркала 
для формирования однопараметрического распреде-
ления интенсивности в виде отрезка рассмотрено в 
[6]. Данная задача состоит в расчёте зеркала 
S(u, ) = (x(u, ), y(u, ), z(u, )), где (u, ) – некоторые 
криволинейные координаты, из условия, что направления 
отраженных от зеркала лучей имеют вид (рис. 2): 

   ( ) sin( ), 0, cos( ) , , ,d d       p   (1) 

где  – угол в плоскости XOZ, отсчитываемый от оси z. 
Дополнительно зеркало должно обеспечивать формиро-
вание заданной интенсивности I(), –dd. Вектор-
функция p() описывает направление на точки отрез-
ка в дальней зоне, и поэтому далее будем называть её 
«отрезком». 

 
Рис. 2. Зеркало для формирования однопараметрического 

распределения интенсивности 

Зеркало S(u, ) является огибающей однопарамет-
рического семейства параболоидов с фокусом в нача-
ле координат (в точке расположения точечного ис-
точника О) и направлением осей p(). В [5, 6] показа-
но, что огибающую поверхность можно рассматри-
вать как семейство парабол L(u; ) по параметру , на 
каждой из которых отраженные лучи имеют направ-
ление p() (рис. 2). При этом лучи от точечного ис-
точника, отраженные от параболы L(u; ) по направ-
лению p(), лежат на поверхности конуса K(u,  ) с 

вершиной в источнике. Для пояснения геометрии ко-
нусов рассмотрим центральный профиль зеркала r(), 
являющийся сечением зеркала S(u, ) плоскостью 
XOZ, где  – угол, определяющий направление пада-
ющего луча (рис. 3). Обозначим () угол между от-
раженным лучом и осью z. Угол  считается положи-
тельным, если отсчитывается от оси z против часовой 
стрелки, и отрицательным в противном случае. Сече-
ние «конуса лучей» плоскостью XOZ показано на 
рис. 3: одна из образующих конуса совпадает с пада-
ющим лучом, а вторая – параллельна отражённому 
лучу. Для описания положения луча на конусе удобно 
ввести угол u, который описывает положение точки 
на окружности в основании конуса и отсчитывается 
от плоскости XOZ. В координатах (u, ) уравнение 
огибающей имеет вид [6]: 
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– единичный вектор на поверхности конуса, где 
() = /2 – (–())/2 – угол при вершине конуса, 
() = (+())/2 – угол между осью конуса и осью 
Ox. Уравнение (2) является уравнением параболоида, 
где l(u,  ) – расстояние от источника до точки па-
раболоида по направлению e (u, ), f () – фокусное 
расстояние. Поверхность зеркала (2), (3) можно рас-
сматривать как семейство кривых S(0, u) по пара-
метру . При фиксированном   0 кривая S(0, u) 
являться параболой, лежащей на параболоиде с 
направлением оси p(())[6]. 

 

Рис. 3. Центральный профиль зеркала 

При заданной функции () функции r () и f () 
определяются соотношениями [6]: 
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Функция () рассчитывается из условия форми-
рования заданной интенсивности I () на основе зако-
на сохранения светового потока. Расчёт () сводится 
к решению обыкновенного дифференциального урав-
нения [6]:  
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I0(u, ) – интенсивность источника, g = g(, ) – неко-
торая функция, определяющая размер зеркала по пе-
ременной u при фиксированном значении . Будем 
считать, что область излучения источника ограничена 
конусом C, ось конуса противоположна оси z, верши-
на конуса находится в начале координат, угол при 
вершине равен 20. В этом случае функция g(, ) 
определяется из условия пересечения конуса (3) с ко-
нусом C и может быть получена в виде: 
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Формулы (2) – (8) представляют законченное ана-
литическое решение задачи формирования заданной 
интенсивности I(), –d d на «отрезке» (1). 

2. Расчёт зеркала для формирования двумерного 
распределения интенсивности 

Рассмотрим далее задачу формирования заданного 
двумерного распределения интенсивности I (,), 
(,)D, где D = [–d, d]×[1(), 2()], – угол между 
лучом и плоскостью XOZ, а функции 1(), 2() опре-
деляют границы области D по переменной  (рис. 1). 
В предельном случае 1() = 2() = 0 область D соот-
ветствует отрезку (1). При формировании распределе-
ния интенсивности I (,) направления отражённых от 
зеркала лучей должны иметь вид: 

            , sin cos , sin , cos cos .        p (9) 

Зададим соответствия между координатами отра-
женных лучей (,) и координатами падающих лучей 
(, u) при формировании двумерного распределения 
интенсивности I (,). Функции  = (, u),  = (, u) 
предлагается определить из условия, что конуса лу-
чей (3) преобразуются в отрезки [1(), 2()]. Эле-
мент телесного угла, соответствующего вектор-

функции (9), несложно получить в виде 
d = cos()dd. Положим (, u) = (), где () 
определяется уравнениями (6), (7) при распределении 
интенсивности на отрезке 
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Запишем элемент телесного угла, соответствую-
щего конусам лучей (3): 
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При формировании интенсивности I () (10) закон 
сохранения светового потока имеет вид [6]: 
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Именно из этого условия получается дифференци-
альное уравнение (6). При формировании двумерного 
распределения интенсивности I () закон сохране-
ния светового потока, с учетом (11), примет вид: 
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Подставляя в (12) () = (+())/2, () = 
= /2–(–())/2 и учитывая, что d()/d имеет 
вид (6), получим  (,u) в виде: 
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Несложно показать, что в предельном случае 
1() = 2() = 0 полученные функции лучевого соот-
ветствия (, u) = (), (, u)0 соответствуют слу-
чаю формирования распределения интенсивности в 
виде отрезка. Это позволяет предположить, что для 
двумерной области с малым поперечным размером 
 = 2

 – 1 (с большим аспектным отношением βd /Δ) 
предложенное лучевое отображение обеспечит реше-
ние задачи формирования заданного распределения 
интенсивности I (β,γ) с приемлемой точностью. 

3. Примеры расчёта 

Для исследования рабочих характеристик предло-
женного метода были рассчитаны зеркала, формиру-
ющие постоянные распределения интенсивности в 
прямоугольных областях с различными угловыми 
размерами от 80°×20° до 20°×20° (рис. 3). Расчёт 
функций  = (),  = (, u) производился по форму-
лам (6), (10), (14) для постоянной интенсивности ис-
точника I0(, u)I0. Для восстановления поверхности 
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зеркала по построенному лучевому отображению 
 =  (),  =  (,u)  был использован численный гео-
метрический метод, основанный на последователь-
ном построении поверхности из сегментов плоско-
стей [13]. 

На рис. 4а-г показаны формы зеркал, а на рис. 4д-з – 
формируемые зеркалами распределения интенсивности 

при компактном источнике с диаметром 0,06 мм. Поло-
жения источников на рис. 4а-г показаны черными 
кружками, расстояние от источников до вершин зеркал 
составляет 1 мм. Распределения интенсивности были 
рассчитаны в коммерческой программе для светотехни-
ческих расчётов TracePro [17] и показывают хорошую 
равномерность полученных распределений. 

а)     д)  

б)     е)  

в)   ж)  

г)     з)  
Рис. 4. Зеркала, формирующие постоянные распределения интенсивности в областях прямоугольной формы с угловыми 

размерами (а-г): 80°×20° (а), 60°×20° (б), 40°×20° (в), 20°×20° (г). Размеры зеркал по осям координат:  
12,90×4,94×3,42 мм (а), 9,42×4,92×2,77 мм (б), 7,41×4,91×2,39 мм (в), 6,12×4,89×2,15 мм (г).  

Распределения интенсивности (д-ж), формируемые зеркалами на рисунках (а-г) при компактном источнике  
с диаметром 0,06 мм. Источник показан точкой, расстояние от источников до вершин зеркал составляет 1 мм 

Для распределений на рис. 4д-з относительная 
среднеквадратическая ошибка составляет 6 %, 7 %, 
8,5 % и 13,5 % соответственно. Отметим, что разрабо-
танный метод ориентирован на формирование обла-
стей с малым поперечным размером (большим аспект-
ным отношением). Несмотря на это, относительная 

среднеквадратичная ошибка формирования заданной 
постоянной интенсивности становится менее 10 % уже 
для прямоугольной области с размером 40°×20° 
(рис. 4ж). Для квадратной области 20°×20° (аспектное 
отношение равно 1) метод также сохраняет свою рабо-
тоспособность, хотя в углах области явно видны пики 
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интенсивности, величина которых примерно на 20 % 
превышает среднее значение интенсивности. 

Интересно сравнить последний результат (рис. 4г, з) 
с зеркалом, рассчитанным на основе известного изоб-
ражения, показанного на рис. 1b в работе [13]. В данном 
случае зеркало определяется в полярных координатах 
(, )  , и отображение строится из условия, что «ме-
ридианы» (линии  = 0 на единичной сфере в области 
) переходят в радиальные прямые  =  в освещаемой 
области D. Зеркало, рассчитанное на основе данного 
отображения, и формируемое зеркалом распределение 
интенсивности показаны на рис. 5. Полученное распре-
деление интенсивности на рис. 5б является существенно 
более неравномерным, чем распределение интенсивно-
сти на рис. 4з. Отметим, что низкое качество распреде-

ления на рис. 5б согласуется с данными работ [12, 18], в 
которых говорится об ограниченной применимости 
отображения в задаче расчёта зеркал. При этом вид рас-
пределения на рис. 5б хорошо согласуется с видом рас-
пределения на рис. 2 в работе [18].  

Таким образом, предложенное в данной работе 
отображение обладает значительно лучшими рабочи-
ми характеристиками даже в «худшем» случае, когда 
аспектное отношение равно 1. 

Разработанный метод позволяет формировать обла-
сти различной формы. Для примера были рассчитаны 
зеркала, формирующие постоянные распределения ин-
тенсивности в эллиптической области с угловыми раз-
мерами от 60°×20° и в области, соответствующей поло-
вине эллипса с размерами 60°×10° (рис. 6).  

a)   б)   
Рис. 5. Зеркало, рассчитанное на основе стандартного отображения (рис. 1b из работы [13]) для формирования 

постоянной интенсивности в квадратной области с угловыми размерами 20°×20°. Размеры зеркала по осям координат: 
6,77×6,77×2,33 мм (а). Формируемое распределение интенсивности при компактном источнике с диаметром 0,06 мм (б). 

Источник показан точкой, расстояние от источников до вершин зеркал составляет 1 мм  

а)     в)  

б)     г)  
Рис. 6. Зеркала, формирующее постоянные распределения интенсивности в эллиптической области с размерами 60°×20° и в 
области в виде половины эллипса с размерами 60°×10° (а, б). Размеры зеркала по осям координат: 9,51×4,92×2,77 мм (а) и 
9,51×5,85×2,80 мм (б). Распределения интенсивности, формируемые зеркалами на рис. а), б) при компактном источнике с 
диаметром 0,06 мм (в, г). Источник показан точкой, расстояние от источников до вершин зеркал составляет 1 мм  

Распределения интенсивности, рассчитанные в 
программе TracePro, показывают хорошую равномер-
ность полученных распределений. Для распределений 
на рис. 6в, г относительная среднеквадратическая 
ошибка составляет 5,5 % и 6,5 % соответственно. 

Заключение 

Предложен новый вид лучевого отображения в за-
даче расчёта зеркал для формирования заданных 

двумерных распределений интенсивности. Данное 
отображение является обобщением отображения, 
возникающего в задаче расчёта зеркала для формиро-
вания однопараметрического распределения интен-
сивности. Представленные результаты расчёта пока-
зывают высокую работоспособность предложенного 
метода. При формировании прямоугольных и эллип-
тических распределений интенсивности с угловыми 
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размерами от 80°×20° до 40°×20° относительная сред-
неквадратичная ошибка формирования заданной по-
стоянной интенсивности не превышает 8,5 %. 
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ANALYTICAL DESIGN OF MIRRORS  
GENERATING PRESCRIBED TWO-DIMENSIONAL INTENSITY DISTRIBUTIONS 
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Abstract  

A new variant of source-to-target mapping for the design of mirrors generating prescribed two-
dimensional intensity distributions is presented. Design examples show high performance of the 
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proposed technique: for rectangular and elliptical uniform intensity patterns of the angular size 
varying from 80°×20° to 40°×20° the relative error is less than 8.5%. 

Keywords: geometrical optics, reflecting surface, mirror, intensity distribution. 
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