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Аннотация 

Представлен новый метод расчёта оптических элементов, работающих по принципу 
полного внутреннего отражения и формирующих сложные двумерные узкоугольные свето-
вые распределения. Расчёт поверхностей свободной формы основан на построении кусоч-
но-гладкого решения, формирующего дискретное световое распределение, с дальнейшей 
аппроксимацией его сплайновой поверхностью. Работоспособность предложенного метода 
подтверждается приведёнными примерами расчёта оптических элементов. Световая эффек-
тивность полученных оптических элементов составляет 91,8 %, а среднеквадратичное от-
клонение формируемого распределения освещённости от заданного не превышает 8,6 %. 
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Введение 

Для эффективного формирования заданных фото-
метрических характеристик в современных светотех-
нических устройствах используется так называемая 
вторичная оптика – преломляющие или отражающие 
оптические элементы, перенаправляющие световой 
поток от источников в заданную область. Задача рас-
чёта таких элементов является обратной задачей гео-
метрической оптики и заключается в определении 
формы поверхности оптического элемента из условия 
создания требуемого распределения освещённости 
или интенсивности. Даже в случае точечного источ-
ника излучения и одной оптической поверхности 
данная задача сводится к решению нелинейного диф-
ференциального уравнения в частных производных 
второго порядка типа Монжа–Ампера [1 – 2]. Анали-
тические уравнения, описывающие поверхности та-
ких оптических элементов, были получены только 
для узкого круга задач, обладающих радиальной или 
осевой симметрией [3 – 6]. 

Для формирования сложных световых распределе-
ний, не обладающих осевой симметрией, как правило, 
используются оптические элементы с одной или двумя 
преломляющими поверхностями [7 – 10]. Такие оптиче-
ские элементы демонстрируют высокую работоспособ-
ность при создании световых распределений с угловы-
ми размерами 50° и более, но оказываются неэффек-
тивными при фокусировке светового потока в 
узкоугольные области. Как правило, для формирования 
узкоугольных световых распределений применяют TIR 
оптические элементы – оптические элементы, содержа-
щие поверхности, работающие по принципу полного 
внутреннего отражения (англ. TIR – Total Internal 
Reflection – полное внутреннее отражение) [11 – 22]. 

На настоящий момент разработано большое коли-
чество методов расчёта оптических элементов, рабо-
тающих по принципу полного внутреннего отраже-
ния и формирующих узкие радиально-симметричные 

световые распределения [11 – 14] или коллимирован-
ные световые пучки [15 – 17]. Однако на практике 
часто возникает необходимость формирования узко-
угольных распределений в сложной области, напри-
мер, в задачах автомобильного или архитектурного 
освещения. Существует несколько подходов для ре-
шения данных задач. 

В работах [18 – 19] рассмотрены оптические эле-
менты с коллимирующей TIR-поверхностью и внеш-
ней поверхностью свободной формы. Стоит заметить, 
что такое решение не является компактным: оптиче-
ские элементы с формирующей поверхностью, рабо-
тающей по принципу полного внутреннего отраже-
ния, имеют меньшие размеры. Аналогичный подход 
используется в работе [20 – 21], для формирования 
светового распределения используется конструкция, 
состоящая из коллимирующей TIR-поверхности и 
массива микролинз в качестве внешней поверхности. 

В работе [22] представлен метод расчёта оптиче-
ского элемента с поверхностью свободной формы, 
работающей по принципу полного внутреннего отра-
жения. Метод основан на восстановлении поверхно-
сти с помощью функции лучевого соответствия и по-
зволяет рассчитывать оптические элементы, форми-
рующие заданные световые распределения в 
прямоугольных областях. Такой подход обладает ря-
дом недостатков. На данный момент не существует 
общих методов построения функции лучевого соот-
ветствия для произвольной области. Кроме того, час-
то при формировании сложных световых распределе-
ний задача восстановления поверхности не имеет ре-
шения из-за нарушения условия интегрируемости. 

Таким образом, ни в одной из известных авторам 
работ не рассмотрен метод расчёта оптических эле-
ментов, формирующих сложное узкоугольное свето-
вое распределение с помощью TIR-поверхностей. 

В данной работе представлен метод расчёта опти-
ческих элементов с поверхностью свободной формы, 
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работающей по принципу полного внутреннего отра-
жения, для создания непрерывных узкоугольных све-
товых распределений произвольной формы. Расчёт 
оптического элемента сводится к последовательному 
нахождению внутренней поверхности свободной 
формы и боковой поверхности, работающей по прин-
ципу полного внутреннего отражения. Расчёт каждой 
поверхности состоит из двух этапов. На первом этапе 
определяется форма кусочно-гладкой поверхности, 
формирующей дискретное световое распределение, 
аппроксимирующее заданное непрерывное распреде-
ление интенсивности. На втором этапе полученное 
решение сглаживается с помощью сплайновой по-
верхности. Кусочно-гладкая поверхность представля-
ет набор сегментов, количество которых равно числу 
точек дискретного формируемого распределения. 
Каждый сегмент поверхности коллимирует падаю-
щий на него световой поток в заданном направлении. 
Расчёт кусочно-гладкого решения основан на методе 
согласованных квадрик [23]. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу расчёта оптического элемента 
с поверхностью свободной формы, работающей по 
принципу полного внутреннего отражения, и форми-
рующего заданную непрерывную диаграмму направ-
ленности I  (q) в узкоугольной области. Конструкция 
оптического элемента представлена на рис. 1. Источ-
ник света расположен в начале координат. 

 
Рис. 1. Взаимное расположение источника  

и оптического элемента 

Внутренняя поверхность оптического элемента 
состоит из двух частей: преломляющей поверхности 
свободной формы (a), полностью формирующей за-
данное световое распределение I  (q), и поверхности 
(b), перенаправляющей лучи источника на боковую 
поверхность (c). Поверхность (c) является поверхно-
стью свободной формы, работающей по принципу 
полного внутреннего отражения, и, аналогично по-
верхности (a), также формирует полное световое рас-
пределение. Выходная поверхность оптического эле-
мента (d) является плоской. 

Расчёт и построение поверхностей оптического 
элемента выполняется в следующей последователь-
ности: сначала определяется форма поверхности (a), 
затем производится построение поверхности (b), за-
тем рассчитывается поверхность (c), работающая по 
принципу полного внутреннего отражения. Расчёт 

каждой из поверхностей (a) и (c) состоит из двух эта-
пов. На первом этапе в каждом случае решается зада-
ча расчёта кусочно-гладкой поверхности, форми-
рующей дискретное световое распределение, аппрок-
симирующее требуемое непрерывное распределение 
интенсивности. Затем полученное решение сглажива-
ется с помощью бикубического сплайна. 

2. Расчёт внутренней поверхности 
оптического элемента 

Для получения кусочно-гладкой поверхности (a) 
аппроксимируем требуемое непрерывное распреде-
ление интенсивности дискретным распределением 
(qi, Wi), представляющим набор сколимированных 
световых пучков со световыми потоками Wi, распро-
страняющимися в направлениях qi, где i  = 1, ... , N, с 
помощью аналитических выражений, предложенных 
в работе [10]: 
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где δΩi – элемент разбиения полного телесного угла Ω. 
Для расчёта поверхности (a) необходимо получить 

соответствующее дискретное световое распределение 
внутри оптического элемента (qi, Wi). Так как выход-
ная поверхность оптического элемента (d) является 
плоской, каждому коллимированному пучку, распро-
страняющемуся в направлении qi, можно поставить в 
соответствие коллимированный световой пучок, рас-
пространяющийся в направлении pi, внутри оптиче-
ского элемента. Набор направлений pi можно опреде-
лить с помощью закона Снеллиуса, записанного в 
векторной форме:  
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i
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 × − × = − ⋅ − × ×
N N q

p N N q N q   (2) 

где N = (0, 0, – 1) – нормаль к внешней поверхности (d), 
n – показатель преломления оптического элемента. 

Найдём форму кусочно-гладкой поверхности (a), 
формирующей дискретное световое распределение (1). 
Искомая поверхность будет состоять из N сегментов, 
каждый из которых формирует коллимированный 
световой пучок, распространяющийся в заданном на-
правлении вне оптического элемента. Для решения 
данной задачи предлагается воспользоваться методом 
согласованных квадрик, предложенным В. Оликером 
в работе [23]. Сходимость данного метода была стро-
го доказана в работе [24]. Согласно работе [23], урав-
нение кусочно-заданной поверхности (a) можно запи-
сать в следующем виде: 
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где ra,i
 (s0) – модуль радиус-вектора сегмента поверх-

ности (a), коллимирующего световой поток источни-
ка в направлении qi, s0 – единичный вектор луча, ис-
ходящего от источника света. 
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Так как согласно принципу Ферма, на поверхно-
сти волнового фронта длина оптического пути одина-
кова для любых лучей от источника, следующее тож-
дество является верным (рис. 2): 

( ), 0 0, 0A i ir nh r nh+ = +s , (4) 

где h – расстояние между поверхностью (a) и плоско-
стью волнового фронта для произвольного луча, рас-
пространяющегося в направлении s0, h0 и ra,i – рас-
стояние между поверхностью (a) и плоскостью вол-
нового фронта и модуль радиус-вектора поверхности 
(a), соответственно, для луча, распространяющегося в 
направлении s0,0 и падающего по нормали к поверх-
ности (a). Согласно геометрии задачи (рис. 2) и исхо-
дя из уравнения (4), модуль радиус-вектора i-го сег-
мента поверхности (a) можно записать в следующем 
виде: 
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где r0,i – параметр, определяющий размер сегмента. 
Согласно системе уравнений (3), чем больше значе-
ние параметра ra,i, тем больше размер i-го сегмента и, 
соответственно, больший световой поток коллимиру-
ется в i-м направлении. Таким образом, изменяя зна-
чение параметра ra,i, можно получить требуемый све-
товой поток Wi, распространяющийся в направлении 
qi. Набор значений ra,i вычисляется с помощью мето-
да согласованных квадрик и полностью описывает 
вид кусочно-гладкой поверхности (3). 

 
Рис. 2. Принцип работы сегмента поверхности (a) 

Гладкая внутренняя поверхность (a), формирую-
щая непрерывное световое распределение, может 
быть получена с помощью аппроксимации кусочно-
заданной поверхности ra сплайновой поверхностью 
[25]. Заметим, что непрерывное решение также мож-
но получить, если устремить количество точек N в 
дискретной аппроксимации задачи к бесконечности, 
однако такой подход невозможно осуществить ввиду 
ограниченности вычислительных ресурсов. Сглажи-
вание поверхности позволяет получить только при-
ближённое решение поставленной задачи, но, как по-
казывает практика, при достаточно больших значени-
ях N порядка 1000 – 2000 данный подход обеспечивает 
хорошую согласованность с требуемым результатом. 

Поверхность (b) может быть выбрана произволь-
ным образом. В данной работе предлагается задать по-
верхность (b) сегментом конуса с малым углом α при 
вершине и основанием, определяющимся границей по-
верхности (a) – ra(ϕ, ψmax) Такое представление по-
верхности связано с технологией изготовления опти-
ческого элемента. В сферической системе координат 
уравнение конической поверхности (b) записывается 
следующим образом rb(ϕ, ψ) = rb(ϕ, ψ)·s0(ϕ, ψ), где 

( ) ( ) ( ) ( )max maxr , , [sin /sin ].b arϕ ψ = ϕ ψ ψ + α ψ + α  (6) 

В этом случае лучи s1, преломлённые на поверх-
ности (b), можно найти из закона Снеллиуса (2). 

3. Расчёт поверхности, работающей  
по принципу полного внутреннего отражения 

Расчёт поверхности (c), работающей по принципу 
полного внутреннего отражения, выполняется анало-
гично расчёту поверхности (a). Сначала с помощью 
метода согласованных квадрик найдём кусочно-
гладкое решение, состоящее из N сегментов, форми-
рующих дискретное световое распределение (1). Вид 
кусочно-заданной поверхности определяется сле-
дующим образом: 

( )
1,

argmax ,

c b j

i

r l

j l

= ⋅ + ⋅


=

0r s s
 (7) 

где l i – скалярная функция, определяющая расстояние 
от поверхности (b) до i-го сегмента поверхности (c), 
s1(ϕ, ψ) – направляющий вектор луча, преломлённого 
на поверхности (b). 

Для вывода уравнения i-го сегмента поверхности 
(c), как и в предыдущем пункте, воспользуемся прин-
ципом Ферма и приравняем длину оптического пути от 
источника до плоскости волнового фронта для произ-
вольного луча s0 и луча s0,0, направляющий вектор ко-
торого перпендикулярен направлению pi (рис. 3): 

,0 0 0b i br nl nh r nl nh+ + = + + , (8) 

где rb и rb,0 – длины радиус-векторов поверхности (b) 
в точках пересечения с лучами s0 и s0,0 соответствен-
но, h и h0 – соответствующие расстояния от поверх-
ности (c) до плоскости волнового фронта. 

Запишем расстояние H между источником и плос-
костью волнового фронта через геометрические пути 
лучей: 

( ) ( ) ( )0 0cos cos cos ,bH l h r l h= β + = α + γ +  (9) 

где α – угол между лучом s0 и вектором нормали pi 
плоскости волнового фронта, γ – угол между лучом s1 
и вектором pi, β – угол между лучом s1,0 и вектором pi 
(рис. 3). Заменим косинусы данных углов скалярны-
ми произведениями соответствующих векторов и вы-
разим l из системы уравнений (8) и (9): 
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Набор параметров сегментов l0i, определяющих 
вид кусочно-заданного решения, также можно найти 
с помощью метода согласованных квадрик. Для фор-
мирования непрерывного распределения полученную 
кусочно-гладкую поверхность следует аппроксими-
ровать сплайновой поверхностью. 

 
Рис. 3. Отражение лучей на поверхности (c) 

4. Результаты расчёта оптических элементов 

Предложенный выше метод расчёта оптических 
элементов с поверхностью свободной формы, рабо-
тающей по принципу полного внутреннего отраже-
ния, был реализован в среде программирования Mat-
lab. Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирую-
щих работоспособность данного метода. 

В качестве первого примера был рассчитан опти-
ческий элемент, формирующий равномерно освещён-
ный квадрат со стороной 3 м на расстоянии 10 м от 
точечного источника света (угловой размер 16,7°). 
Формируемое оптическим элементом распределение 
интенсивности I  (p) в дальней зоне связано с осве-
щённостью E(x, y) следующим образом: 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2, [( )/ ],

1, , ;
,

0, , ,

zI E x y x y z p

x y D
E x y

x y D

= ⋅ + +

 ∈=  ∉

p

 (11) 

где (x, y, z) – координаты точек на выходной плоско-
сти, D – формируемая область. 

Для решения предложенной задачи непрерывное 
распределение интенсивности (11) было представле-
но дискретным распределением с 1600 точками с по-
мощью выражения (1). Затем были последовательно 
рассчитаны поверхности (a), (b) и (c) оптического 
элемента с показателем преломления n = 1,493 
(ПММА). На первом шаге с помощью метода согла-
сованных квадрик была рассчитана кусочно-гладкая 
поверхность (a), состоящая из 1600 сегментов и фор-
мирующая заданное дискретное световое распределе-
ние. Для аппроксимации поверхности (a) использо-
вался определённый на равномерной сетке в сфериче-
ской системе координат бикубический сплайн. В 
качестве боковой поверхности (b) была выбрана ко-
ническая поверхность, заданная уравнением (6), с уг-
лом при вершине α = 2°. Затем, аналогично поверхно-
сти (a), было получено кусочно-гладкое решение для 

поверхности (c), формирующее заданное дискретное 
распределение, которое также было сглажено с по-
мощью бикубического сплайна. 

Трёхмерная модель рассчитанного оптического 
элемента представлена на рис. 4. Высота оптического 
элемента составляет 14,31 мм, а диаметр – 23,65 мм. 

 
Рис. 4. Оптический элемент, формирующий 

равномерно освещенный квадрат со стороной 3 м 

Для проверки работоспособности оптический 
элемент был промоделирован в коммерческом про-
граммном обеспечении Trace Pro при точечном ис-
точнике излучения. На рис. 5 представлено распреде-
ление освещённости, формируемое рассчитанным оп-
тическим элементом в выходной плоскости.  

а)  

б)  
Рис. 5. Распределение освещённости, формируемое 
оптическим элементом, представленным на рис. 4: 
а) полутоновое распределение освещённости, 

 б) профили распределения освещённости 

Световая эффективность оптического элемента со-
ставляет 91,8 %, а отклонение полученного светового 
распределения от равномерного не превышает 5,2 %. 

В качестве второго примера был рассчитан опти-
ческий элемент, формирующий постоянное распреде-
ление освещённости в сложной области, имеющей 
вид стилизованной летучей мыши (рис. 6), в выход-
ной плоскости, расположенной на расстоянии 10 м от 
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точечного источника света. Размеры освещаемой об-
ласти составляют 10 м по оси Ox (угловой размер 
53,1°) и 5 м по оси Oy (угловой размер 28,1°). 

 
Рис. 6. Форма требуемого распределения освещённости 

Для этого методом согласованных квадрик был 
рассчитан кусочно-гладкий оптический элемент, 
формирующий заданное дискретное распределение 
интенсивности, представленное набором из 1062 кол-
лимированных пучков. Полученное решение было 
аппроксимировано с помощью NURBS поверхности. 
Оптический элемент представлен на рис. 7. Высота 
оптического элемента составляет 17,49 мм, размеры 
оптического элемента по осям Ox и Oy – 24,61 мм и 
30,96 мм соответственно.  

 
Рис. 7. Оптический элемент, формирующий сложное 

световое распределение 

Результаты моделирования рассчитанного оптиче-
ского элемента с точечным источником света в про-
грамме Trace Pro представлены на рис. 8. 

 
Рис. 8. Распределение освещённости, формируемое 
оптическим элементом, представленным на рис. 7 

Световая эффективность рассчитанного оптическо-
го элемента составляет более 91,9 %. ОСКО распреде-
ления освещённости от равномерного – менее 8,6 %. 

Представленные выше примеры демонстрируют 
хорошую работоспособность предложенного метода 

расчёта оптических элементов с поверхностью сво-
бодной формы, работающей по принципу полного 
внутреннего отражения, для формирования сложных 
узкоугольных распределений освещённости.  

Заключение 

В данной работе представлен метод расчёта опти-
ческих элементов с поверхностью свободной формы, 
работающей по принципу полного внутреннего отра-
жения. Разработанный метод позволяет рассчитывать 
оптические элементы, формирующие произвольные 
узкоугольные световые распределения в сложных 
двумерных областях. 

С помощью разработанного метода были рассчи-
таны оптические элементы, формирующие равномер-
ные распределения освещённости квадратной области 
и более сложной области, имеющей вид стилизован-
ной летучей мыши. Результаты моделирования рабо-
ты оптических элементов показали, что оптические 
элементы, рассчитанные предложенным методом, об-
ладают высокой световой эффективностью (не менее 
91,8 %) и с высокой точностью (ОСКО менее 9 %) 
формируют заданные световые распределения, что 
подтверждает отличную работоспособность метода. 
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DESIGN OF OPTICAL ELEMENTS WITH TIR FREEFORM SURFACE 
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Abstract  

A novel method for the design of total internal reflection based (TIR) optical elements generating 
complex two-dimensional narrow-angle light distributions is presented. The method consists of two 
parts: computation of a piecewise smooth solution and its subsequent approximation by a spline sur-
face. Examples of TIR optical elements designed using the proposed approach are discussed. The 
simulation results demonstrate high performance of the proposed method: the luminous efficacy of 
the optical elements is 91.8% and the relative root-mean-square error is less than 8.6%. 
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