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Аннотация 

С помощью формализма Ричардса–Вольфа получены общие формулы для проекций век-
торов напряженности электрического и магнитного полей вблизи острого фокуса оптиче-
ского вихря с топологическим зарядом m и азимутальной поляризацией порядка n. Получе-
ны простые следствия из этих формул при разных значениях чисел m и n. При условии 
m = n > 1 на оптической оси будет отличная от нуля интенсивность, такая же, как при фоку-
сировке светового поля без вихря и с круговой поляризацией. А при условии n = m + 2 вбли-
зи оптической оси в плоскости фокуса будет иметь место обратный поток световой энергии. 
Полученные формулы можно использовать как для моделирования острой фокусировки оп-
тических полей с двойной сингулярностью (фазовой и поляризационной), так и для теоре-
тического анализа распределений интенсивности и вектора Пойнтинга в фокусе. 
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Введение 

Начиная с классической работы Ричардса–Вольфа 
[1], в которой получены аналитические выражения для 
распределения вектора напряженности электрического 
поля с линейной поляризацией вблизи фокуса в апла-
натической системе, появилось множество работ по 
теоретическому и численному исследованию световых 
полей, в том числе вихревых, с однородной (линейной, 
круговой, эллиптической) и неоднородной (радиаль-
ной, азимутальной) поляризацией вблизи острого фо-
куса. Так, в [2, 3] рассмотрена фокусировка светового 
поля с радиальной и азимутальной поляризациями. В 
обзоре [4] пучки с радиальной и азимутальной поляри-
зацией объединены термином «цилиндрические век-
торные пучки». В [5] получены формулы для проекций 
электрического вектора вблизи фокуса для оптическо-
го вихря произвольного целого порядка с эллиптиче-
ской поляризацией. В [6] рассмотрены цилиндриче-
ские пучки высших порядков. Но вместе световые по-
ля с произвольной фазовой и поляризационной 
сингулярностями рассмотрены не были. В [7 – 9] ци-
линдрические векторные пучки рассматриваются на 
сфере Пуанкаре высшего порядка. В [10] численно мо-
делируется острая фокусировка цилиндрического век-
торного оптического вихря. В [11] цилиндрические 
векторные пучки генерируются с помощью микрозер-
кал, в [12] – c помощью дифракционных оптических 

элементов, а в [13] – с помощью двухмодового волокна 
с длиннопериодной решёткой. В [14] рассматривается 
распространение цилиндрического векторного пучка, 
смещённого с оптической оси. В [15] острая фокуси-
ровка цилиндрического векторного пучка применяется 
для сверления отверстий. В [16 – 18] с помощью фор-
мализма Ричардса–Вольфа [1] получены выражения 
для проекций электрического и магнитного векторов 
вблизи фокуса для оптического вихря произвольного 
порядка с линейной и круговой поляризациями [16,17] 
и для векторного цилиндрического пучка высшего по-
рядка [18]. 

В данной работе мы обобщили работы [16 – 18] и 
получили выражения для проекций электрического и 
магнитного поля вблизи фокуса для оптического вих-
ря с целым топологическим зарядом m и цилиндриче-
ской поляризацией (радиальной и азимутальной) це-
лого порядка n, а также много частных случаев, по-
лезных для практики. 

1. Световое поле с фазовой и поляризационной 
сингулярностью в фокусе апланатической 

системы 
В [16] на основе формализма Ричардса–Вольфа [1] 

получены формулы для проекций векторов напря-
женности электрического (E-вектор) и магнитного 
(Н-вектор) полей вблизи фокуса оптического вихря 
(поля с фазовой сингулярностью) с линейной или 
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круговой поляризацией. Наряду с фазовыми сингу-
лярностями широко исследуются поляризационные 
сингулярности, которые, как известно, возникают, ес-
ли в точке не определена эллиптичность поляризации 
или её направление (C-points и V-points) [19]. Поля-
ризационные сингулярности вида C-points могут 
иметь структуру «лимон», «монстр» и «звезда», ха-
рактеризующуюся полуцелым индексом (1/2, 1/2 и –
1/2 соответственно). Поляризационные сингулярно-
сти вида V-points имеют нулевую интенсивность и 
включают в себя радиальную и азимутальную поля-
ризацию с целым индексом [20]. В данной работе 
рассматривается именно обобщение радиальной и 
азимутальной поляризации, когда при обходе вокруг 
сингулярности вектор поляризации меняет направле-
ние несколько раз. На основе формул из [16] получе-
ны проекции вблизи фокуса для светового поля одно-
временно с поляризационной сингулярностью n-го 
порядка и фазовой сингулярностью m-го порядка. Из 
этих формул, как частный случай, получаются выра-
жения для светового поля с радиальной или азиму-
тальной поляризациями. 

Пусть поперечные проекции начального Е-поля (в 
выходном зрачке апланатической оптической систе-
мы [2]) описываются вектором Джонса вида: 
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где (, ) – углы, задающие единичный вектор или 
точку на сфере единичного радиуса, m, n – целые по-
ложительные числа, A() – амплитуда спектра плос-
ких волн, формирующих оптический вихрь с ком-
плексной амплитудой 
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Векторное цилиндрическое поле с поляризацией 
(1) будем называть вихревым полем с радиальной по-
ляризацией n-го порядка, так как при n = 1 поле (1) 
описывает оптический вихрь с радиальной поляриза-
цией. Заметим, что при n = 0 поле (1) описывает опти-
ческий вихрь с линейной поляризацией. Поле (1) 
можно представить в виде суммы двух оптических 
вихрей с круговой поляризацией: 
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Вектора Джонса (1, –i)T и (1, i)T описывают левую 
и правую круговые поляризации. Напомним выраже-
ния для проекций Е-поля 
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где σ = 1 – правая круговая, σ = –1 – левая круговая и 
σ = 0 – линейная поляризации, вблизи фокуса аплана-
тической системы из [16]: 
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где f – фокусное расстояние апланатической системы, 
 – длина волны, NA = sin – числовая апертура, 
J (x) – функция Бесселя первого рода ν-го порядка, 
x = kr sin , (x, y, z) и (r, , z) – декартовы и цилиндри-
ческие координаты,  = (1) / 2. В качестве функции 
A() можно использовать функции Бесселя–Гаусса [2] 
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где  – отношение радиуса зрачка апланатической си-
стемы к радиусу перетяжки Гауссова пучка. 

Приведём сначала общее выражение для распре-
деления интенсивности в плоскости фокуса (z = 0) оп-
тического вихря с любой однородной поляризацией 
(линейной, правой и левой круговой и эллиптической, 
если   0, 1), которого нет в [16]: 
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Из (8) видно, что для линейной и эллиптической 
поляризаций распределение интенсивности в фокусе 
не будет иметь круговой симметрии, а будет зави-
сеть от косинуса двойного азимутального угла (при 
любом m). И только для оптического вихря с левой 
(+

 = 0, –
 = 1) или правой (+

 = 1, –
 = 0) круговой по-

ляризациями распределение интенсивности в плос-
кости фокуса имеет радиальную (осевую) симмет-
рию. Из (8) видно, что в центре фокусного пятна ин-
тенсивность будет отлична от нуля только при m = 0 
(для любой однородной поляризации) и m = 1, 2 (для 
левой круговой и линейной поляризаций). 

Вернёмся к основной цели данной работы и полу-
чим выражения для проекций Е-вектора вблизи фоку-
са для начального поля (3), складывая выражения из 
(5) для левой и правой поляризаций. Получим: 
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В (9) величины I0,mn, I1,mn1, I2,mn2, как и в (6), 
обозначают интегралы. Первый индекс обозначает 
тип интеграла, а второй – номер функции Бесселя, 
стоящей под интегралом.  

Аналогично можно получить выражения для про-
екций Е-вектора вблизи фокуса в апланатической си-
стеме для исходного оптического вихря с топологи-
ческим зарядом m и азимутальной поляризацией n-го 
порядка: 
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Для начального поля (10) получим вместо (9) вы-
ражения: 
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В (9) и (11) числа m и n входят только в виде сум-
мы и разности. Поэтому при условии m = n > 1 на оп-
тической оси интенсивность всегда будет одна и та 
же и отлична от нуля, а само поле будет иметь вид: 
|Ex| = |Ey| = (1/2) I0,0 (r = 0), Ez

 = 0. Это означает, что на 
оптической оси вблизи фокуса обе сингулярности 
компенсируют друг друга. При этом на оптической 
оси, как следует из (5) при m = 0, будет такая интен-
сивность, как будто сфокусировался свет с круговой 
поляризацией и без вихря. 

Аналогично (11), приведём выражения для про-
екций вектора напряжённости магнитного поля 
(H-поля) вблизи фокуса апланатической системы для 
исходного светового поля в виде (10): 
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На основе (11) и (12) получим выражение в плос-
кости фокуса (z = 0) для продольной проекции векто-
ра Пойнтинга [1] S = [c/(8)] Re [E × H*], где c – ско-
рость света в вакууме, Re – вещественная часть чис-
ла, E × H – векторное произведение, * – комплексное 
сопряжение (далее опустим постоянную c/(8)): 

 2 2 2 2
0, 0, 2, 2 2, 2

1

2
z m n m n m n m nS I I I I         . (13) 

В частном случае при m = 0 выражение (13) совпа-
дает с аналогичным выражением, полученным в [18]. 
Из (13) следует, что при условии n = m + 2 на оптиче-
ской оси в плоскости фокуса всегда будет отрица-
тельный (обратный) поток энергии: 

2
, 2 2,0

2

1/ 2

0

1
( 0)

2

sin cos (1 cos ) ( )d .
2

z m nS z r I

f
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 


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
 (14) 

2. Частные случаи из общей формулы 

Из (9) и (11) можно получить несколько практиче-
ски интересных частных случаев. 

2.1. Линейно поляризованный  
оптический вихрь m-го порядка 

Положив в (9) n = 0, получим выражения для поля, 
описывающего оптический вихрь m-го порядка с ли-
нейной поляризацией вблизи фокуса: 
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 (15) 

Точное такие же выражения (15) можно получить 
из (5), положив  = 0, += –= 1/2. Похожие выражения 
были получены в [5]. Частным случаем (15) является 
фокусировка оптического вихря с топологическим 
зарядом m = 2 и линейной поляризацией. 

В этом случае распределение интенсивности в 
плоскости фокуса равно: 

 

2 2 2 2 2
2 0,2 2,4 1,2 2,0 1,1

0,2 2,4 2,0 1,3 1,1

1 1
( , , 0)

2 2

cos 2 2 .

I r z I I I I I

I I I I I

       

     

 (16) 

Из (15) и (16) при m = 2 видно, что на оптической 
оси нет сингулярности фазы и поляризации, а из-за 
спин-орбитального преобразования формируется по-
ле с круговой поляризацией и c отличной от нуля ин-
тенсивностью Ey

 = iEx
 = – 0,5I2,0

 (r = 0). 
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2.2. Световое поле с обобщённой радиальной 
поляризацией n-го порядка 

Положив в (9) m = 0, получим выражения для 
электрического поля с радиальной поляризацией n-го 
порядка вблизи фокуса: 

 
 

1
0, 2, 2

1
0, 2, 2

1, 1

cos cos ( 2) ,

sin sin ( 2) ,

2 cos ( 1) .

n
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 (17) 

Из (17) видно, что на оптической оси (r = 0) при 
n = 2, отличной от нуля, будет только проекция элек-
трического вектора Ex. Поляризационная сингуляр-
ность, присутствовавшая в начальной плоскости, при 
фокусировке пропала. Заметим, что хотя интенсив-
ность в фокусе на оптической оси отлична от нуля, 
свет не распространяется в сторону наблюдателя. По-
кажем, что при этом формируется обратный поток. 
Действительно, если в (13) положить m = 0 и n = 2, то 
отличными от нуля на оптической оси будут два по-
следних отрицательных слагаемых. При n > 2 в центре 
фокусного пятна интенсивность будет равна нулю. 

2.3. Световое поле с радиальной поляризацией 

Из (17) следуют известные выражения [2] для 
электрического поля с радиальной поляризацией 
(n = 1) вблизи фокуса: 

 
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 (18) 

Из (18) видно, что на оптической оси у радиально-
поляризованного поля в фокусе отличным от нуля 
будет только продольная составляющая светового 
поля. 

2.4. Световое поле с обобщённой азимутальной 
поляризацией n-го порядка 

Положив в (11) m = 0, получим известные выраже-
ния [18] для электрического поля с азимутальной по-
ляризацией n-го порядка вблизи фокуса: 
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 (19) 

Заметим, что напрямую из (17) нельзя получить 
(19) путем замены  на  + /(2n). В (19), как и в 
(17), при n = 2 на оптической оси будет отличной от 
нуля только одна проекция электрического вектора 
Ey

 = –iI2,0
 (r = 0). Но точки на оптической оси являют-

ся точками сингулярности, так как в этих точках не 
определена поляризация света. Поэтому свет на оп-
тической оси распространяется в обратном направле-
нии [18]. Можно показать, что на оптической оси при 
n = 2 у поля (19), кроме электрической составляющей 
Ey

 = –iI2,0
 (r = 0), отлична от нуля и проекция магнит-

ного вектора Hx
 = –iI2,0 (r = 0). То есть на оптической 

оси вектора E и Н составляют правoую тройку векто-
ров с волновым вектором k, у которого kz < 0. 

Из (17) и (19) получим выражения для распреде-
лений интенсивности в плоскости фокуса (z = 0) для 
полей с радиальной и азимутальной поляризацией  
2-го порядка (n = 2): 

2 2 2 2
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 (20) 

Из (20) видно, что распределение интенсивности в 
фокусе не обладает радиальной симметрией. Видно 
также, что одно распределение интенсивности пере-
ходит в другое при замене  на  + /2, то есть при 
повороте на 90 градусов. Причем в центре фокусного 
пятна обе интенсивности отличны от нуля и равны 

2
,2 ,2 2,0 ( 0)rad azI I I r   . 

2.5. Световое поле с азимутальной поляризацией 

Из (19) следует известное выражение [2] для элек-
трического поля с азимутальной поляризацией (n = 1) 
вблизи фокуса: 
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Из (21) видно, что в фокусе у азимутально поляри-
зованного поля нет продольной составляющей. Кроме 
того, из (18) и (21) следует, что распределение интен-
сивности в фокусе для света с радиальной и азиму-
тальной поляризацией имеет круговую симметрию: 
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Из (22) видно, что форма фокусного пятна у поля 
с азимутальной поляризацией имеет вид кольца, а у 
радиальной поляризации – вид круглого пятна. 

2.6. Азимутально поляризованный оптический вихрь 
с единичным топологическим зарядом 

Из (11) следуют выражения для проекций E-векто-
ра вблизи фокуса для оптического вихря с топологи-
ческим зарядом m = 1 и азимутальной поляризацией 
(n = 1): 
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 (23) 

Распределение интенсивности поля (23) будет об-
ладать круговой симметрией, и в центре фокусного 
пятна интенсивность будет отлична от нуля: 

   2 2
0,0 2,0 0,2 2,2

1 1
.

2 2
az vorI I I I I      (24) 

Это свойство (24), наряду с радиальной поляриза-
цией (22), используют для формирования острого фо-
кусного пятна круглой формы [21]. В данном случае 
фазовая и поляризационные сингулярности на опти-
ческой оси компенсировали друг друга, и на оптиче-
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ской оси в плоскости фокуса сформируется максимум 
интенсивности. 

3. Моделирование острой фокусировки 
оптического вихря с радиальной и азимутальной 

поляризацией высшего порядка 

Из (13), (14) следует, что если у оптического вих-
ря с азимутальной поляризацией высшего порядка 
(10) номера связаны соотношением n = m + 2, то вбли-
зи оптической оси имеет место обратный поток энер-
гии, по величине сравнимый с прямым потоком. В 
этом параграфе на конкретных примерах будет это 
продемонстрировано. Моделирование острой фоку-
сировки лазерного света с разными порядками фазо-
вой и поляризационной сингулярности производи-
лась с помощью формул Ричардса – Вольфа [1]. Дли-
на волны выбиралась равной  = 532 нм, а числовая 
апертура апланатического объектива выбиралось 
равной NA = 0,95. 

На рис. 1 и 2 показаны результаты фокусировки 
оптического вихря с топологическим зарядом m = 1 и 
с азимутальной поляризацией порядка n = 3. На рис. 1 
показано распределение направления поляризации 

фокусируемого пучка, а также распределение интен-
сивности, фазы и направления поляризации в плос-
кости фокуса (z = 0), а на рис. 2 – распределения трёх 
проекций (продольной и двух поперечных) вектора 
Пойнтинга в той же плоскости. На рис. 1а видно, что 
при обходе вокруг центра на большом расстоянии от 
оптической оси направление поляризации повторяет-
ся три раза. Наличие спиральной фазы в фокусируе-
мом пучке приводит к существенному изменению 
направления поляризации в фокусе (рис. 1г). На 
рис. 2 видно, что продольная проекция вектора Пойн-
тинга (рис. 2а) имеет круговую симметрию в согласии 
с (13) и вблизи оптической оси её значения отрица-
тельные (обратный поток). Величина обратного пото-
ка примерно в 2 раза меньше максимального значе-
ния прямого потока. Заметим, что из вида распреде-
ления интенсивности (рис. 1) трудно предположить, 
что продольное распределение потока энергии 
(рис. 2а) имеет осевую симметрию. Заметим, что хотя 
распределение интенсивности (рис. 1) не имеет ради-
альной симметрии, но оно имеет симметрию 4-го по-
рядка относительно декартовых осей. Из дальнейше-
го будет ясно, что порядок симметрии распределения 
интенсивности равен m + n = 2(n – 1). 

 

а)     б)  

в)     г)  
Рис. 1. Направление поляризации в фокусируемом пучке с m = 1, n = 3 (а);  

распределение интенсивности I=|Ex|2+|Ey|2+|Ez|2 (б), фазы (в) и направление поляризации (г) в фокусе 

а)   б)   в)  
Рис. 2. Распределения компонент вектора Пойнтинга Sz (а), Sx (б), Sy (в) в фокусе (m = 1, n = 3)  
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а)      б)  

в)      г)  
Рис. 3. Направление поляризации в фокусируемом пучке с m = 2, n = 4 (а).  

Распределение интенсивности I=|Ex|2+|Ey|2+|Ez|2 (б), фазы (в) и направление поляризации (г) в фокусе 

a)    б)    в)  
Рис. 4. Распределения компонент вектора Пойнтинга Sz (а), Sx (б), Sy (в) в фокусе (m = 2, n = 4) 

На рис. 3 и 4 показаны аналогичные картины, но 
при других параметрах лазерного пучка: m = 2, n = 4. 
На рис. 3а видно, что при обходе вокруг центра на 
большом расстоянии от оптической оси направление 
поляризации повторяется четыре раза. Наличие спи-
ральной фазы в фокусируемом пучке приводит к су-
щественному изменению направления поляризации в 
фокусе (рис. 3г). Из рис. 3 видно, что распределение 
интенсивности имеет симметрию 6-го порядка, так 
как m + n = 2(n – 1) = 6. 

На рис. 4а видно, что вблизи оптической оси по-
ток энергии имеет обратное направление распростра-
нения, и распределение продольной компоненты век-
тора Пойнтинга имеет осевую симметрию. Это труд-
но предсказать из вида распределения интенсивности 
на рис. 3. Поперечные проекции вектора Пойнтинга 
(рис. 4б, в) имеют вид, аналогичный поперечным про-
екциям на рис. 2б, в. 

На рис. 5 показано распределение направления 
поляризации фокусируемого пучка, а также распре-
деление интенсивности, фазы и направления поляри-

зации для пучка с порядками фазовой и поляризаци-
онной сингулярности, равными m = 3, n = 5. На рис. 5а 
видно, что при обходе вокруг центра на большом рас-
стоянии от оптической оси направление поляризации 
повторяется пять раз. Наличие спиральной фазы в 
фокусируемом пучке приводит к существенному из-
менению направления поляризации в фокусе 
(рис. 5г). Видно, что картина интенсивности имеет 8 
порядок симметрии относительно оптической оси, 
так как m + n = 2(n – 1) = 8. Можно предположить, что 
с ростом номера n (n = m + 2) распределение интен-
сивности в плоскости фокуса всё больше будет при-
обретать осевую симметрию. 

На рис. 6а видно, что вблизи оптической оси по-
ток энергии имеет обратное направление распростра-
нения (продольная компонента вектора Пойнтинга 
вблизи оптической оси отрицательная) и распределе-
ние продольной компоненты вектора Пойнтинга име-
ет осевую симметрию. Поперечные проекции вектора 
Пойнтинга (рис. 4б, в) имеют вид, аналогичный попе-
речным проекциям на рис. 2б, в и 4б, в. 
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а)      б)    

в)      г)  
Рис. 5. Направление поляризации в фокусируемом пучке с m = 3, n = 5 (а);  

распределение интенсивности I=|Ex|2+|Ey|2+|Ez|2 (б), фазы (в) и направление поляризации (г) в фокусе 

а)    б)    в)  
Рис. 6. Распределения компонент вектора Пойнтинга Sz (а), Sx (б), Sy (в) в фокусе (m = 3, n = 5) 

Заметим также, что, хотя общий вид продольной 
компоненты вектора Пойнтинга на рис. 2а, 4а и 6а 
меняется (оставаясь радиально симметричным), об-
ласть вблизи оси, в которой поток энергии обратный, 
сохраняет свою площадь. 

Заключение 
С помощью формализма Ричардса–Вольфа полу-

чены общие формулы для проекций вектора напря-
женности электрического и магнитного поля вблизи 
острого фокуса оптического вихря с топологическим 
зарядом m и с азимутальной поляризацией порядка n. 
Получено также выражение для продольной компо-
ненты вектора Пойнтинга. Получены простые след-
ствия из этих формул при разных значениях чисел m 
и n. При условии m = n > 1 на оптической оси будет 
отличная от нуля интенсивность, как при фокусиров-
ке светового поля без вихря и с круговой поляризаци-
ей, а при условии n = m + 2 на оптической оси в плос-
кости фокуса будет иметь место обратный поток све-
товой энергии. Численное моделирование 

подтвердило существование обратного потока вблизи 
оптической оси. Причем распределение интенсивно-
сти в плоскости фокуса при n = m + 2 имеет порядок 
симметрии относительно оптической оси, равный 
m + n = 2(n – 1), а распределение продольной компо-
ненты вектора Пойнтинга имеет осевую симметрию 
при любых m и n. 
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Sharp focusing of a light field with polarization  
and phase singularities of an arbitrary order 
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Abstract 

Using the Richards-Wolf formalism, we obtain general expressions for all components of the 
electric and magnetic strength vectors near the sharp focus of an optical vortex with the topologi-
cal charge m and nth-order azimuthal polarization. From these equations, simple consequences are 
derived for different values of m and n. If m = n > 1, there is a non-zero intensity on the optical ax-
is, like the one observed when focusing a vortex-free circularly polarized light field. If n = m + 2, 
there is a reverse flux of light energy near the optical axis in the focal plane. The derived expres-
sions can be used both for simulating the sharp focusing of optical fields with the double singulari-
ty (phase and polarization) and for a theoretical analysis of focal distributions of the intensity and 
the Poynting vector, allowing one to reveal the presence of rotational symmetry or the on-axis re-
verse energy flux, as well as the focal spot shape (a circle or a doughnut). 

Keywords: sharp focusing, Richards-Wolf formulae, optical vortex, topological charge, phase 
singularity, polarization singularity, Poynting vector, reverse flux of energy, focal spot symmetry. 
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