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Аннотация 

Представлены результаты расчёта зеркала с поверхностью свободной формы для фор-
мирования постоянной освещённости в прямоугольной области с угловыми размерами 
30×15. Метод расчёта основан на формулировке задачи расчёта «лучевого отображения» 
как задачи Монжа – Канторовича о перемещении масс и её сведении к решению линейной 
задачи о назначениях. Приведены описание процесса изготовления зеркала методом фрезе-
рования и результаты экспериментальных измерений формируемого зеркалом светового 
распределения. Результаты экспериментальных исследований находятся в хорошем соот-
ветствии с результатами численного моделирования и подтверждают «технологичность» 
использованного метода расчёта.  
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Введение 

Задача расчёта преломляющей или отражающей 
оптической поверхности из условия формирования 
заданного распределения освещённости в некоторой 
области относится к классу обратных задач неизоб-
ражающей оптики и является крайне сложной. В 
большинстве случаев данная задача сводится к реше-
нию нелинейного дифференциального уравнения 
(НДУ) эллиптического типа (обобщённого уравнения 
Монжа–Ампера) [1 – 7]. Решение этого НДУ является 
сложной теоретической и вычислительной задачей. 

Формулировка обратной задачи расчёта оптиче-
ской поверхности как задачи решения НДУ предпо-
лагает, что рассчитываемая поверхность является 
гладкой. Это накладывает ряд ограничений на класс 
распределений освещённости, которые могут быть 
сформированы этой поверхностью. Например, глад-
кая оптическая поверхность не позволяет сформиро-
вать распределение освещённости, определённое в 
несвязной области, состоящей из непересекающихся 
подобластей. Ограничения также возникают и при 
формировании многосвязных областей и областей со 
сложными негладкими границами. 

Ряд обратных задач расчёта оптических поверхно-
стей может быть сформулирован в виде задачи Мон-
жа–Канторовича о перемещении масс (ЗПМ) со спе-
циальной функцией стоимости [8 – 19]. Данная ЗПМ 

описывает задачу расчёта лучевого отображения (т.е. 
отображения, связывающего координаты падающих 
на оптическую поверхность лучей и координаты пре-
ломлённых (отражённых) лучей в освещаемой обла-
сти), которое обеспечивает формирование заданного 
распределения освещённости. При этом восстановле-
ние оптической поверхности по лучевому отображе-
нию эквивалентно задаче восстановления функции по 
её полному дифференциалу. «ЗПМ-формулировка» 
задачи имеет ряд преимуществ и, например, в отли-
чие от задачи решения НДУ позволяет рассчитывать 
непрерывные кусочно-гладкие оптические поверхно-
сти, формирующие требуемые распределения осве-
щённости в несвязных областях и в областях со 
сложными и негладкими границами [16 – 19]. 

В работах ряда авторов данной статьи было пред-
ложено осуществлять расчёт лучевого отображения 
непосредственно через решение ЗПМ [15 – 19]. Для 
этого ЗПМ записывается в дискретной форме как ли-
нейная задача о назначениях (ЛЗН) [20]. Хорошие ра-
бочие характеристики такого «ЛЗН-подхода» были 
продемонстрированы для различных задач расчёта 
оптических элементов. Тем не менее, в известных ра-
ботах не было представлено результатов эксперимен-
тальной верификации ЛЗН-подхода.  

В настоящей работе представлены первые экспе-
риментальные результаты по изготовлению и иссле-
дованию зеркала свободной формы, рассчитанного в 
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рамках ЛЗН-подхода и предназначенного для форми-
рования постоянной освещённости в прямоугольной 
области. Результаты экспериментальных исследова-
ний находятся в хорошем соответствии с результата-
ми численного моделирования и подтверждают «тех-
нологичность» использованного метода расчёта.  

1. Метод расчёта зеркал на основе решения 
линейной задачи о назначениях 

Геометрия задачи расчёта зеркала для формирова-
ния заданного распределения освещённости показана 
на рис. 1. Излучение от точечного (компактного) ис-
точника O падает на зеркало. Задача состоит в расчё-
те поверхности зеркала, обеспечивающего формиро-
вание в области D в плоскости x = f0 заданного рас-
пределения освещённости E. Под освещённостью по-
нимается световой поток, падающий на единицу 
площади.  

 
Рис. 1. Геометрия задачи расчёта зеркала 

В рассматриваемой задаче считается выполнен-
ным условие дальней зоны. Это условие означает, что 
размерами зеркала, по сравнению с расстоянием до 
плоскости x = f0, можно пренебречь. В этом случае 
зеркало можно рассматривать как точечный источник 
О', т.е. считать все отражённые от зеркала лучи выхо-
дящими из одной точки. Будем считать, что излуче-
ние точечного источника O описывается функцией 
интенсивности I, заданной в некоторой области G на 
единичной сфере. На рис. 1 источник излучает в пре-
делах некоторого конуса. Под интенсивностью пони-
мается световой поток, излученный источником в 
единицу телесного угла.  

Преобразование светового потока от источника 
излучения О, происходящее при отражении падаю-
щих лучей от поверхности зеркала, можно описывать 
как отображение области G в область D. Причём это 
«лучевое отображение» (т.е. отображение, определя-
ющее координаты точек пересечения отражённых лу-
чей с плоскостью x = f0 через координаты падающих 
лучей из области G) удовлетворяет закону сохране-
ния светового потока. В базовых теоретических рабо-
тах [8, 9] показано, что в рассматриваемой задаче 
расчёта зеркала расчёт лучевого отображения может 

быть сведён к решению задачи Монжа–Канторовича 
о перемещении масс (ЗПМ) с неквадратичной функ-
цией стоимости. Под исходным и финальным распре-
делениями масс в данной ЗПМ понимаются распре-
деление интенсивности I точечного источника, задан-
ное в области G на единичной сфере, и требуемое 
распределение освещённости E, заданное в области 
D. Функция стоимости «перевозки» единицы массы 
(единицы светового потока) из области G в область D 
является известной [8, 9].  

В работах ряда авторов данной статьи предложено 
осуществлять расчёт лучевого отображения непосред-
ственно через решение ЗПМ [15 – 19]. Для решения 
ЗПМ она записывается в дискретной форме как линей-
ная задача о назначениях (ЛЗН). При этом использует-
ся следующий подход. Области G и D аппроксимиру-
ются N ячейками с одинаковой «массой» (с одинако-
вым световым потоком). В этом случае все отображе-
ния G  D, сохраняющие световой поток, можно опи-
сать перестановками из N чисел, которые определяют, 
в какие ячейки области D отображаются ячейки обла-
сти G. В рамках ЛЗН отображение ячейки области D с 
номером i в ячейку области G с номером j можно ин-
терпретировать как выполнение i-м работником j-й ра-
боты. При этом стоимость выполнения работы опреде-
ляется известной функцией стоимости «перевозки» [8, 
9]. Отметим, что для решения ЛЗН известны различ-
ные эффективные алгоритмы (венгерский алгоритм, 
алгоритм Джонкера – Волгенанта, алгоритм аукциона), 
решающие задачу за полиномиальное время.  

В рамках используемого «ЛЗН-метода» поверх-
ность зеркала рассчитывается через лучевое отобра-
жение, которое находится из решения ЛЗН. Для этого 
поверхность зеркала записывается в виде огибающей 
двухпараметрического семейства параболоидов вра-
щения, у которых положения фокусов совпадают с 
точечным источником О, а направления осей задают-
ся радиус-векторами точек области D. При таком 
представлении поверхности зеркала отражённые от 
зеркала лучи будут приходить в область D. При вы-
бранном представлении поверхность зеркала опреде-
ляется через «фокальную функцию», равную фокус-
ным расстояниям параболоидов семейства. Данная 
функция определяет формируемое зеркалом распре-
деление интенсивности в области D. Для расчёта фо-
кальной функции используются уравнения огибаю-
щей поверхности, сводящие расчёт фокальной функ-
ции к задаче восстановления функции по её полному 
дифференциалу.  

С использованием описанного ЛЗН-метода было 
рассчитано зеркало для формирования постоянной 
освещённости в прямоугольной области с угловыми 
размерами 30×15, расположенной в удалённой 
плоскости x = f0. Расчёт производился для источника, 
излучающего по закону Ламберта в пределах круго-
вого конуса с углом при вершине 160 (данный конус 
схематично показан на рис. 1). Рассчитанное зеркало 
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показано на рис. 2а и имеет размеры 38,2×41,4×26,8 
мм3. Отметим, в случае дальней зоны зеркало может 
быть промасштабировано требуемым образом, т.е. 
радиус-векторы точек поверхности зеркала относи-
тельно точки положения источника могут быть 
умножены на некоторый коэффициент для получения 
требуемых габаритных размеров. На рис. 2б показано 
распределение освещённости, формируемое зеркалом 
в удалённой плоскости x = 3000 мм. Данное распреде-
ление было рассчитано созданными авторами статьи 
программными средствами, реализующими метод 
трассировки лучей. При расчёте распределения ис-
пользовались 1 000 000 лучей. Рис. 2б показывает 
формирование фактически постоянной освещённости 
в области заданных размеров. Для верификации вы-
полненных расчётов работа зеркала также была про-
моделирована в коммерческой программе для свето-
технических расчётов TracePro [21]. Результаты мо-
делирования приведены на рис. 3 и также показывают 
формирование равномерного прямоугольного рас-
пределения.  

  
Рис. 2. Зеркало для формирования постоянной 

освещённости в прямоугольной области с угловыми 
размерами 30°×15° в удалённой плоскости (точкой 
отмечено положение источника) (a); рассчитанное 
распределение освещённости, формируемое зеркалом 

в плоскости х=3000 мм (б) 

2. Изготовление зеркала методом фрезеровки 

Рассчитанное зеркало (рис. 2а) было изготовлено 
методом фрезерования на обрабатывающем центре 
Haas Minimill [22]. Для изготовления зеркала в систе-
ме автоматизированного проектирования Rhinoceros 
3D [23] была создана CAD-модель зеркала (рис. 4). 
Отметим, что «глубина» зеркала (габаритный размер 
зеркала по оси z) составляет 26,8 мм. Имеющиеся в 
распоряжении авторов статьи инструменты для фре-
зеровки (наборы цилиндрических и сферических 
фрез) позволяют изготавливать поверхности с такой 
«глубиной», только если эти поверхности имеют ра-
диус кривизны более 3 мм. Здесь и далее под радиу-
сом кривизны понимается величина, обратная к абсо-
лютной величине максимальной нормальной кривиз-
ны. Данные ограничения не учитывались при расчёте 
зеркала, и минимальный радиус кривизны рассчитан-
ного зеркала (рис. 2а) составлял 0,26 мм (данное зна-
чение достигается в самой нижней точке зеркала по 
координате z). Поэтому на этапе формирования CAD-

модели было произведено дополнительное сглажива-
ние поверхности зеркала (аппроксимация рациональ-
ными B-сплайнами с точностью 0,015 мм), чтобы вы-
полнить технологические требования. Для получен-
ной CAD-модели на рис. 4 минимальный радиус нор-
мальной кривизны составляет 3,18 мм. Отметим, что 
сглаживание поверхности приводит к ухудшению ка-
чества формируемого зеркалом распределения осве-
щённости (нормированное среднеквадратическое от-
клонение формируемого распределения освещённо-
сти увеличивается с 5 % (рис. 2б) до 9 %).  

а)  

б)  
Рис. 3. Рассчитанное в программе TracePro распределение 
освещённости, формируемое зеркалом при точечном 
ламбертовском источнике (излучаемый поток 1 Вт) 
в удалённой плоскости х=3000 мм (а); центральные 

сечения рассчитанного распределения (б) 

 
Рис. 4. CAD-модель зеркала 

В последующих экспериментальных исследовани-
ях зеркало, рассчитанное для точечного источника 
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излучения, будет использоваться с реальным протя-
женным источником излучения в виде светодиода. 
Поэтому в программе TracePro было выполнено мо-
делирование работы сглаженного зеркала при раз-
мерном источнике в виде светодиода Cree XP-C, 
имеющего размер 3,45×3,45 мм2 и приблизительно 
ламбертовскую диаграмму излучения. Результаты 
моделирования показаны на рис. 5. Распределение на 
рис. 5, по сравнению с распределением на рис. 3, яв-
ляется более неравномерным. Эта неравномерность, в 
частности, обусловлена размерами светодиода. В рас-
сматриваемом примере минимальное расстояние от 
светодиода (размер 3,45×3,45 мм2) до поверхности 
зеркала составляет всего 5,6 мм. Поэтому в данном 
случае светодиод нельзя считать точечным источни-
ком. Несмотря на это, формируемое зеркалом распре-
деление является достаточно хорошим и подтвержда-
ет «устойчивость» рассчитанного зеркала к вариаци-
ям размера источника и диаграмме излучения, кото-
рая лишь приближённо соответствует ламбертовско-
му закону излучения.  

а)  

б)  
Рис. 5. Рассчитанное в программе TracePro распределение 

освещенности, формируемое сглаженным зеркалом 
в удалённой плоскости х=3000 мм при протяжённом 
источнике в виде светодиода Cree XP-C (излучаемый 
поток 22,5 Вт) с размером 3,45×3,45 мм2 (а). И 

центральные сечения рассчитанного распределения (б) 

На основе созданной CAD-модели (рис. 4) была 
составлена программа в автоматизированной системе, 
предназначенной для подготовки управляющих про-
грамм для станков с ЧПУ. Такая программа содержит 
информацию о траекториях движения режущего ин-

струмента и прочие параметры станка, необходимые 
для фрезеровки заготовки и получения спроектиро-
ванной модели рассчитанного зеркала.  

Далее зеркало было изготовлено методом фрезе-
ровки на трёхосевом обрабатывающем центре Haas 
Minimill. При фрезеровке использовались прецизион-
ные цилиндрические и сферические фрезы японского 
производителя Kyoсera. В качестве заготовки для 
зеркала использовалась дюралюминиевая плита 
(сплав Д16Т). Изготовленное зеркало показано на 
рис. 6а. Для удаления следов фрезы выполнялась 
предварительная абразивная обработка полученной 
поверхности гибкими абразивами с размером зерна от 
7 до 10 мкм. Для получения зеркальной поверхности 
оптического качества выполнялась финишная поли-
ровка войлоками с нанесённой алмазной пастой с по-
степенным снижением размера зерна от 7 мкм до 
0,1 мкм. Фотография зеркала после финишной поли-
ровки приведена на рис. 6б. 

а)  

б)  
Рис. 6. Фотографии изготовленного зеркала  

до полировки (а) и после полировки (б) 

3. Экспериментальное исследование  
работы зеркала 

Для измерения распределения освещённости, 
формируемого изготовленным зеркалом, использо-
вался гониофотометрический стенд. Стенд включает 
в себя две прецизионные поворотные платформы, для 
задания ориентации зеркала с точностью 1 угловая 
минута по зенитному и азимутальному углам. Для 
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оценки световых характеристик использовался люкс-
метр Testo 545, измеряющий освещённость с разре-
шением 1 люкс и расположенный на некотором рас-
стоянии от зеркала. Это расстояние должно быть вы-
брано таким образом, чтобы изготовленное зеркало 
вместе со светодиодом можно было считать точеч-
ным источником света. Для сравнения результатов 
измерения с результатами численного моделирования 
(рис. 5) расстояние было выбрано равным 3000 мм. 

На рис. 7а представлены измеренные центральные 
сечения формируемого зеркалом распределения. От-
метим, что при построении графиков учитывался пе-
ревод из угловых координат в декартовые. Измерен-
ные значения освещённости нормированы на макси-
мальные значения и отмечены окружностями, кото-
рые для наглядности соединены непрерывными ли-
ниями. Угловое расстояние между измеренными зна-

чениями составляет 1°. Для сравнения на рис. 7а так-
же показаны графики центральных сечений, полу-
ченные при численном моделировании (см. рис. 5б). 
Из рис. 7a видно, что результаты экспериментальных 
измерений находятся в хорошем соответствии с ре-
зультатами численного моделирования. Для визуаль-
ного контроля равномерности полученного светового 
распределения было получено изображение светового 
пятна на экране, расположенном на расстоянии 
3000 мм от зеркала (рис. 7б). Изображение получен-
ного пятна также визуально похоже на результат чис-
ленного моделирования распределения освещённости 
на рис. 5. Таким образом, представленные результаты 
экспериментальных исследований находятся в хоро-
шем соответствии с результатами численного моде-
лирования. 

a)    б)  
Рис. 7. Измеренные нормированные профили распределения освещённости в двух центральных сечениях  
(линии с окружностями) и профили, полученные численным моделированием (непрерывные линии) (а);  

фотография формируемого зеркалом светового пятна на удалённом экране (б) 

Заключение 

С использованием ЛЗН-метода было рассчитано 
зеркало для формирования постоянной освещённости 
в прямоугольной области с угловыми размерами 
30×15, расположенной в удалённой плоскости. Зер-
кало изготовлено методом фрезерования. На гонио-
фотометрическом стенде измерены распределения 
освещённости в центральных сечениях формируемо-
го зеркалом светового пятна. Результаты эксперимен-
тальных исследований находятся в хорошем соответ-
ствии с результатами численного моделирования. Это 
показывает технологическую реализуемость зеркал, 
рассчитанных ЛЗН-методом, с помощью технологии 
трёхосной фрезеровки. Полученные результаты могут 
найти применение при создании различных освеща-
ющих и прожекторных устройств. 
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Design and fabrication of a freeform mirror generating  
a uniform illuminance distribution in a rectangular region 
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Abstract  

The design of a freeform mirror generating a uniform illuminance distribution in a rectangular 
region with angular dimensions of 30x15 is presented. The design method is based on the formu-
lation of the problem of calculating the "ray-mapping" as a Monge-Kantorovich mass transporta-
tion problem and its subsequent reducing to a linear assignment problem. We describe a mirror 
fabrication process with the use of milling technology and present results of experimental meas-
urements of the light distribution generated by the mirror. The experimental results are in good 
agreement with the results of numerical simulations and thus confirm the manufacturability of mir-
rors designed by the method proposed. 
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