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Аннотация 

В работе теоретически и численно показано, что векторное световое поле n-го порядка с 
центральной V-точкой, в которой направление линейной поляризации не определено, и с 
индексом поляризационной сингулярности n, которое имеет вид «цветка» с 2 (n –1) лепест-
ками, при острой фокусировке формирует поперечное распределение интенсивности с 2 (n –
1) локальными максимумами. А векторное световое поле с индексом поляризационной син-
гулярности – n, которое имеет вид «паутины» с 2 (n +1) ячейками, при острой фокусировке 
формирует в плоскости фокуса поперечное распределение интенсивности с 2 (n +1) локаль-
ными максимумами. В фокусе в нулях интенсивности формируются либо 2 (n –1), либо 
2 (n+1) V-точек с чередующимися индексами +1 и –1. 
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Введение 

Векторные световые поля высоких порядков, у ко-
торых вектор линейной поляризации меняет свое 
направление по сечению пучка, активно исследуются 
последние несколько лет [1 – 6]. Формировать такие 
пучки можно многими способами, в том числе и с 
помощью компонентов с метаповерхностью [7]. Век-
торные пучки могут стабильно распространяться че-
рез турбулентность [8]. У векторных пучков имеются 
точки поляризационной сингулярности [9 – 11], во 
многом аналогичные точкам фазовой сингулярности 
у вихревых полей [12]. Точки поляризационной син-
гулярности (V-точки) – это такие точки векторного 
поля, в которых не определено направление вектора 
линейной поляризации. Эти V-точки [10] характери-
зуются специальным индексом (индексом Пуанкаре–
Хопфа, η), который равен целому числу скачков фазы 
на 2π при обходе V-точки по замкнутому контуру. 
Под фазой понимается аргумент комплексного поля, 
составленного из поперечных проекций вектора 
напряженности электрического поля Ex

 + iEy. Это 
определение совпадает с расчетом топологического 
заряда [12] скалярного вихревого поля с комплексной 
амплитудой E (x, y). Если поперечные проекции Ex, Ey 
поля комплексные, то, во-первых, само поле уже бу-
дет не только векторное, но и эллиптическое, а во-

вторых, этот подход не применим, и надо обращаться 
к более общему подходу на основе вектора Стокса. 
Также V-точки можно характеризовать индексом 
Стокса σ, который по величине в 2 раза больше, чем 
индекс Пуанкаре–Хопфа η: σ = 2η. Индекс Стокса ра-
вен целому числу скачков фазы комплексного поля 
Стокса на 2π при обходе V-точки по замкнутому кон-
туру. Так как вектор Стокса [13] единичной длины 
имеет три проекции S = (S1, S2, S3), то комплексное по-
ле Стокса формируется из первых двух действитель-
ных проекций Sc

 = S1
 + iS2. Фаза комплексного поля 

Стокса есть аргумент комплексного числа Sc. 
В данной работе мы найдем индексы Пуанкаре–

Хопфа и Стокса для цилиндрических векторных пуч-
ков n-порядка. Покажем, что у таких пучков в началь-
ной плоскости (где нет продольной компоненты поля) 
вокруг V-точек формируются поля векторов линейной 
поляризации, похожие на «цветок» или «паутину» с 
числом лепестков, связанных с порядком n векторного 
поля. С помощью формул Ричардса–Вольфа мы полу-
чим выражения для проекций вектора напряженности 
электрического поля в остром фокусе трех типов век-
торных полей (радиальное n-го порядка, радиальное –
n-го порядка и азимутальное n-го порядка). На основе 
полученных выражений для комплексных амплитуд 
электрического поля мы получим выражения для по-
перечных распределений интенсивности этих полей. 



http://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

644 Computer Optics, 2021, Vol. 45(5)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-884 

Из полученных выражений будет следовать основной 
результат данной работы: число лепестков «цветка» 
начального векторного поля равно числу локальных 
максимумов интенсивности в плоскости фокуса. По-
кажем также, что V-точка векторного поля n-го поряд-
ка «распадается» в фокусе на несколько точек первого 
порядка, вокруг которых нет лепестков. 

1. Индекс поляризационной сингулярности 
векторного поля в начальной плоскости 

Рассмотрим начальное поле с азимутальной поля-
ризацией n-го порядка, вектор Джонса которого име-
ет вид [14, 15]: 

sin
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n

n
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n
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, (1) 

где (r, φ) – полярные координаты в начальной плос-
кости. В центре такого поля (при r = 0) находится 
точка сингулярности (V-точка), в которой направле-
ние вектора линейной поляризации не определено. 
Согласно [10] поле (1) можно характеризовать индек-
сом сингулярности, аналогичным топологическому 
заряду (ТЗ) скалярных оптических вихрей. Индекс V-
точек называется индексом Пуанкаре–Хопфа η, и для 
поля (1) его можно вычислить как топологический 
заряд комплексного поля: 

, ( ) sin cos exp( )с n x yE E iE n i n i in         . (2) 

Индекс поля (1) и V-точки равен ТЗ поля (2): η = n. 
С другой стороны, векторное поле (1) можно харак-
теризовать с помощью параметров Стокса [13] 
S = (S1, S2, S3), где 
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где Re и Im – знаки реальной и мнимой части числа. 
Вектор Стокса, как видно из (3), имеет единичную 
длину 2 2 2

1 2 3 1S S S   . Для поля (1) параметры Сток-
са из (3) будут иметь вид: 

1 2 3cos(2 ), sin(2 ), 0.S n S n S        (4) 

Так как в (4) S3
 = 0, то это означает, что в любой 

точке поля (1) поляризация линейная, кроме V-точки, 
в которой поляризация не определена. Комплексное 
поле для вектора (4) будет иметь вид: 
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cos(2 ) sin(2 ) exp( 2 ).
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 (5) 

Индекс Стокса для поля (1) равен ТЗ поля (5) и 
равен: σ = 2η = 2n. Таким образом, индекс Стокса в 2 
раза больше, чем индекс Пуанкаре–Хопфа.  

Для радиального поля n-го порядка с вектором 
Джонса 

1,
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 (6) 

индекс Пуанкаре–Хопфа сингулярной V-точки в цен-
тре поля (r = 0) равен также η = n. Индекс сингулярно-
сти V-точки сменит знак на противоположенный 
(η = – n) для векторного поля 
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cos
( )

sin
n

n
E

n

 
     

. (7) 

2. Число локальных максимумов интенсивности 
в фокусе векторного поля 

Интересно, что у векторного поля (6) рисунок век-
торов линейной поляризации имеет вид «цветка» с 
2 (n –1) лепестками. Действительно, если начало ле-
пестка совпадает с вектором, лежащим под углом 
φ = 0, то конец лепестка будет отмечен вектором, ко-
торый повернулся на угол φ = π + φ0. При этом фаза 
поля (6) изменится на nφ0 радиан. Приравнивая 
π + φ0

 = nφ0, получим величину угла одного лепестка: 
φ0

 = π / (n –1). Таких лепестков будет N: 2π = Nφ0. От-
сюда получим, что N = 2 (n –1). Рассуждая аналогично, 
можно получить, что количество ячеек «паутины» из 
векторов линейной поляризации, составленной во-
круг V-точки поля (7), будет равно N = 2 (n + 1). 

Далее покажем, что «цветок» с 2 (n –1) лепестка-
ми, образованный векторами линейной поляризации 
поля (6) в начальной плоскости, преобразуется в 
остром фокусе в распределение интенсивности также 
в виде «цветка» с 2 (n –1) локальными максимумами. 

Действительно, с помощью формул Ричардса–
Вольфа [16], которые описывают компоненты элек-
тромагнитного поля вблизи острого фокуса, можно 
получить выражения для компонент вектора электри-
ческого поля: 
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где λ – длина волны света, f – фокусное расстояние 
апланатической системы, x = krsinθ, Jμ (x) – функция 
Бесселя первого рода и NA = sinθ0 – числовая аперту-
ра. Начальная функция амплитуды A(θ) (предположим, 
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что это действительная функция) может быть констан-
той (плоская волна) или в виде Гауссова пучка 
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, (10) 

где γ – постоянная. Поперечная интенсивность (без 
учета продольной составляющей поля (8)) будет 
иметь вид: 
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Из (11) видно, что поперечное распределение ин-
тенсивности имеет 2(n –1) локальных максимумов во-
круг оптической оси, каждый из которых расположен 
на луче φ = 2p / (2n – 2), p = 1, 2, 3, 2 (n –1). Опреде-
лим индекс V-точек в фокусе векторного поля (8). 
Для этого сформируем эквивалентное комплексное 
поле с амплитудой: 
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В общем случае индекс поля (12) не определен и 
меняется по всей плоскости фокуса, так как коэффи-
циенты при экспонентах при разных радиусах r могут 
быть один больше другого и наоборот. Топологиче-
ский заряд комплексного поля (12) будет зависеть от 
асимптотики интегралов (9). Например, если выбрать 
A () =  ( – 0), то интегралы (9) заменятся на функ-
ции Бесселя и, вместо (12), получим: 
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Отсюда по-прежнему видно, что индекс не опре-
делен, но вблизи оптической оси функция Бесселя с 
меньшим номером имеет большую амплитуду, чем 
функция Бесселя с большим номером, и поэтому 
вблизи оптической оси индекс, аналогично топологи-
ческому заряду смеси двух вихрей [17], будет равен 
η = – (n – 2). В частном случае при n = 1 (обычная ра-
диальная поляризация) из (12) следует, что  

 ,1 0,1 2,1( )exp .cE I I i    (14) 

И индекс V-точки равен единице: η = 1. То есть в 
данном случае (n = 1) индекс начального поля (6) со-
хранился и в фокусе. Это и понятно, так как особая 

точка с единичным индексом не может распасться на 
несколько V-точек с меньшими индексами. Анало-
гично скалярный оптический вихрь с топологическим 
зарядом 1 устойчив к случайным амплитудным и фа-
зовым искажениям. 

Для векторного поля (1) с начальной азимуталь-
ной поляризацией n-го порядка в фокусе также будет 
2 (n – 1) локальных максимумов интенсивности, но 
лежать они будут на других лучах. То есть «цветок» в 
фокусе, составленный из локальных максимумов ин-
тенсивности, будет повернут на угол  / (2n – 2). По 
этому углу поворота «цветка» интенсивности можно 
отличить радиальную поляризацию n-го порядка от 
азимутальной поляризации n-го порядка. А по числу 
«лепестков» можно определить порядок цилиндриче-
ской поляризации. Действительно, для начального 
поля (1) проекции электрического вектора в плоско-
сти фокуса будут иметь вид, аналогичный (8): 
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Распределение поперечной интенсивности в фоку-
се для начального поля (1) будет иметь вид: 
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Из (16) видно, что 2 (n – 1) локальных максимумов 
будут лежать на окружности некоторого радиуса с 
центром на оптической оси и на лучах, исходящих из 
центра (от оптической оси) под углами 
φ = ( + 2p) / (2n – 2), p = 0, 1, 2, 3, 2n – 3.  

Определим индекс V-точек в фокусе векторного 
поля (1). Для этого сформируем эквивалентное ком-
плексное поле с амплитудой: 
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В общем случае индекс поля (17) не определен и ме-
няется по всей плоскости фокуса, так как коэффициенты 
при экспонентах при разных радиусах r могут быть 
один больше другого и наоборот. Но при n = 1 (обычная 
азимутальная поляризация) из (17) следует, что  

 ,1 2,1 0,1( )exp .cE i I I i     (18) 

И индекс V-точки равен единице: η = 1. То есть в 
данном случае индекс начального поля (1) сохранил-
ся и в фокусе.  

Векторная «паутина» с 2 ( | n | +1) лепестками и с 
центром в V-точке поляризационной сингулярности 
для начального поля (7) преобразуется в фокусе в 
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картину интенсивности с 2 (n +1) локальными макси-
мумами. Действительно, проекции электрического 
вектора в фокусе для начального поля (7) будут иметь 
вид (n > 0): 

 
 

1
0, 2, 2

1
0, 2, 2

1, 1

sin sin( 2) ,

cos cos( 2) ,

2 sin( 1) .

n
x n n

n
y n n

n
z n

E i I n I n

E i I n I n

E i I n









   

   

   

 (19) 

Распределение поперечной интенсивности в фоку-
се для поля (19) будет иметь вид: 

 

22 2 2
0, 2, 2

0, 2, 22 cos 2( 1) .

t x y n n

n n

I E E I I

I I n





    

  
 (20) 

Из (20) видно, что распределение интенсивности 
имеет 2 ( | n | +1) локальных максимумов, расположен-
ных в фокусе на окружности некоторого радиуса с 
центром на оптической оси. Поэтому векторную «пау-
тину» в начальном поле (7) можно обнаружить по числу 
локальных максимумов, которое отличается от числа 
лепестков векторного «цветка» того же n-го порядка. 

Для начального поля (7) при n = –1 из (14) следует, 
что индекс V-точки в фокусе меняет знак, так как 
аналогично (14) и (18) для поля (19) можно получить: 

 ,1 2,1 0,1( )exp .cE i I I i     (21) 

Определим индекс V-точек в фокусе векторного 
поля (7). Для этого сформируем из (19) эквивалентное 
комплексное поле с амплитудой: 

 
 

   

, 0, 2, 2

0, 2, 2

0, 2, 2

sin sin( 2)

cos cos( 2)

exp exp ( 2) .

c n n n

n n

n n

E I n I n

i I n I n

iI in iI i n







    

    

     

 (22) 

Аналогично (17) индекс поля (19) не определен, 
но аналогично (13) можно утверждать, что вблизи оп-
тической оси в фокусе индекс V-точки будет равен 
меньшему номеру функции Бесселя, то есть η = – n. 
То есть для поля (7) в фокусе вблизи оптической оси 
индекс V-точки будет такой же, как и в начальной 
плоскости.  

3. Индекс поляризационной сингулярности 
обобщенного векторного поля 

Заметим, что предыдущие рассуждения нельзя ав-
томатически перенести на обобщенное векторное по-
ле, у которого по разным осям разный порядок. Век-
тор Джонса такого поля имеет вид [10]: 

3, ,

cos
( )

sin
n m

n
E

m

 
    

. (23) 

Хотя можно сказать, что у поля в центре также 
имеется V-точка, но определить ее индекс аналитиче-
ски удается в ряде случаев (Приложение А). Действи-

тельно, комплексное поле, эквивалентное векторному 
полю (23), имеет вид: 

, , ( ) cos sin .с n m x yE E iE n i m       (24) 

В работе [9] не указано, как узнать индекс такого 
поля, если n  m. Мы предлагаем рассчитывать индекс 
V-точки векторного поля (23) аналогично расчету то-
пологического заряда скалярных оптических вихрей 
по формуле Берри [12]: 

 
 

2

0

, /1
limIm .

2 ,r

E r
TC d

E r





  
 

   (25) 

Тогда согласно (25) индекс Пуанкаре–Хопфа для 
векторного поля (24) будет равен: 

2

0

2

2 2
0

1 sin cos
lim Im

2 cos sin

1 sin sin cos cos
.

2 cos sin

r

n n im m
d

n i m

n n m m m n
d

n m







  
   

  

   
 

  




 (26) 

При m = n из (26) следует, что η = n, а при m = – n 
из (26) следует, что η = – n. Но при n   m интеграл 
(26) не сводится к справочным интегралам. В отдель-
ных случаях (26) можно вычислить аналитически 
(Приложение А), в остальных случаях (26) – числен-
но. 

В табл. 1 приведены значения индекса η, рассчи-
танного на основе (26) для векторного поля (23) при 
изменении порядков m от –10 до +10, и n от 0 до 10 
(так как смена знака у порядка n не влияет на величи-
ну индекса). Из табл. 1 видно, что индекс поляриза-
ционной сингулярности всегда целый или ноль. Кро-
ме того, интересно, что, если n равно 1 или –1, при 
любом m индекс η будет либо 1, либо 0, либо –1. 
Также если n равно 8 или – 8, то при любом m индекс 
η будет равен либо 8, либо 0, либо – 8. Это можно 
сказать и при n = 4 и n = 2. 

На рис.1 показаны начальные векторные поля с 
поляризационной сингулярностью (V-точки) в цен-
тре: векторное поле (6) порядка n: 3 (а), 4 (б), – 3 (в) и –
 4 (г). Как и предсказывает теория, два первых век-
торных поля имеют вид «цветков» с числом лепест-
ков 2 (n –1) = 4 (а) и 2 (n –1) = 6 (б). И два других век-
торных поля в виде «паутины» с числом сегментов 
2 ( | n | +1) = 8 (в) и числом сегментов 2 ( | n | +1) = 10 (г). 

В остром фокусе такие начальные векторные поля 
(рис. 1) преобразуются в векторные поля (8), (15) и 
(19), у которых будут несколько точек поляризацион-
ной сингулярности. На рис. 2 показаны полная интен-
сивность (а) и поперечная интенсивность (б) для 
начального векторного поля с индексом n = 3 
(рис. 1а). Моделирование фокусировки векторных 
полей проводилось по формулам Ричардса–Вольфа 
[16] для длины волны 532 нм и числовой апертуры 
NA = 0,95. 
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Табл. 1. Индекс Пуанкаре–Хопфа η векторного поля (23): по горизонтали отложен номер n, а по вертикали – m 
  n 

m 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
– 10        –     – 
– 9       –   –   –  
– 8         –   
– 7        –    
– 6       –     
– 5        –   –   –  
– 4 0 0 0 0 – 4 0 0 0 0 0 0 
– 3           –  
– 2        –     – 
– 1        –   –   –  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1           
2           
3       –   –    
4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 
5           
6            – 
7        –     –  
8           
9            
10           

а)       б)  

в)       г)  
Рис. 1. Векторное поле (стрелки показывают направление векторов линейной поляризации в данных точках) (6),  
порядок n которого совпадает с индексом поляризационной сингулярности V-точки (индекс Пуанкаре–Хопфа η)  

в центре этого поля и равен: 3 (а), 4 (б), – 3 (в) и – 4(г) 
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а)       б)  
Рис. 2. Распределение суммарной интенсивности Ix + Iy + Iz (негатив) (а) и поперечной составляющей  

интенсивности Ix + Iy (б) для начального векторного поля с индексом n = 3 (рис. 1а) 

4. Моделирование 

Как и предсказывает теория (11), в фокусе (рис. 2) 
имеет место 2 (n –1) = 4 локальных максимумов пол-
ной и поперечной интенсивности. Из-за наличия про-
дольной интенсивности четыре локальных максиму-
ма (рис. 2а) находятся в других местах, чем четыре 
локальных максимума на картине поперечной интен-
сивности (рис. 2б). 

На рис. 3 показано распределение векторов ли-
нейной поляризации в фокусе (NA = 0,95, λ = 532 нм) 
для начального векторного поля на рис. 1а (n = 3). 

 
Рис. 3. Распределение векторов линейной поляризации  
в плоскости фокуса для начального векторного поля  

на рис. 1а (n = 3) 

Из рис. 3 видно, что в углах темного креста на 
рис. 2 расположены четыре центра поляризационной 
сингулярности, а в центре (на оптической оси) нахо-
дится V-точка с индексом –1. Четыре V-точки в углах 
светлого (так как негатив) креста (рис. 2) имеют оди-
наковые по модулю индексы, но разных знаков: две 
вертикальные V-точки имеют индекс +1, а две гори-
зонтальные –1. Поэтому общий индекс векторного 
поля на рис. 3 вблизи оптической оси равен индексу 

центральной V-точки и равен –1. Это согласуется с 
(12) и (13): η = – (n – 2) = –1. На рис. 3 хорошо видны 
окружности нулевой интенсивности, где фаза скач-
ком меняет знак на π, и поэтому вектора поляризации 
внутри и снаружи окружности направлены в проти-
воположенную сторону. 

На рис. 4 показаны рассчитанные распределения 
суммарной интенсивности (а) и поперечной интен-
сивности (б) для начального векторного поля с ин-
дексом n = 4 (рис. 1б). Из рис. 4 видно, что опять под-
тверждается теория (11), и в распределении интен-
сивноcти видны 2 (n – 1) = 6 локальных максимумов, 
расположенных симметрично вокруг оптической оси. 

а)  

б)  
Рис. 4. Распределение суммарной интенсивности  

(негатив) (а) и поперечной составляющей  
интенсивности (б) в плоскости фокуса (NA = 0,95)  

для начального векторного поля с индексом n = 4 (рис. 1б) 
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На рис. 5 показано распределение векторов ли-
нейной поляризации в фокусе для начального поля с 
индексом n = 4 (рис. 1б). Из рис. 5 видно, что в фокусе 
сформировалось множество V-точек с индексами +1 
и –1, которые находятся в «вершинах светлой (так как 
негатив) шестиконечной звезды» на рис. 4. А в центре 
(на оптической оси) находится V-точка с индексом 
η = – 2, как следует из (12). 

 
Рис. 5. Распределение в фокусе векторов линейной 

поляризации для начального поля с индексом n = 4 (рис. 1б) 

а)  

б)  
Рис. 6. Распределение суммарной интенсивности  

(негатив) (а) и поперечной составляющей  
интенсивности (б) в плоскости фокуса (NA = 0,95)  

для начального векторного поля с индексом n = – 3 (рис. 1в) 

На рис. 6 показаны распределения суммарной ин-
тенсивности (а) и поперечной составляющей интен-

сивности (б) в плоскости фокуса (NA = 0,95) для 
начального векторного поля с индексом n = – 3 
(рис. 1в). Из рис.6 видно, как и предсказывает теория, 
что в распределении интенсивности есть 2 ( | n | +1) = 8 
локальных максимумов интенсивности. 

На рис.7 показано распределение в фокусе векто-
ров линейной поляризации для начального поля с ин-
дексом n = – 3 (рис. 1в). Из рис. 7 видно, что вокруг 
оптической оси на окружности некоторого радиуса (в 
углах «светлой (так как негатив) восьмиконечной 
звезды») находятся 8 V-точек, 4 из которых имеют 
индекс +1, а другие 4 имеют индекс –1. В центре 
плоскости фокуса на оптической оси находится V-
точка с индексом – 3, как следует из (22).  

 
Рис. 7. Распределение в фокусе векторов линейной 

поляризации для начального поля с индексом n = – 3 (рис. 1в) 

На рис. 8 показаны распределения векторов ли-
нейной поляризации для начального векторного поля 
(23) для разных номеров (n, m): (2,1) (а), (3, – 7) (б), 
(9, – 3) (в), (6, 2) (г). По табл. 1 можно найти индексы 
Пуанкаре–Хопфа для этих векторных полей η: 0 (а), 
1 (б), – 3 (в) и 2 (г). Глядя на рис. 8, трудно определить 
индексы V-точек таких сложных векторных полей. 
Еще более сложный вид распределения векторов ли-
нейной поляризации получается в фокусе (здесь не 
приводятся). На рис. 9 показано распределение ин-
тенсивности в фокусе апланатического объектива с 
числовой апертурой NA = 0,95 при фокусировке пуч-
ков с n =  2, m = 1 (рис. 9а) и n = 3, m = – 7 (рис. 9б). 

Из рис. 9 видно, что для начального поля с η = 0 
(рис. 8а) в центре фокуса (рис. 9а) нет нулевой ин-
тенсивности и нет V-точки, а для начального вектор-
ного поля с η = 1 (рис. 8б) в центре фокуса есть ноль 
интенсивности и V-точка. 

Заключение 

В работе теоретически и численно показано, что 
начальное векторное поле n-го порядка имеет в цен-
тре V-точку, индекс Пуанкаре–Хопфа которой равен 
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n, а индекс Стокса равен 2n. Такое векторное поле 
имеет вид «цветка», у которого 2 (n –1) лепесток. В 
остром фокусе такое поле формирует распределение 
интенсивности с 2 (n –1) локальными максимумами, 
расположенными на окружности некоторого радиуса 
с центром на оптической оси. Рядом с этими максиму-

мами интенсивности находятся 2 (n –1) локальных ми-
нимумов (нули интенсивности, точки поляризационной 
сингулярности), в которых расположены V-точки с че-
редующимися индексами +1 и –1 (суммарный индекс 
равен нулю). В центре фокуса также имеет место ноль 
интенсивности или V-точка с индексом – (n – 2). 

а)       б)  

в)       г)  
Рис. 8. Начальные векторные поля (23) при разных n и m 

a)       б)  
Рис. 9. Распределение интенсивности в фокусе (негатив) при фокусировке пучков  

с n = 2, m = 1 «бабочка» (а) и n=3, m= – 7 «пасть дракона» (б) 
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Также показано, что векторное поле - n-го порядка 
имеет в центре V-точку с индексом - n. Такое вектор-
ное поле имеет вид «паутины» с 2 (n + 1) ячейками. В 
остром фокусе такое поле формирует распределение 
интенсивности с 2 (n + 1) локальными максимумами, 
расположенными на окружности некоторого радиуса 
с центром на оптической оси. Рядом с этими макси-
мумами интенсивности находятся 2 (n + 1) локальных 
минимумов (нули интенсивности, точки поляризаци-
онной сингулярности), в которых расположены V-
точки с чередующимися индексами +1 и –1 (суммар-
ный индекс равен нулю). В центре фокуса также име-
ет место ноль интенсивности или V-точка с индексом 
-n. Для векторного поля (n, m)-го порядка численно 
получены индексы V-точек (табл. 1) в диапазоне но-
меров от –10 до +10. Для ряда случаев в Приложении 
А аналитически получены индексы обобщенного век-
торного поля. 
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Приложение A. Вычисление индекса поляризационной сингулярности обобщенного векторного поля 

Получим некоторые свойства индекса поляризационной сингулярности (26): свойство чётности, свойства 
симметрии, свойство взаимности, свойство кратности. 

Свойство чётности заключается в том, что в случае разной чётности (то есть m + n – нечётно) индекс поляри-
зационной сингулярности (26) равен нулю. В самом деле, разобьём первый из двух интегралов в (26) на два (во 
втором пределы интегрирования сдвигаются с [π, 2π] на [0, π]): 

   
   

,

0 0

1 sin 1 cos1 sin cos
Im

2 cos sin 1 cos 1 sin

n m

n m n m

n n im mn n im m
d d

n i m n i m

                     
  .    (A1) 
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Умножим числитель и знаменатель второго интеграла на (–1)n. Так как (–1)m+n = –1, получим сумму двух 
комплексно-сопряжённых чисел, и мнимая часть такой суммы равна нулю.  

Получим свойства симметрии индекса Пуанкаре–Хопфа для векторного поля (23). Так, при смене знака n 
первый интеграл в (26), очевидно, не меняется: 

   
 

2

, ,

0

sin cos1
Im

2 cos sin
n m n m

n n im m
d

n i m





     
    

     .       (A2) 

При смене знака m, напротив, подынтегральное выражение меняется на комплексно-сопряжённое и потому 
мнимая часть меняет знак: 

, ,n m n m   .        (A3) 

Если сдвинуть пределы интегрирования на π / 2, то получим следующие соотношения между индексами: 
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   (A4) 

Это свойство назовём свойством взаимности, поскольку оно позволяет переставлять индексы местами в 
случае их нечётности. 

Из (А4) следует, что если n и m чётные, а (m – n) / 2 – нечётный, то индекс η = 0. 
Если порядки m и n имеют общий делитель, то есть m = pμ и n = pν, то, сделав в первом интеграле (26) замену 

переменной φ = θ / p, получим свойство кратности: 
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Im

2 cos sin
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p p
i d
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
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Например, если m = 2n, то индекс поляризационной сингулярности равен нулю в силу свойств кратности и 
чётности: ηn,2n

 = nη1,2
 = 0.  

Все полученные здесь свойства индекса (26) для поля (23) можно проверить по табл. 1. 
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Abstract  

It is theoretically and numerically shown that when tightly focusing an n-th order vector light 
field that has the central V-point (at which the linear polarization direction is undetermined), the 
polarization singularity index n, and a "flower"-shaped intensity pattern with 2(n - 1) lobes it 
forms a transverse intensity distribution with 2(n - 1) local maxima. At the same time, a vector 
light field with the polarization singularity index -n, which has the form of a "web" with 2(n + 1) 
cells generates at the sharp focus a transverse intensity distribution with 2(n + 1) local maxima. In 
the focal spot, either 2(n-1) or 2(n + 1) V-point polarization singularities with alternating indices 
+1 or -1 are formed at the intensity zeros. 
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