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Аннотация  

В статье предлагается метод сверхразрешения (измельчения сетки пикселов) цифро-
вых изображений, основанный на применении линейной фильтрации к дискретному сиг-
налу, дополненному нулями между отсчетами (пикселами). Для синтеза восстанавливаю-
щей системы вводится в рассмотрение непрерывно-дискретная модель наблюдения, ха-
рактерная для реальных систем формирования изображений, в соответствии с которой из-
начально непрерывный сигнал сначала претерпевает линейные (динамические) искаже-
ния, а затем подвергается дискретизации и воздействию аддитивного шума. Для такой 
модели наблюдения строится процедура оптимального по критерию среднеквадратиче-
ского отклонения процедура восстановления. Использование непрерывно-дискретной мо-
дели позволяет более адекватно описать искажения изображений, а также оценить оста-
точную погрешность такого восстановления, что полезно для решения ряда других задач 
(например, комплексирования изображений). В теоретической части статьи приводится 
общая схема линейного сверхразрешения сигнала, выводятся выражения для импульсной 
и частотной характеристики оптимальной восстанавливающей системы, а также для 
ошибки такого восстановления. Для краткости изложения материала всё описание ведется 
для одномерного сигнала, но полученные результаты предполагают естественное обоб-
щение на случай двумерных изображений. Расчетный параграф статьи посвящен анализу 
ошибки сверхразрешающего восстановления в зависимости от параметров модели наблю-
дения. Продемонстрировано существенное превосходство предлагаемого метода по точ-
ности в сравнении с линейной интерполяцией, обычно применяемой при измельчении 
сетки пикселов изображения. 
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Введение 

Во многих областях исследований часто возникает 
потребность в изображениях высокого разрешения 
для решения прикладных задач. В случаях, когда 
устройства формирования изображений не способны 
обеспечить требуемое разрешение (например, ввиду 
аппаратных ограничений), для повышения качества 
изображений могут быть применены методы сверх-
разрешения, то есть получения изображения высоко-
го пространственного разрешения из данных низкого 
разрешения. Методы сверхразрешения успешно при-
меняются в таких областях, как медицина [1, 2], аст-
рономия и микроскопия [3], обработка данных ди-
станционного зондирования Земли [4], компьютерное 
зрение [5], криминалистика [6] и т.д. 

Широко известны подходы к сверхразрешению по 
серии изображений, основанные на использовании 
методов интерполяции по неравномерной сетке [7], 
вейвлет-преобразования [8], проекций на выпуклые 
множества [9], адаптивной фильтрации [10], Байесов-
ского оценивания [11], а также ставший «классиче-
ским» метод на основе использовании преобразова-
ния Фурье [12]. 

Существует большой класс решений, основанных 
на машинном обучении и нейронных сетях. Стоит 
отметить многообразие архитектур, при помощи ко-
торых решается задача сверхразрешения. Существу-
ют решения, основанные на остаточных [13 – 15] и 
рекурсивных сетях [16 – 18], сетях с множественными 
путями обучения [19 – 21], моделях с обучением без 
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учителя [22, 23] (в том числе с применением генера-
тивно-состязательных сетей [24, 25]). Отметим, что 
перечисленные методы, основанные на машинном 
обучении, направлены на повышение детальности 
единственного изображения (Single Image Super-
Resolution, SISR) без использования серии кадров. 
Они решают задачу не восстановления информации 
изображения (то есть приближения к некоему ориги-
налу), а задачу повышения его визуального качества.   

Машинное обучение используется и для решения 
задачи повышения разрешения по серии кадров. 
Здесь можно выделить как работы с применением 
SISR-методов к каждому кадру серии независимо с 
последующим геометрическим согласованием и ком-
плексированием [26], так и с использованием серии 
геометрически согласованных кадров в качестве 
входных данных для нейросети [27]. 

Методы сверхразрешения активно развиваются и 
сегодня – совершенствуются известные алгоритмы и 
создаются новые. К примеру, в последние годы были 
созданы алгоритмы сверхразрешения для ультразву-
ковых снимков [28], изображений пленоптических 
камер [29, 30], систем многокамерной съемки [31], 
данных дистанционного зондирования Земли [32, 33]. 
Рассматриваются различные условия получения ис-
ходных изображений, к примеру, в работе [34] иссле-
дуется модель наблюдения изображений низкого раз-
решения с аппликативными помехами.  

Несмотря на разнообразие методов повышения 
пространственного разрешения, потенциал примене-
ния «классического» подхода, основанного на опти-
мальном линейном восстановлении цифровых сигна-
лов и изображений для задач сверхразрешения, пред-
ставляется далеко не исчерпанным. Такой подход 
способен продемонстрировать хорошие результаты, 
однако его раскрытие в рамках рассматриваемой про-
блемы требует перехода от дискретной модели 
наблюдения сигналов к непрерывно-дискретной мо-
дели наблюдения, которая более полно описывает ис-
кажения изображений, так как учитывает искажения 
изображения в непрерывной области. В статье пред-
ставлены методики расчета и практической реализа-
ции цифровых восстанавливающих фильтров, обес-
печивающих не только оптимальное (с минимизацией 
ошибки) восстановление, но и эффект сверхразреше-
ния (на практике – измельчения шага дискретизации) 
цифровых изображений, который достигается за счет 
использования указанной модели наблюдения. Также, 
как будет показано в работе, появляется возможность 
оценить остаточную погрешность в каждой точке 
восстановленного сигнала. Это может понадобиться 
для решения других задач, например, задачи ком-
плексирования изображений с разной сеткой пиксе-
лов (как, например, показано в работе [35]). 

Оговорка: для краткости изложения далее будем 
рассматривать одномерные сигналы, обобщение из-
лагаемых результатов на случай многомерных изоб-

ражений является тривиальным и просто приводит к 
более громоздким выражениям. 

1. Общая схема  
линейного сверхразрешения сигнала 

Пусть имеется сигнал x(t) – случайный процесс, 
являющийся функцией времени (или единственного 
другого непрерывного аргумента), –  < t < . В про-
цессе регистрации этот сигнал искажается в соответ-
ствии с некоторой моделью наблюдения (см. ниже) и 
дискретизируется так, что мы имеем доступ только к 
его равноотстоящим искаженным отсчетам (для 
изображений – пикселям) – yд (n), n  , –  < n < .  

Требуется как можно более точно восстановить 
непрерывный сигнал, т.е. получить его оценку x(в)(t) 
по наблюдаемым дискретным отсчетам. 

В силу разного характера аргументов трудно син-
тезировать эффективную вычислительную процедуру 
восстановления, прямо преобразующую дискретный 
сигнал в непрерывный (за исключением тривиальных 
случаев интерполяции). Вместо нее мы предлагаем 
рассматривать набор дискретных линейных инвари-
антных к сдвигу систем (ЛИС-систем), каждая их ко-
торых формирует отсчеты оценок исходного сигнала 
со своим сдвигом непрерывного аргумента.  

Выразим непрерывные координаты сигнала через 
дискретные: 

,t nT    (1) 

где T – шаг дискретизации непрерывного сигнала, Δ – 
параметр сдвига, 0    T. Для фиксированного значе-
ния  восстановление отсчетов сигнала при помощи 
ЛИС-системы описывается дискретной сверткой [36]: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )в в
д

k
x n x nT g k y n k






     , (2) 

где ( ) ( )вx n  – последовательность, соответствующая 
восстановленным дискретным значениям непрерыв-
ного сигнала x(в) (nT + ), сдвинутым на Δ относитель-
но положения отсчетов yд (n) наблюдаемого искажен-
ного сигнала; g (k) – импульсная характеристика 
(ИХ) восстанавливающей ЛИС-системы.  

Очевидно, что, варьируя параметр Δ, мы сможем по-
лучать оценки исходного сигнала x(в) (t) при любом зна-
чении непрерывного аргумента, то есть решить постав-
ленную задачу сверхразрешающего восстановления.  

Учтем далее, что при компьютерной обработке 
сигналов сверхразрешение означает переход от по-
следовательности отсчетов не к непрерывному пред-
ставлению сигнала, а к «квазинепрерывному», т.е. 
дискретному, но с меньшим шагом дискретизации. 
Если мы производим «измельчение» сетки отсчетов в 
L раз, то нам достаточно рассматривать конечный (и, 
как следствие, несложно реализуемый) набор из L 
восстанавливающих ЛИС-систем при 

( / ) , 0 1.T L l l L      (3) 
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Более того, покажем, что на практике можно 
обойтись единственной восстанавливающей ЛИС-
системой, но примененной к последовательностям, 
соответствующим измельченному шагу дискретиза-
ции. Заполним нулями промежутки между отсчетами 
последовательностей, участвующих в формуле (2), и 
введем новую их индексацию: 

( )
( ) ( / ), ,

( )
0, ;

в
в x n L n Ln

x n
n Ln




 
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д

д
y n L n Ln

y n
n Ln


  

  (6) 

, 0 1.n Ln l l L       (7) 

Легко заметить, что формула свертки (2) остается 
в силе и для последовательностей (4) – (6) с новыми 
индексами, соответствующими измельченному в L 
раз шагу дискретизации непрерывного сигнала:  

( ) ( ) ( ) ( ).в
д

k
x n g k y n k






    (8) 

Чтобы решить поставленную задачу, т.е. получить 
полный квазинепрерывный восстановленный сигнал, 
нужно просуммировать все L последовательностей 
(8) при разных Δ, вычисляемых по (3), с учетом их 
сдвига, который в новой индексации становится це-
лочисленным (равным l): 
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где 
1

0
( ) ( )

L

l
g k g k l



 


  –  (10) 

ИХ восстанавливающей дискретной ЛИС-системы, 
действующей на наблюдаемую последовательность 
отсчетов искаженного сигнала, дополненную нулями 
по формуле (6).  

2. Непрерывно-дискретная линейная модель 
наблюдения сигнала 

Для дальнейшего анализа нам понадобится кон-
кретизировать математическую модель наблюдения 
преобразуемого сигнала.  

Пусть в процессе регистрации сигнал претерпева-
ет динамические искажения (для изображений – рас-
фокусировку, усреднение по апертуре видеодатчика и 

т.п. [36]), которые могут быть описаны в виде его не-
прерывной свертки: 

( ) ( ) ( ) ,y t h x t d




       (11) 

где h () – ИХ искажающей непрерывной ЛИС-
системы. Далее искаженный непрерывный сигнал 
дискретизируется с шагом T и к его отсчетам добав-
ляется случайный шум v (n): 

( ) ( ) ( ).д t nT
y n y t v n


    (12) 

Источники шума могут быть весьма разнообраз-
ны: это и случайные флуктуации тока в электронных 
усилительных цепях, и погрешности квантования от-
счетов при их преобразовании в цифровую форму, и 
многие другие [36]. В большинстве практически ин-
тересных случаев совокупность этих искажающих 
факторов адекватно описывается моделью стацио-
нарного дискретного «белого шума», не коррелиро-
ванного с сигналом, т.е. v (n) является последователь-
ностью одинаково распределенных независимых слу-
чайных величин с нулевым средним и конечной дис-
персией Dv. Именно такую модель шума будем ис-
пользовать ниже. 

Объединяя выражения (11) и (12), запишем вве-
денную таким образом непрерывно-дискретную мо-
дель наблюдения сигнала [37]: 

( ) ( ) ( ) ( ).дy n h x nT d v n




       (13) 

3. Оптимальное восстановление дискретных 
значений непрерывного сигнала 

Далее конкретизируем и математическую модель 
преобразуемого сигнала. Пусть x (t) представляет со-
бой вещественный стационарный случайный процесс 
с нулевым средним и известной автоковариационной 
функцией (АКФ) [36] 

 ( ) ( ) ( ) ,xB M x t x t      (14) 

здесь и ниже M{} – оператор математического 
ожидания,  – параметр сдвига АКФ. Для введенной 
выше модели наблюдения и в естественном предполо-
жении, что искажающая ЛИС-система является устой-
чивой, стационарными случайными процессами будут 
являться и искаженный непрерывный сигнал y (t), и по-
следовательность yд (n). Ошибка восстановления  

( )( ) ( ) ( )вt x t x t    (15) 

также оказывается случайной. В качестве показателя 
точности восстановления примем ее дисперсию, во-
обще говоря, зависящую от аргумента: 

 2( )( ) ( ) ( ) .вD t M x t x t       (16) 
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Нетрудно показать, что для процедуры восстанов-
ления, заданной сверткой (2), и сигналов, описывае-
мых моделями стационарных случайных процессов, 
эта зависимость будет иметь периодический харак-
тер, поэтому ее достаточно рассматривать на одном 
периоде дискретизации непрерывного сигнала.  

Параметры оптимальной восстанавливающей 
ЛИС-системы при конкретном сдвиге Δ определяют-
ся из условия минимизации дисперсии ошибки (16) с 
учетом (1) и (2): 
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 
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2( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

min.д
k

в

в

g k y n k x nT

D M x n x nT

M x nT x nT

M





 



   

       

        

         


  (17) 

Выражение (17) задает положительно определен-
ную квадратичную форму относительно отсчетов ИХ 
восстанавливающей ЛИС-системы, условием ее ми-
нимизации является равенство нулю всех частных 
производных: 

( ) 0, .
(m)

D m
g

    


 (18) 

Из (17) и (18), выполнив несложные преобразова-
ния, получаем бесконечную систему уравнений типа 
Винера–Хопфа [36]:  

( ) ( )( ) ( ) ( ) , ,д н
y xy mT

k
g k B m k B m



 


       (19) 

где 

 ( ) ( ) ( ) ( )д
y д дB p M y n y n p  – (20) 

АКФ дискретного искаженного сигнала, т.е. последо-
вательности отсчетов (12), тоже являющаяся после-
довательностью – функцией целочисленного аргу-
мента p; 

 ( ) ( ) ( ) ( )н
xyB M x t y t    – (21) 

взаимная ковариационная функция (ВКФ) исходного 
непрерывного сигнала x (t) и искаженного (но еще не 
дискретизированного) сигнала y (t), определяемого 
формулой (11), зависящая от непрерывного аргу-
мента θ. 

4. Оптимальное восстановление дискретных 
значений непрерывного сигнала – анализ 

в спектральной области 

Для дальнейших преобразований перейдем в 
спектральную область представления сигналов и их 
характеристик [36]. Так, спектр (преобразование 
Фурье) непрерывной функции x(t) задается парой со-
отношений: 

 
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X x t e dt
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  (22) 

Если эту функцию продискретизировать: 

( ) ( ) ,д t nTx n x t    (23) 

то преобразование Фурье полученной последователь-
ности будет определяться соотношениями 

 

 
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  (24) 

Причем 

1 2( ) .i T
д

k
X e X k

T T






   
 

   (25) 

(Соотношения, аналогичные (22) – (25), справед-
ливы и для других рассматриваемых непрерывных 
функций и последовательностей). 

Возвращаясь к выводу выражения для оптималь-
ного восстанавливающей ЛИС-системы, заметим, что 
формула (19) задает свертку двух последовательно-
стей, которая в спектральной области трансформиру-
ется в произведение. Учитывая известные свойства 
преобразования Фурье [36], из нее получаем: 
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  (26) 

где G (eiT) – частотная характеристика (ЧХ) восста-
навливающей ЛИС-системы, связанная с ИХ g(k) 
преобразованием Фурье вида (24);  ( )Ф д i T

y e   – энер-
гетический спектр (ЭС) дискретного искаженного 
сигнала, связанный с АКФ  (20) преобразованием 
Фурье того же вида;  ( )Ф н

xy   – взаимный энергетиче-
ский спектр (ВЭС) исходного и искаженного (до дис-
кретизации) сигналов, связанный с ВКФ (21) преоб-
разованием Фурье вида (22).  

Из (26) следует выражение для ЧХ восстанавли-
вающей ЛИС-системы: 
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 (27) 

Для непрерывно-дискретной линейной модели 
наблюдения (13) формула (27) конкретизируется и 
выражается исключительно через параметры этой 
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модели и характеристики входного сигнала. Действи-
тельно, спектральным образом свертки (11) является 
произведение: 

( ) ( ) ( ),Y H X      (28) 

где H() – ЧХ искажающей непрерывной ЛИС-
системы. Далее в соответствии с (25) и описанием 
преобразований случайных стационарных процессов 
ЛИС-системами [36],  
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( )Ф ( ) ( )Ф ( ),н
xy xH      (30) 

где x
 () – ЭС исходного непрерывного сигнала, свя-

занный с АКФ (14) преобразованием Фурье вида (22). 
Подставив (29) и (30) в (27), получаем окончательно: 
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(31) 

5. Ошибка оптимального восстановления 

Можно показать, что при отсчетах ИХ восстанав-
ливающей ЛИС-системы, удовлетворяющих уравне-
ниям (19), достигаемый минимум дисперсии ошибки 
восстановления (17) определяется формулой: 

  ( )( ) ( ) ,н
x xy mT
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D D g m B
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      (32) 

где Dx
 = Bx

 (0) – дисперсия исходного сигнала. Не-
сложно вывести и «спектральный» аналог формулы 
(22). Для этого сначала строится выражение для ЭС 
последовательности отсчетов дискретизированной 
ошибки (15): 
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где  ( )Ф д i Te 
 – ЭС указанной последовательности; 

 ( )Ф д i T
x e  – ЭС последовательности отсчетов дискре-

тизированного исходного сигнала (24). Затем сама 
дисперсия ошибки восстановления вычисляется пу-
тем интегрирования ее ЭС при конкретном : 
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Если в (33) подставить (27), то выражение для ЭС 
ошибки оптимального восстановления приобретет 
форму, более удобную для дальнейшего анализа: 
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Для непрерывно-дискретной линейной модели 
наблюдения (13)  

( )
x

1 2Ф ( ) Ф ,д i T
x

k
e k

T T






   
 

  (36) 

а также справедливы соотношения (29) и (30), поэто-
му формула (35) выразится через параметры модели и 
характеристики входного сигнала: 
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 (37) 

Заметим, что формула (34) дает значение диспер-
сии ошибки восстановления для каждого значения 
аргумента восстанавливаемого непрерывного сигна-
ла. Несложно подсчитать и ее среднее значение, взя-
тое по интервалу дискретизации: 

 
0

1( ) ( ) ,
T

D M D D d
T        (38) 

как это обычно и делается при оценке качества мето-
дов восстановления (или интерполяции) сигналов. 
Однако, на наш взгляд, знание ошибки в каждой точ-
ке является более продуктивным в ряде прикладных 
задач, например, позволяет оптимизировать процеду-
ры комплексирования сигналов, получаемых из раз-
ных источников. Решение задачи оптимального ком-
плексирования сигналов (и изображений) выходит за 
рамки настоящей статьи, данная задача рассмотрена 
нами в работе [35]. 

6. Оптимальное восстановление полного 
непрерывного сигнала 

Приведем полученные результаты к виду, удоб-
ному для решения задачи сверхразрешающего вос-
становления сигнала. В соответствии с подходом, из-
ложенным в п.1, чтобы решить эту задачу, т.е. полу-
чить полный непрерывный (точнее, квазинепрерыв-
ный) восстановленный сигнал (9), нужно перейти к 
измельченному в L раз шагу дискретизации сигнала, 
дополнив наблюдаемый сигнал нулями по формуле 
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(6) и пропустив его через ЛИС-систему с ИХ, задан-
ной выражением (10). Определим ЧХ этой ЛИС-
системы. Сначала найдем ЧХ каждого из слагаемых в 
сумме (10), применив к (5) преобразование Фурье 
общего вида (24): 
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где 

/T T L – (40) 

измельченный шаг дискретизации ИХ восстанавлива-
ющей ЛИС-системы, определяющий ширину основно-
го интервала (периода) спектральной функции (39): 

или .L L
T T T T
            (41) 

И затем перенесем выражение (10) в спектраль-
ную область с учетом (3), (31), (39), (40) и свойств 
Фурье-преобразования: 
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Учитывая, что  
21

0

, ,
0, ,

L i kl
L

l

L k Ls
e

k Ls






  

   (43) 

где s – новый целочисленный индекс суммирования, 
из (42) получаем: 
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Через обратное преобразование Фурье с учетом 
(40) и (41) из (44) можно найти и ИХ оптимальной 
восстанавливающей ЛИС-системы (10): 
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7. Исследование предлагаемого метода 

Для выяснения эффективности предлагаемого ме-
тода были проведены численные расчёты по выве-
денным соотношениям. В расчетах принималось, что 

исходный сигнал представляет собой стационарный 
случайный процесс с нулевым средним и экспонен-
циальной АКФ: 

  - ,x xB D e     (46)  

где Dx – дисперсия сигнала,  – параметр его АКФ 
( > 0), который выбирался так, чтобы обеспечить за-
данное значение коэффициента корреляции сигнала 
на шаге его первичной дискретизации: 

.Te   (47) 

Применение преобразования Фурье (22) к (46) с 
учетом (47) дает выражение для ЭС этого сигнала: 
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В качестве импульсной характеристики линейной 
системы, искажающей непрерывный сигнал, исполь-
зовалась гауссоида, которой часто моделируются ис-
кажения, вносимые оптическими устройствами фор-
мирования изображений:  

  21 exp( ( / 2 )) ,
2

h d
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

 (49) 
где d – параметр, характеризующий ширину ИХ (если 
(49) интерпретировать как плотность распределения 
некоей случайной величины, то это ее дисперсия). 
Частотная характеристика такой системы: 

  20,5 .dH e    (50)  

Считалось, что сверхразрешающее восстановление 
осуществляется c измельчением шага дискретизации 
сигнала в L раз. В численных расчетах принималось: 

210, 0,9, 0 , 0 .v xL d T D D        (51) 

Эффективность предлагаемого метода сравнива-
лась с линейным интерполяционным восстановлени-
ем. ИХ такой восстанавливающей ЛИС-системы вы-
глядит следующим образом: 

1 ,
( )

0,
i

k k T
Tg k
k T


  

 

.  (52) 

На рис. 1 представлены примеры импульсных ха-
рактеристик восстанавливающих ЛИС-систем. Для 
оптимального восстановления ИХ рассчитывались по 
формулам (44) и (45) при различных параметрах ди-
намических искажений и аддитивного шума. 

Далее проанализируем изменение ошибки сверх-
разрешающего восстановления на интервале первич-
ной дискретизации сигнала. Для оптимальной восста-
навливающей ЛИС-системы дисперсия ошибки рас-
считывается по формулам (34) и (37).  
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Определим необходимую для сравнительного анали-
за дисперсию ошибки линейной интерполяции.  На ин-
тервале 0    T линейно интерполированный сигнал 
является взвешенной суммой двух отсчетов непрерыв-
ного искаженного сигнала, заданных формулой (12):  

 ( ) 1 (0) (1).в
д дx y y

T T
      

 
 (53) 

Подставив (53) в (16) с учетом замены в послед-
ней t = , для принятой в параграфе 2 модели наблю-
дения после ряда преобразований получим: 

( ) 1 2 1( ) 1 2 1 ( ) ( ) ( )

2 1 ( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) .

x
x v x

x x x

T T
D D D h h В d d

T T

h h В T d d h В d h В T d
T T T T

 


 

   

   

 
 

                              
                                

   

 

   
              (54) 

а)    б)    в)  
Рис. 1. Импульсные характеристики оптимальной и интерполяционной восстанавливающих систем  

при d = 0 (а), d = 0,1T 2 (б), d = 0,2T 2 (в). Пунктиром показана ИХ линейной интерполяции 

а)     б)     в)  
Рис. 2. Изменение дисперсии ошибки восстановления на интервале первичной дискретизации  

при d = 0 (а), d = 0,1T 2 (б), d = 0,2T 2 (в). Пунктиром показана дисперсия ошибки линейной интерполяции 

Некоторые результаты расчетов по формулам (34), 
(37) и (54) представлены на рис. 2. Как видно из при-
веденных зависимостей, дисперсия ошибки суще-
ственно меняется на рассматриваемом интервале, 
особенно при слабом шуме наблюдения. 

Помимо ошибки на интервале, была исследована 
средняя ошибка восстановления. Полученные зави-
симости представлены на рис. 3 и 4.  

Как видно из представленных зависимостей, 
предлагаемый метод сверхразрешающего восстанов-
ления сигнала обеспечивает существенно более высо-

кую точность восстановления по сравнению с интер-
поляционным методом. 

Заключение 

В данной статье предложен новый метод сверх-
разрешения (измельчения сетки пикселов) цифровых 
изображений. Процедура обработки состоит, во-
первых, из расширения (дополнения нулями) сетки 
дискретных значений сигнала, во-вторых, в примене-
нии к расширенному сигналу оптимальной линейной 
фильтрации. Новизна метода заключается: 
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 во введении в рассмотрение непрерывно-
дискретной модели наблюдения, описывающей 
линейные (динамические) искажения изображения 
в непрерывной области, его дискретизацию и воз-
действие аддитивного шума; 

 в построении для указанной модели наблюдения 
линейной системы с постоянными параметрами 
(ЛИС-системы), минимизирующей среднеквадра-
тичную ошибку восстановления непрерывного 
изображения; получении выражений для импуль-
сной и частотной характеристик оптимальной 
восстанавливающей ЛИС-системы, а также 
ошибки восстановления при каждом значении 
аргумента восстановленного сигнала; 

 в количественной оценке точности оптимального 
сверхразрешающего восстановления при различ-
ных параметрах модели наблюдения, демонстрации 
его существенного преимущества по сравнению с 
линейной интерполяцией, обычно применяемой 
при измельчении сетки пикселов изображения. 

 
Рис. 3. Зависимости средней дисперсии  

ошибки восстановления от уровня шума наблюдения.  
Пунктир – то же при линейной интерполяции 

 
Рис. 4. Зависимости средней дисперсии ошибки 

восстановления от уровня динамических искажений. 
Пунктир – то же при линейной интерполяции 
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Abstract  

In this paper, we propose a super-resolution (pixel grid refinement) method for digital images. It 
is based on the linear filtering of a zero-padded discrete signal. We introduce a continuous-discrete 
observation model to create a reconstruction system. The proposed observation model is typical of 
real-world imaging systems - an initially continuous signal first undergoes linear (dynamic) distor-
tions and then is subjected to sampling and the effect of additive noise. The proposed method is op-
timal in the sense of mean square recovery error minimization. In the theoretical part of the article, a 
general scheme of the linear super-resolution of the signal is presented and expressions for the im-
pulse and frequency responses of the optimal reconstruction system are derived. An expression for 
the error of such restoration is also derived. For the sake of brevity, the entire description is presented 
for one-dimensional signals, but the obtained results can easily be generalized for the case of two-
dimensional images. The experimental section of the paper is devoted to the analysis of the super-
resolution reconstruction error depending on the parameters of the observation model. The significant 
superiority of the proposed method in terms of the reconstruction error is demonstrated in compari-
son with linear interpolation, which is usually used to refine the grid of image pixels. 

Keywords: digital images, super-resolution, continuous-discrete observation model, linear 
system, optimal recovery, impulse response, frequency response, optimal reconstruction error. 
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