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Аннотация 

Уравнение переноса интенсивности обеспечивает новый неинтерферометрический и 
неитеративный доступ к количественной информации о фазе световой волны посредством 
измерения распределений интенсивности. Это уравнение можно использовать для реали-
зации простого и точного измерения пространственной фазы для оптического тестирова-
ния сферических поверхностей. Для реализации метода требуется только КМОП-камера, 
с помощью которой происходит регистрация поперечных распределений интенсивности 
поля в нескольких плоскостях. Обработка экспериментальных измерений с помощью спе-
циализированного программного обеспечения позволяет восстановить значение радиуса 
кривизны тестируемой сферической поверхности с высокой точностью. Для оценки точ-
ности значение радиуса кривизны тестируемой сферической поверхности, рассчитанное 
предлагаемым авторами методом, было сопоставлено с интерферометрическими измере-
ниями. Разница полученных значений составила менее 0,01 %, что свидетельствует о хо-
рошем согласовании данных. 
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Введение 

С развитием когерентных источников света и вы-
числительных методов синтеза волновых полей ши-
рокое распространение получили оптические методы 
обработки информации. Развитие этих методов со-
провождалось значительным улучшением средств ре-
гистрации и элементов оптических систем, обеспечи-
вающих преобразование сигналов с высокой точно-
стью в режиме реального времени. В связи с этим в 
приложениях оптической метрологии традиционная 
оценка распределений интенсивности и фазы лучей, 
распространяющихся через систему, на основе явле-
ния интерференции и геометрической оптики пере-
стала удовлетворять практическим нуждам оптими-
зации оптических систем. Поэтому актуальна про-
блема анализа систем с высоким разрешением в ре-
жиме реального времени на основе свойств оптиче-
ских сигналов [1– 4]. 

Существующие подходы к решению задачи реги-
страции и восстановления амплитудно-фазовой ин-
формации, впервые сформулированные Вольфом [5] 
и Уокером [6], основаны на анализе аналитических 
свойств функций, описывающих оптические сигналы 

и поля. Например, в [7] по зарегистрированным ди-
фрактограммам визуализируют интенсивность и фазу 
образца ленточного червя с использованием различ-
ных длин волн и частичного временного и простран-
ственного когерентного освещения. Авторы [8] пред-
ложили метод, позволяющий восстанавливать фазо-
вый профиль сложных оптических поверхностей. 
Также известен ряд методов на основе уравнения пе-
реноса интенсивности с его решением через различ-
ные преобразования, в том числе Фурье [9, 10], Гил-
берта [11], косинусное [12] и др. [13 – 16], выбор каж-
дого из которых зависит от условий и ограничений 
решаемой задачи. Кроме того, известна работа [17], 
где на основе дисперсионных соотношений Крамер-
са–Кронига реализована неинтерферометрическая го-
лографическая визуализация изображений тонких 
объектов в различных спектральных режимах. Однако 
анализ литературы показал, что до сих пор существует 
ряд проблем как научного, так и технического характе-
ра, которые не позволяют использовать разработанные 
методы для решений задач оптической метрологии [18]. 
Ведь несмотря на простоту их реализации, они все же 
достаточно медленны и трудоемки [8, 19]. Более того, 
все эти методы предъявляют высокие требования на 
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пространственно-временные параметры импульсного 
или непрерывного лазерного излучения [20]. 

В данной работе впервые предлагается простой 
метод абсолютного измерения радиуса кривизны 
сферической поверхности на основе решения уравне-
ния переноса интенсивности с использованием толь-
ко одной камеры. Радиус кривизны является важным 
параметром любой оптической детали, от которого, 
например, зависит смещение каустики – геометриче-
ского места всех фокусов негомоцентрических пуч-
ков, то есть пучков световых лучей, не сходящихся в 
одной точке. Поэтому решение задачи, полученное в 
данном исследовании, позволит ускорить практиче-
скую реализацию с помощью одной КМОП-камеры 
тех больших потенциальных возможностей, которые 
заложены в предлагаемом методе. Ведь не потребует-
ся высококачественных и дорогих объективов и эта-
лонов, существенно снизится влияние вибраций и 
температурных колебаний окружающей среды на по-
казания измерений, будет отсутствовать зависимость 
контраста и яркости восстановленного поля от моно-
хроматичности источника и его протяженности. 

1. Базовые принципы 

Метод по абсолютному измерению радиуса кри-
визны сферической поверхности основан на реги-
страции распределений интенсивности излучения в 
нескольких поперечных сечениях пучка. Поэтому 
рассмотрим процесс распространения лазерного из-
лучения через плоско-выпуклую линзу, расположен-
ную в воздушной среде. Предположим, что на линзу 
падает пучок с Гауссовым профилем распределения 
интенсивности. Тогда для описания комплексной ам-
плитуды поля необходимо решить уравнение Гельм-
гольца в параксиальном приближении [21]. При этом 
радиальное распределение интенсивности I (r, z) тако-
го пучка будет определяться как [22]: 
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где r = (x, y) – радиус-вектор; z – продольная коорди-
ната; E (r, z) – комплексная амплитуда электрического 
поля; η – волновое сопротивление среды; I0 – интен-
сивность в центре перетяжки лазерного пучка; w (z) – 
радиус лазерного пучка; w0 – радиус перетяжки. 

Рассмотрим теперь лазерный пучок, прошедший 
через плоско-выпуклую линзу. Продольное сечение 
осесимметричного лазерного пучка, распространяю-
щего вдоль оси z, представлено на рис. 1. Огибающая 
w (z) осесимметричного лазерного пучка по уровню 
1/e2 полного потока является однополостным гипер-
болоидом вращения: 
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где zR – длина Рэлея лазерного пучка, т.е. расстояние 
от перетяжки пучка до точки, в которой размер пучка 
увеличивается в √2 раз. 

 
Рис. 1. Пространственная структура лазерного пучка 

В связи с этим в продольном направлении лазер-
ный пучок можно разбить на три части. В централь-
ной части при |z|  zR поперечные размеры пучка 
сравнительно мало меняются с изменением z, а зна-
чение радиуса волнового фронта в этой области будет 
стремиться R (z)⟶∞ согласно [23]. В двух же пери-
ферийных частях (при z < – zR и z > zR) поперечные 
размеры пучка существенно увеличиваются с ростом 
z и при больших z пропорциональны |z|, а радиус вол-
нового фронта принимает значения согласно следу-
ющей формуле: 
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Пространственные параметры лазерного пучка, 
характеризующие продольное сечение распределения 
интенсивности, взаимно-однозначно связаны с опти-
ческими характеристиками линзы [24]:  
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где d – диаметр пучка по уровню 1/e2; λ – длина вол-
ны излучения; Flens – фокусное расстояние линзы; 
M 

2 – параметр качества пучка. Следовательно, из 
формулы (4) можно определить параметры линзы: 
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Если из (2) выразить w0 и представить значение 
длины Рэлея zR через радиус волнового фронта (3), то, 
подставляя их в (5), можно получить выражение вида: 
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В свою очередь, радиус кривизны волнового 
фронта может быть рассчитан с помощью уравнения 
переноса интенсивности, в котором фазовая функция 
поля  (r, z) связана с распределением интенсивности 
I (r, z) следующим соотношением [25]: 
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где  = {∂/∂x; ∂/∂y} – оператор градиента; –2 – опера-
тор обратного Лапласиана. Одним из наиболее уни-
версальных методов расчета дифференциальных опе-
раторов градиента и обратного Лапласиана является 
метод, основанный на свойствах преобразования 
Фурье [26]. 

Полученную с использованием формулы (7) фазо-
вую функцию φ (r, z) и измеренный радиус лазерного 
пучка w (z) можно использовать для расчета радиуса 
волнового фронта R (z2) в плоскости z2 с использова-
нием геометрического метода [27] 
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где s – стрелка прогиба, которая рассчитывается на 
основе фазовой функции φ (r, z2) (см. [27]); l = w(z2). 

Стоит отметить, что данный подход подразумева-
ет регистрацию нескольких распределений интенсив-
ности I (r, z1) и I (r, z3) в различных плоскостях, а по-
лучаемое значение фазовой функции поля φ (r, z2) 
восстанавливается в промежуточной плоскости z2, 
равноудаленной от плоскостей z1 и z3. Алгоритм рас-
чета фазовой функции представлен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Алгоритм расчета параметров линзы 

2. Экспериментальная часть 

Вышеописанный метод был экспериментально 
апробирован на примере плоско-выпуклой линзы. В 
качестве объекта для исследования была выбрана 
дюймовая линза с фокусным расстоянием 550 ± 2 % 
мм. С целью определения априорной информации об 
оптических параметрах выбранной плоско-выпуклой 
линзы была проведена предварительная характериза-
ция при помощи прецизионного интерферометра для 
контроля сферической и асферической оптики OWI 
150 XT Invers и оптического рефрактометра. В резуль-
тате измерений было установлено, что объект исследо-
вания имеет показатель преломления на длине волны 
 = 515,6 нм – n=1,5205 (BK7) и радиус кривизны 
сферической поверхности Rlens

 = 280,954 мм с общей 
ошибкой N = 0,22 и местной ошибкой N = 0,17. 

Апробация предложенного метода осуществля-
лась с использованием фемтосекундного лазера 
Satsuma с длиной волны второй гармоники 
SH

 = 515,6 нм. При этом на выходе из лазера пучок 
имеет размеры 1,627 мм и 1,576 мм. Для обеспечения 
малой угловой расходимости падающего на линзу 
пучка в схему была установлена телескопическая си-
стема Кеплера (линза Л1 и Л2), которая коллимиро-
вала лазерный пучок и расширяла его до диаметра 
3,4 мм по уровню 1 ∕e2. Эквивалентная схема экспе-
римента представлена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Экспериментальная схема, состоящая из лазера, 
телескопической системы (линза Л1 и Л2), исследуемой 

линзы Л3 и КМОП-камеры 

Преобразованное исследуемой линзой Л3 излуче-
ние регистрировалось монохромной КМОП-камерой 
(разрешение 1920×1080 c размером пикселей 
5,04×5,04 мкм2), которая перемещалась вдоль оси 
распространения излучения на линейном транслято-
ре. Поперечное распределение интенсивности реги-
стрировалось в области перетяжки излучения с шагом 
1 мм. На рис. 4а представлено поперечное сечение 
пучка в произвольно выбранной плоскости X0Y (z = –
 60 мм относительно плоскости перетяжки, плоскость 
(a) на рис. 3). На основе подобных распределений ин-
тенсивности было восстановлено продольное сечение 
осесимметричного лазерного луча в плоскости Y0Z 
(плоскость (b) на рис. 3) по уровню 1 ∕e2 (рис. 4б). 

Представленное на рис. 4б продольное сечение 
есть не что иное, как гиперболическая зависимость 
радиуса лазерного пучка от продольной координаты 
z, которую можно аппроксимировать и записать как 

2( )w z a bz cz    [28]. Расчет коэффициентов a, b, 
c обычно производится с использованием метода 
наименьших квадратов, используя при этом матрич-
ное выражение согласно [29]. Расчет коэффициентов 
показал, что a = 0,059 мм2, b = –1,45810 –3 мм и 
c = 9,50610 –6. 

При этом эти коэффициенты имеют взаимно-
однозначную связь с пространственными параметра-
ми лазерного пучка, а именно [29]: радиус перетяжки 

2
0 4 / 2w ac b c  , длина Рэлея лазерного пучка 

24 / 2Rz ac b c  , угловая расходимость 2 2 c   
и положение перетяжки луча относительно выбран-
ной базовой плоскости Sp

 = – b/2c. Из представленного 
перечня наиболее интересующим нас параметром яв-



http://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

880 Computer Optics, 2022, Vol. 46(6)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1159 

ляется длина Рэлея лазерного пучка zR, так как этот 
параметр фигурирует в формулах (2) и (3). Расчет по-
казал, что для данной конфигурации эксперимен-
тальной схемы длина Рэлея лазерного пучка состави-
ла zR

 = 21,785 мм. 

а)  

б)  
Рис. 4. (а) Поперечное распределение интенсивности пучка, 

(б) продольное сечение распределения интенсивности 

3. Результаты и обсуждение 

Согласно ранее приведенному алгоритму (рис. 2) 
для определения оптических параметров линзы необ-
ходимо зарегистрировать не менее трех поперечных 
распределений интенсивности в произвольно вы-
бранных плоскостях слоя пространства. Введем 
упрощенное обозначение выбранных плоскостей для 
анализа. Так, за обозначение z1 и z3 будем считать 
крайнюю левую и правую плоскость анализа соответ-
ственно, а за z2 – промежуточную между ними. Пример 
взаимного расположения плоскостей проиллюстриро-
ван вертикальными пунктирными линиями на рис. 4б. 

После регистрации распределений интенсивности 
с помощью КМОП-камеры на основе полученных 
данных определялся диаметр лазерного пучка по 
уровню 1/e2. Затем производился расчет фазовой 
функции поля  (r, z2) согласно уравнению (7). Как 
видно из уравнения (7), при расчете значение про-
дольной производной I (r, z) /z  зависит от выбран-
ного между плоскостями расстояния z. Поэтому фа-
зовая функция поля вычислялась для разных пар 
плоскостей z1 и z3 из полученного набора экспери-

ментальных данных с целью определения оптималь-
ного значения z. Полученные значения фазы  (r, z2) 
в промежуточной плоскости z2 в дальнейшем исполь-
зовались в формуле (8) для расчета радиуса кривизны 
волнового фронта R(z2). 

На рис. 5 представлены некоторые из полученных 
результатов расчета радиуса кривизны волнового 
фронта R(z2) для различных z. Точками обозначены 
экспериментальные значения радиуса кривизны вол-
нового фронта R(z), а сплошными линиями обозначе-
ны их аппроксимационные функции. Пунктирной ли-
нией обозначена теоретическая зависимость R(z), ко-
торая была получена с использованием уравнения (3) 
при zR

 = 21,785 мм. Из рис. 5 видно, что для z  30 мм 
аппроксимированная по экспериментальным данным 
кривая совпала с теоретической зависимостью R(z). 

 
Рис. 5. Зависимость радиуса кривизны R(z2) от продольной 

координаты для нескольких z 

 
Рис. 6. Зависимость средней абсолютной ошибки 

от величины z 

При расчете продольной производной величина z 
изменялась в диапазоне от 10 до 50 мм с шагом в 
2 мм. В качестве оценочного параметра была выбрана 
средняя абсолютная ошибка (MAE) [30] между теоре-
тической функцией радиуса кривизны волнового 
фронта R(z) и экспериментальными данными в зави-
симости от z. На рис. 6 представлены численные 
значения MAE, из которых можно увидеть, что ми-
нимальная ошибка была получена при z = 32 мм. 

На завершающем этапе, используя рассчитанные 
значения радиуса кривизны волнового фронта R(z) 



Измерение радиуса кривизны сферической поверхности на основе уравнения переноса интенсивности Сцепуро Н.Г. и др. 

Компьютерная оптика, 2022, том 46, №6   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1159 881 

при z = 32 мм и полученные значения радиуса лазер-
ного пучка w(z), можно определить фокусное рассто-
яние линзы Flens. На рис. 7 приведена гистограмма 
полученных значений. Анализ гистограммы показал, 
что распределение может быть аппроксимировано 
функцией Гаусса, при этом математическое ожидание 
аппроксимированной функции в данном случае со-
ставило  = 539,8 мм, а дисперсия  = 0,042 мм. 

 
Рис. 7. Плотность вероятности экспериментальных 

значений 

Согласно [31], существует взаимно-однозначная 
связь между фокусным расстоянием плоско-
выпуклой линзы, радиусом кривизны оптической по-
верхности и показателем преломления: 

0
( 1) .lens lens
nR F
n
    (9) 

Из данного уравнения следует, что для расчета 
радиуса кривизны оптической поверхности требуется 
знание априорной информации о показателе прелом-
ления на рабочей длине волны лазерного излучения. 
Если принять искомое значение фокусного расстоя-
ния за Flens

 = 539,8 мм (значение математического 
ожидания нормального распределения на рис. 7), а 
значение показателя преломления за n =1,5205, то 
радиус кривизны сферической поверхности будет ра-
вен Rlens

 = 280,9443  0,0314 мм. Стоит отметить, что 
соотношение (7) было получено с допущением о 
справедливости параксиального приближения. Это 
накладывает определенное ограничение, в силу кото-
рого минимальное значение радиуса кривизны волно-
вого фронта, при котором точность предлагаемого ме-
тода будет сохраняться, составляет около 40 мм [27]. 

Несмотря на вышеупомянутое ограничение, дан-
ный метод можно использовать и для оценки значе-
ния показателя преломления оптической линзы [4]. 
При этом алгоритм расчёта остается неизменным 
вплоть до последнего этапа, а для определения значе-
ния показателя преломления необходима априорная 
информация о радиусе кривизны сферической по-
верхности. Еще следует отметить, что в данной рабо-
те мы исследовали работоспособность нашего метода 
с использованием одномодового одночастотного ла-
зера с параметром M 2, близким к 1,0. 

Заключение 

В работе представлен простой метод для задач оп-
тической метрологии, позволяющий прецизионно 
контролировать радиус кривизны сферических по-
верхностей бесконтактным способом на основе ре-
шения уравнения переноса интенсивности. Абсолют-
ное значение радиуса кривизны восстанавливается из 
зарегистрированных на одной КМОП-камере распре-
делений интенсивности, также предложенный метод 
не требует использования сложных оптических си-
стем. Апробация была проведена на плоско-выпуклой 
линзе с радиусом кривизны Rlens

 = 280,954 мм, предха-
рактеризованной на интерферометре с точностью λ /20. 
Сравнение полученных результатов показало различие 
на уровне Rlens

 = 0,01 мм, что говорит о хорошем согла-
совании. Преимуществами предложенного подхода яв-
ляются экспериментальная простота реализации и уни-
версальность из-за инвариантности к материалу иссле-
дуемых элементов. Более того, после небольшой моди-
фикации схемы метод может быть использован и для 
контроля радиуса кривизны поверхностей оптических 
элементов в процессе их производства. 
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Abstract 

The transport-of-intensity equation provides a new non-interferometric and non-iterative access 
to quantitative information about the phase of a light wave by measuring intensity distributions. 
This equation can be used to implement a simple and accurate spatial phase measurement for opti-
cal testing of spherical surfaces. The method requires only a CMOS camera, which records trans-
verse field intensity distributions in several planes. Processing of experimental measurements with 
specialized software allows one to reconstruct the value of the radius of curvature of the spherical 
surface under test with high accuracy. The method is compared with measurements made by an in-
terferometer, showing the difference between the values of the surface radius of curvature to be 
0.01 % or less and indicating good agreement of the results. 

Keywords: laser beam; wavefront; measurement radius of curvature of a spherical surface; 
phase distortions; transport-of-intensity equation. 
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