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Аннотация 

Исследован параксиальный векторный Гауссов пучок с несколькими поляризационными 
сингулярностями, расположенными равномерно на окружности. Такой пучок является су-
перпозицией цилиндрически поляризованного пучка Лагерра–Гаусса с линейно поляризо-
ванным Гауссовым пучком. Показано, что, несмотря на линейную поляризацию в началь-
ной плоскости, при распространении в пространстве формируются чередующиеся области с 
плотностью спинового углового момента разного знака, что свидетельствует о спиновом 
эффекте Холла. Установлено, что в любой поперечной плоскости максимальный по вели-
чине спиновый угловой момент достигается на окружности определённого радиуса. Полу-
чено приближённое выражение для расстояния до поперечной плоскости с максимальной 
плотностью спинового углового момента. Кроме того, получен радиус окружности с сингу-
лярностями, для которого достижимая плотность спинового углового момента максималь-
на. Обнаружено, что в этом случае энергии пучков Лагерра–Гаусса и Гаусса равны. Полу-
чено выражение для плотности орбитального углового момента, и установлено, что она 
равна плотности спинового углового момента, умноженной на –m/2, где m – порядок пучка 
Лагерра–Гаусса, равный числу поляризационных сингулярностей. Рассмотрена аналогия с 
плоскими волнами, и обнаружено, что спиновый эффект Холла возникает из-за разной рас-
ходимости у линейно поляризованного Гауссова пучка и у цилиндрически поляризованного 
пучка Лагерра–Гаусса. 
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Введение 

Элементы микромашин могут приводиться в дей-
ствие с помощью света, и в качестве оптических ло-
вушек широко используются вихревые оптические 
пучки. Естественным обобщением таких пучков яв-
ляются световые поля с множественными вихрями. 
Довольно общие выражения для описания таких по-
лей были получены Г. Индебету [1] и Е.Г. Абрамоч-
киным и В.Г. Волостниковым [2]. Эти поля распро-
страняются в пространстве без изменения своей по-
перечной формы интенсивности, с точностью до 
масштаба и поворота вокруг оптической оси. Наряду 
с оптическими вихрями, которые являются фазовыми 
сингулярностями, или точками с неопределённой фа-
зой, векторные световые поля могут иметь поляриза-
ционные сингулярности, где не определена поляриза-
ция. Поляризационные сингулярности исследовались 
в огромном количестве работ. Недавно был опубли-
кован обзор о поляризационных сингулярностях [3]. 

Наиболее широко изучаемые поляризационные син-
гулярности – это радиальная и азимутальная поляри-
зация, а также их суперпозиция, известная как ци-
линдрическая поляризация [4]. Такие поля могут 
быть представлены в виде суперпозиции двух опти-
ческих вихрей с противоположной круговой поляри-
зацией и с противоположным топологическим заря-
дом ± 1 [5]. Основываясь на этой схеме, мы исследо-
вали в 2018 году световые поля со множественными 
поляризационными сингулярностями, расположен-
ными на окружности с центром на оптической оси [6, 
7]. Поляризация таких полей локально линейная. Бы-
ло установлено, что, в отличие от фазовых сингуляр-
ностей, которые сохраняются в любой поперечной 
плоскости, поляризационные сингулярности появля-
ются только в дискретном наборе поперечных плос-
костей. Оказалось, что сингулярности могут преобра-
зовываться, например, из радиальной и азимутальной 
поляризации в начальной плоскости соответственно в 
азимутальную и радиальную поляризацию в дальней 
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зоне. Однако мы не изучали, что происходит с поля-
ризацией между плоскостями, где поляризационные 
сингулярности восстанавливаются, то есть между 
плоскостями с локально линейной поляризацией. В 
[8] было замечено, что при распространении такие 
сингулярности расщепляются на пары C-точек. Как 
оказалось, такое расщепление свидетельствует об оп-
тическом спиновом эффекте Холла, который заклю-
чается в возникновении областей с ненулевым спино-
вым угловым моментом, несмотря на линейную по-
ляризацию в начальной плоскости. Изначально этот 
эффект наблюдался, например, в микрорезонаторах 
[9], метаматериалах [10], диэлектрических решётках 
[11], а также в свободном пространстве в условиях 
острой фокусировки [12]. 

В данной работе мы исследуем этот эффект для 
параксиального Гауссова пучка со множественными 
поляризационными сингулярностями из [6,7]. Такой 
пучок является суперпозицией цилиндрически поляри-
зованного пучка Лагерра–Гаусса (ЛГ) и линейно поля-
ризованного Гауссова пучка. Показано, что макси-
мальная величина плотности СУМ появляется на 
окружности, и установлен радиус этой окружности. 
Установлено, что максимальная плотность СУМ фор-
мируется в определённой поперечной плоскости, рас-
стояние до которой получено примерно. Получено, что 
максимальная плотность СУМ может быть достигнута, 
когда окружность с сингулярностями имеет опреде-
лённый радиус, такой, при котором энергия Гауссова 
пучка равна энергии пучка ЛГ. Раскрыт механизм воз-
никновения спинового эффекта Холла в таких пучках. 
Оказалось, что его причиной является разная расходи-
мость пучка ЛГ и Гауссова пучка. 

1. Параксиальные световые поля  
со множественными фазовыми  

или поляризационными сингулярностями 

Ранее было показано (формула (17) в [2]), что лю-
бая функция вида 
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где r = (r, φ, z) – цилиндрические координаты, w0 – ради-
ус перетяжки Гауссова пучка, q = 1 + iz/z0, z0

 = kw0
2/2 – 

расстояние Рэлея, k – волновое число, f (reiφ) – произ-
вольная целая аналитическая функция, описывает 
решение параксиального уравнения Гельмгольца: 
2ik (∂E/∂z) + (∂2E/∂x2) + (∂2E/∂y2) = 0. 

Световое поле (1) распространяется в свободном 
пространстве без изменения своей поперечной формы. 
Параметр q определяет масштаб и поворот светового 
поля: на расстоянии z поле становится в |q| = [1 + (z/z0)2]1/2 
раз шире и поворачивается вокруг оптической оси на 
угол, равный фазе Гоу ψ = arg q = arctg (z/z0). 

С помощью (1) можно получить решение паракси-
ального уравнения Гельмгольца с оптическими вих-

рями в произвольных точках в начальной плоскости с 
полярными координатами (rp, φp) (p = 0, 1,..., m – 1). В 
произвольной поперечной плоскости комплексная 
амплитуда такого поля имеет вид [1]: 
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Расположив вихри равномерно на окружности ра-
диуса a0, то есть rp

 = a0, φp
 = 2πp/m, получим: 
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Это поле является суперпозицией однокольцевого 
пучка Лагерра–Гаусса (ЛГ) m-го порядка с фундамен-
тальным Гауссовым пучком. 

Известно, что радиально поляризованный свет 
может быть представлен как суперпозиция оптиче-
ских вихрей порядков ± 1 с противоположной круго-
вой поляризацией [5], так как вектор Джонса можно 
записать в виде суммы: 
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Если в этом выражении заменить экспоненты eiφ и 
e–iφ полем (3) порядков соответственно m и –m, полу-
чим векторное световое поле с m поляризационными 
сингулярностями, расположенными на окружности 
радиуса a0 [6, 7]: 
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где множитель 
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введён для нормировки энергии пучка (чтобы сделать 
энергию единичной для любых значений m и a0). 

Примеры такого поля при m = 2, 3, 4 показаны на 
рис. 1. Так как вихри располагаются на окружности 
радиуса a0, далее будем называть этот параметр ради-
усом окружности сингулярностей. 

Заметим, что поле (5) может рассматриваться как 
суперпозиция двух однокольцевых пучков Лагерра–
Гаусса с противоположным топологическим зарядом 
и круговой поляризацией, а также линейно поляризо-
ванного Гауссова пучка: 
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где LGm(r, φ, z) – комплексная амплитуда скалярного 
однокольцевого пучка Лагерра–Гаусса m-го порядка: 
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Рис. 1. Распределения интенсивности светового поля (5) 
в начальной плоскости (z = 0) при следующих параметрах: 
длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка 
w0

 = 1 мм, количество поляризационных сингулярностей 
m = 2 (а), m = 3 (б) и m = 4 (в), радиус окружности 
с сингулярностями a0

 = 600 мкм (а), a0
 = 700 мкм (б), 

a0
 = 800 мкм (в). Размер всех рисунков – 5 × 5 мм2, 

масштабная метка на каждом рисунке означает 1 мм. 
Стрелками показаны направления линейной поляризации 

2. Распределение интенсивности 

Из формулы (5) следует, что распределение ин-
тенсивности имеет вид: 
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Отсюда видно, что нули интенсивности могут по-
являться только в дискретном наборе поперечных 
плоскостей, для которых cos (mψ) = ± 1, то есть 
tan (mψ) = 0, что согласуется с [6, 7]. 

В начальной плоскости интенсивность равна 
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При малом радиусе окружности сингулярностей a0 
энергия пучков ЛГ в (7) преобладает и распределение 
интенсивности выглядит как кольцо (рис. 2а, г). При 
больших значениях a0, наоборот, Гауссов пучок ярче 
и интенсивность больше похоже на пятно (рис. 2б, д). 
В некоторых приложениях, однако, желательно лока-
лизовать нули интенсивности между световыми стен-
ками. Например, в 2008 году показано [13], что вих-
ревой пучок с кольцевым профилем может удержи-

вать металлические наночастицы в тёмной области в 
центре пучка. Поэтому распределения интенсивности 
на рис. 2а, б, г, д нежелательны. Тогда найдём радиус 
a0, такой, чтобы интенсивность в центре пучка и на 
его краях, вблизи нулей интенсивности, была при-
мерно одинаковой. Поскольку первый ноль интен-
сивности находится при φ = 0, это условие может 
быть записано как 
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или, после извлечения корня из обеих частей (11), 
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Таким образом, требуется определить максималь-
ную интенсивность на краю пучка, около тёмных пя-
тен. Приравняв нулю производную правой части (12) 
по r, получим уравнение для радиальной координаты 
rmax точки с максимальной интенсивностью: 
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Это уравнение можно решить аналитически толь-
ко для малых значений m. Однако нам не нужно его 
решать, так как требуется найти a0, а не rmax. Выразив 
a0 через rmax и подставляя его в (12), получим: 
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Разделив обе части на  2 2
0 max2 mmw r  , получим про-

стое уравнение: (2/m)ξ – 1 = exp (– ξ), где ξ = (rmax
 /w0)2. 

Так как при больших значениях m примерное реше-
ние равно ξ ≈ m/2, обозначим ξ = m/2 + η и получим 
новое уравнение (2/m)η ≈ e–m/2 (1 – η), из которого сле-
дует η ≈ e–m/2/(2/m + e–m/2). Возвращаясь к переменной 
ξ, получим решение: ξ = (m/2) [1 + (m/2 + em/2)–1]. Таким 
образом, мы получаем радиус окружности с сингу-
лярностями a0, для которого интенсивность в центре 
и на краю пучка (около тёмного пятна) примерно 
одинакова: 
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Отсюда видно, что первые два множителя равны 
радиусу максимальной интенсивности однокольцево-
го пучка ЛГ m-го порядка с радиусом перетяжки w0, 
тогда как третий множитель стремится к единице с 
ростом числа сингулярностей m. На рис. 2в, е показа-
ны распределения интенсивности при радиусе 
окружности сингулярностей, полученном по формуле 
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(15). Эти рисунки подтверждают, что формула (15) 
позволяет сделать интенсивности в центре и на краю 
пучка примерно равными. 

 
Рис. 2. Распределения интенсивности светового поля (5) 
в начальной плоскости (z = 0) при следующих параметрах: 
длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка 
w0

 = 1 мм, количество поляризационных сингулярностей 
m = 5 (а-в) и m = 6 (г-е), радиус окружности 

сингулярностей a0
 = 800 мкм (а, г), a0

 = 1200 мкм (б, д), 
a0

 = 942 мкм (в), a0
 = 1041 мкм (е). Размер всех рисунков –

8 × 8 мм2, масштабная метка на каждом рисунке означает 
1 мм. Пунктирными окружностями (в, е) показан радиус 

максимальной интенсивности на краю пучка, 
рассчитанный по формуле (16) 

В оптических ловушках распределение интенсив-
ности влияет на то, где захватываются частицы, но их 
вращательное движение управляется спиновым и ор-
битальным угловым моментом. 

3. Плотность спинового углового момента 

В параксиальных световых полях существенное 
значение может иметь только продольная составля-
ющая вектора СУМ, которая равна 

 *2Im .z x yS E E  (17) 

Подставив сюда выражение (5) для светового по-
ля, получим: 

   

2
0

2 22 2
00 0

2 2
exp

sin sin .

m

z
a r r

S
q wq W q w

m m

  
          

  

 (18) 

Из этого выражения видно, что существуют попе-
речные плоскости, в которых СУМ равен нулю, то 
есть поляризация линейная. В этих плоскостях 
sin (mψ) = 0, то есть они расположены на следующих 
расстояниях [6, 7]: 

0 tan ,
p

z z
m

   
 

 (19) 

где p = 0, 1,..., [m /2], Знак [.] означает целую часть 
дробного числа. 

В других плоскостях СУМ в общем случае нену-
левой, но в каждой плоскости он равен нулю при по-
лярных углах φp

 = πp/m, где p = 0,…, m – 1. 

Сравнение выражений для СУМ и для интенсив-
ности показывает, что в произвольной поперечной 
плоскости световое поле имеет C-точки, в которых 
поляризация круговая [14, 15]. Уравнение 
Sz

 (r, , z) =  I (r, , z) приводит соответственно к сле-
дующим координатам C-точек: 

0 ,

2
,

r a q

p

m

 

 
   

 (20) 

где p = 0,.., m – 1. Таким образом, имеется m точек с пра-
вой круговой поляризацией (при φ = ψ + 2πp/m) и m то-
чек с левой круговой поляризацией (при φ = – ψ + 2πp/m). 

Из (20) видно, что при распространении C-точки с 
правой и с левой круговой поляризацией поворачивают-
ся вокруг оптической оси в противоположных направ-
лениях. При прохождении через поперечные плоскости 
(19) координаты этих C-точек совпадают, они компен-
сируют друг друга, и поляризация становится линейной. 
Такая динамика C-точек показана на рис. 3. 

 
Рис. 3. Динамика C-точек при распространении светового 
поля (5). В начальной плоскости (а) поляризация линейна, 
то есть противоположные C-точки располагаются 
в одних и тех же точках и компенсируют друг друга. 
Затем, при распространении (б), C-точки с правой 
и с левой круговой поляризацией поворачиваются 

в поперечной плоскости в противоположных направлениях. 
При приближении к очередной плоскости с линейной 
поляризацией (в), заданной формулой (19), C-точки 

с правой и с левой круговой поляризацией снова сливаются 

Попытаемся определить, где СУМ достигает ну-
левых и максимальных значений. Если в (18) 
sin (mψ) > 0, то максимальная и минимальная плот-
ность СУМ достигается соответственно при поляр-
ных углах φp

 = (π + 4πp)/(2m) и φp
 = (–π + 4πp)/(2m), где 

p = 0,…, m – 1, и эти углы не зависят от расстояния 
распространения и от радиуса окружности с сингу-
лярностями a0. Однако после прохождения плоско-
стей с линейной поляризацией и с поляризационными 
сингулярностями (19) углы с максимальной и с ми-
нимальной плотностью СУМ меняются местами. 

Дифференцируя (18) по r, получим, что на фикси-
рованном расстоянии распространения z и при углах 
φp максимальная плотность СУМ достигается на 
окружности радиуса 

0
.

2

w q
r m  (21) 

Этот радиус в √2 раза меньше радиуса максималь-
ной интенсивности однокольцевого пучка ЛГ m-го 
порядка. 
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Подставляя радиус (21) в выражение (18) для 
СУМ, установим максимальную плотность СУМ в 
поперечной плоскости на расстоянии z от начальной 
плоскости: 

 0
2,

00

2
max exp sin .

2 2

m

z
r

a m m
S m

wq W

            
 (22) 

Теперь, установив максимальный СУМ в любой 
поперечной плоскости, найдём плоскость, в которой 
СУМ достигает максимальных значений. Для этой 
плоскости должно быть выполнено условие: 

 ,
max 0.z

r
S

z 





 (23) 

Подставив сюда максимальный СУМ в плоскости 
[формула (22)], получим: 

12

2
0 0

1 sin arctan 0.
z z

m
z z z

                    
 (24) 

Это приводит к следующему уравнению для рас-
стояния zmax до плоскости с максимальным СУМ: 

max 0

0 max

tan arctan .
2

z mz
m

z z

  
  

  
 (25) 

Это уравнение может быть также записано в ко-
роткой форме через фазу Гоу ψmax этой плоскости: 

   max maxtan tan 2.m m    (26) 

Согласно обоим этим уравнениям, расстояние до 
плоскости с максимальным СУМ не зависит от ради-
уса окружности сингулярностей a0. 

Эти уравнения могут быть решены аналитически 
только для малых значений m. Например, z = z0

 /√2 
при m = 1 и z = z0

 /√3 при m = 2. Для больших значений 
m попытаемся оценить их решения. Так как 

 
 

max
2 2

max 0

sin ,
4

m
m

z z m
 


 (27) 

получим выражение для СУМ в плоскостях, в кото-
рых он достигает экстремальных значений: 
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 (28) 

Согласно этому выражению, в каждой такой плос-
кости с локально максимальным СУМ он достигает 
всё меньших и меньших значений, то есть самый 
большой СУМ находится в первой из плоскостей, 
описываемых формулами (25) и (26). 

Левая и правая части уравнения (25) показаны на 
рис. 4. Правая часть всегда положительна и спадает ги-
перболически. Левая часть – разрывная функция с ну-
лями в точках z1,p

 = z0
 tan (πp/m) (p = 0, 1,...) и с разрывами 

в точках z2,p
 = z0

 tan (π (2p + 1) / (2m)) (p = 0, 1,...). Следова-
тельно, корни уравнения (25) находятся в интервалах 
[z1,p, z2,p]. 

С другой стороны, левая часть (26) стремится к 
бесконечности при ψ → π /(2m). Тогда корень (26) 
должен быть в интервале 0 < ψ < π /(2m). При m ≥ 2 в 
этом интервале выполняется неравенство tan(ψ) < 1. 
Поэтому кривая y = tan (ψ) tan (mψ) ниже кривой 
y = tan (mψ), хотя обе они стремятся к бесконечности 
при ψ → π /(2m). Следовательно, корень (26) должен 
быть правее, чем корень уравнения tan (mψ) = m/2. 
Поэтому первый корень уравнения (26) должен быть 
между значениями ψ = m–1arctan (m/2) и ψ = π /(2m). 

Следовательно, первый корень уравнения (25) 
находится в интервале от z = z0 tan[m–1arctan (m/2)] до 
z = z0 tan (π /(2m)). В этой работе мы будем использо-
вать приближённое среднее значение 

 0 0
max

arctan / 2
tan tan .

2 2 2

mz z
z

m m

         
 (29) 

Параграф «Численное моделирование» ниже под-
тверждает, что это хорошая аппроксимация при m > 3. 

 
Рис. 4. Левая и правая части уравнения (25) как функции 

от z/z0 при m = 9 

Заметим, что величина СУМ различна при разных 
значениях a0. В двух крайних случаях, когда все вих-
ри сливаются в центре (a0

 = 0) и когда они удаляются 
в бесконечность (a0

 → ∞), СУМ должен быть равен 
нулю. В первом случае световое поле сводится к пуч-
ку ЛГ с цилиндрической поляризацией m-го порядка, 
которая не разрушается при распространении и поле 
имеет неоднородную линейную поляризацию в лю-
бой поперечной плоскости. Во втором случае супер-
позиция (5) состоит только из фундаментального 
Гауссова пучка, тогда как доля пучка ЛГ с поляриза-
ционным вихрем m-го порядка стремится к нулю. 
Гауссов пучок линейно поляризован и потому СУМ 
должен стремиться к нулю. 

Продифференцировав (22) по a0, определим ради-
ус окружности поляризационных сингулярностей, 
при котором достигается максимальный СУМ: 
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   1 2 0
0,max ! .

2

m w
a m  (30) 

При этом значении максимальный СУМ в произ-
вольной поперечной плоскости равен 
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 (31) 

Применив формулу Стирлинга m! ~ (2πm)1/2 (m/e)m 
[16], получим: 
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 (32) 

Согласно этой оценке, максимально достижимый 
СУМ убывает с ростом числа поляризационных син-
гулярностей. 

Заметим, что линейно поляризованный Гауссов 
пучок в суперпозиции имеет следующее начальное 
распределение интенсивности: 
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и доля его энергии в энергии всего поля имеет вид: 
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При расположении сингулярностей на окружности 
радиуса (30) эта энергия равна 

 GB 0 0,max
1

.
2

W a a   (35) 

Таким образом, максимальная плотность СУМ 
достигается, когда энергия линейно поляризован-
ного Гауссова пучка в суперпозиции (5) равна 
энергии цилиндрически поляризованного пучка ЛГ, 
то есть равна половине энергии всего светового 
поля. 

4. Плотность орбитального углового момента 

В параксиальных световых полях только продоль-
ная составляющая вектора ОУМ может принимать 
существенное значение. Она равна [17, 18]: 
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 (36) 

Подставив сюда световое поле (5), получим: 
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Мнимая часть второго слагаемого равна нулю, и 
потому плотность ОУМ имеет вид: 
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 (38) 

Отсюда видно, что ОУМ равен СУМ (18), но 
умноженному на – m/2. 

Это отличается от стандартных вихревых пучков с 
однородной круговой поляризацией, чей ОУМ пре-
восходит СУМ в m или –m раз. 

5. Аналогия с плоскими волнами  
и установление механизма 

Согласно (5), световое поле включает в себя два 
пучка ЛГ с противоположными топологическими за-
рядами и с круговой поляризацией. При распростра-
нении в пространстве они поворачиваются, один по 
часовой стрелке, другой – против неё. Таким образом, 
формируется угловой аналог стоячей волны. Отсюда 
возникает вопрос, может ли описанный выше эффект 
возникать в обычной стоячей волне, если она состоит 
из двух плоских волн с противоположным углом 
наклона к оптической оси и противоположную круго-
вую поляризацию. При сложении с линейно поляри-
зованной плоской волной без наклона такое поле 
имеет следующую комплексную амплитуду: 
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 (39) 

где  22 2 2 2x zk k k     , kx
 = cos α, и α – угол накло-

на. Множитель a0 определяет относительную ампли-
туду плоской волны без наклона. Поле (39) обладает 
бесконечной энергией, но чтобы сделать её одинако-
вой для разных значений a0, введён нормировочный 
множитель 1 2

1W  , где 2
1 04W a   (четыре скалярные 
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наклонные плоские волны и одна волна без наклона с 
комплексной амплитудой, пропорциональной a0). 

Оказывается, при распространении в простран-
стве такое поле также приобретает ненулевую 
плотность СУМ: 

     0

2
0

4
, , sin sin .

4
z x z

a
S x y z k x k k z

a

    
 (40) 

Плоские волны обладают бесконечной энергией и 
не расходятся при распространении. Поэтому плот-
ность СУМ повторяется периодически и не убывает, 
в отличие от пучка (5) с конечной энергией, чья плот-
ность СУМ убывает. 

Из (40) видно, что независимо от того, как поля-
ризована волна без наклона, ненулевой СУМ не воз-
ник бы без разности k – kz. Из-за круговой поляриза-
ции вектора электрической напряжённости наклон-
ных плоских волн вращаются, но в противоположных 
направлениях. Эти вращения компенсируют друг 
друга, и общая поляризация наклонных волн линейна 
(рис. 5а). Добавление в суперпозицию линейно поля-
ризованного ненаклонного пучка изменяет направле-
ние поляризации, но оставляет её линейной в началь-
ной плоскости, где все волны складываются в фазе. 
Однако при распространении наклонные волны полу-
чают фазовую задержку по сравнению с ненаклонной 
волной (рис. 5б). Этот сдвиг фаз приводит к эллипти-
ческой поляризации. 

Однако если электрическое поле линейно поляри-
зованной ненаклонной волны сильно превосходит 
или, наоборот, намного слабее электрического поля 
наклонных волн с круговой поляризацией, то, не-
смотря на фазовую задержку между ними, эллипти-
ческая поляризация близка к линейной и плотность 
СУМ мала. Тогда возникает вопрос, при каких энер-
гиях наклонных волн и ненаклонной волны достига-
ется максимальный СУМ. Из (40) следует, что мак-
симальная величина СУМ достигается при a0

 = 2. Это 
означает, что энергия линейно поляризованной волны 
равна половине энергии всей суперпозиции. Таким 
образом, мы получили точно такой же результат, что 
и для поля (5) с несколькими поляризационными син-
гулярностями: энергия линейно поляризованной со-
ставляющей должна быть равна половине энергии 
всего поля. 

Эллиптическая поляризация не возникает, когда 
линейная поляризация двух наклонных плоских волн 
с круговой поляризацией параллельна линейной по-
ляризации ненаклонной волны. Поэтому, согласно 
(40), если kxx = πp (p – целое число), то поляризация 
остаётся линейной. Напротив, если эти вектора орто-
гональны, поляризация ближе всего к круговой. Это 
происходит, когда cos (kxx) = 0. Поэтому максималь-
ная величина СУМ поля (5) должна достигаться, ко-
гда LGm

 (r, , z)+LG–m (r, , z) = 0, то есть при 
cos (mφ) = 0. Это происходит в точности при тех же 

полярных углах, что установлены выше: 
φp

 = (± π + 4πp) /(2m), где p = 0,…, m – 1. 

 
Рис. 5. Формирование линейно поляризованного поля 

в суперпозиции двух наклонных плоских волн 
с противоположными углами наклона 

и с противоположной круговой поляризацией (а), 
формирование ненулевой плотности СУМ в суперпозиции 
двух наклонных плоских волн с круговой поляризацией 

с линейно поляризованной волной без наклона: наклонные 
волны приобретают фазовую задержку, и поляризация 

становится эллиптической (б) 

Приведённое выше обоснование возникновения 
ненулевого СУМ также объясняет пропорциональ-
ность между плотностями ОУМ и СУМ. Она является 
следствием особого вида комплексной амплитуды (5). 
Действительно, ненулевая плотность СУМ возникает 
из-за разности фаз между слагаемыми rmsin (mφ) и 
(a0q)m, тогда как плотность ОУМ определяется только 
составляющей Ex и отлична от нуля из-за разности 
фаз между слагаемыми rmcos (mφ) и (a0q)m. Можно 
показать, что у произвольного векторного светового 
поля вида 

 
       

   

,
, , ,

i r i r

i r

A r e B r e
r z

A e

 



  
  
    

E  (41) 

где A, B, Ψ, Χ – вещественные функции и γ – веще-
ственный параметр, плотности СУМ и ОУМ равны 

   
   

2 sin ,

sin .

z

z
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Тогда Jz
 = Sz /(2γ). Для поля (5) γ = –1/m и потому 

плотность ОУМ (38) равна плотности СУМ (18), 
умноженной на (– m/2). 

6. Численное моделирование 

На рис. 6 показаны начальные распределения ин-
тенсивности светового поля (5) для нескольких по-
рядков m, а также распределения интенсивности и 
плотности СУМ при распространении в пространстве 
до плоскости, в которой СУМ максимален. Радиус 
окружности с сингулярностями a0 был выбран так, 

чтобы уравнять интенсивность в центре и на краях, то 
есть по формуле (15). Распределения интенсивности 
получены по формуле (9), но сравнивались с рас-
пределениями, рассчитанными численно с помо-
щью преобразования Френеля, реализованного в 
виде свёртки с использованием быстрого преобра-
зования Фурье. Все распределения, полученные 
двумя способами, выглядели одинаковыми. Чтобы 
придать всем величинам значения порядка единиц, 
все компоненты поля были умножены на постоян-
ный множитель C0

 = 3000. 

 
Рис. 6. Распределения интенсивности в начальной плоскости (а–д) и на расстоянии максимального СУМ (29) (е–к), 
а также распределения плотности СУМ на расстоянии максимального СУМ (л–п) при следующих параметрах: длина 
волны λ = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка w0

 = 1 мм, число поляризационных сингулярностей в начальной 
плоскости m = 4 (а,е,л), m = 5 (б,ж,м), m = 6 (в,з,н), m = 7 (г,и,о), m = 8 (д,к,п), радиус окружности с сингулярностями 
a0

 = 828 мкм (а,е,л), a0
 = 942 мкм (б,ж,м), a0

 = 1041 мкм (в,з,н), a0
 = 1129 мкм (г,и,о), a0

 = 1210 мкм (д,к,п), расстояние 
распространения z = 0,349z0 (а,е,л), z = 0,284z0 (б,ж,м), z = 0,240z0 (в,з,н), z = 0,208z0 (г,и,о), z = 0,183z0 (д,к,п). Радиусы a0 

были получены по формуле (15) для выравнивания интенсивности в центре и на краях. Радиусы окружностей 
на распределениях СУМ (л-п) получены по формуле (21) и соответствуют окружностям с максимальным СУМ. 

Все величины (максимальные значения интенсивности и СУМ) приведены в условных единицах. Масштабная метка на каждом 
рисунке означает 1 мм. Знаками «+» и «–» показаны области с положительной и отрицательной плотностью СУМ 

Из рис. 6 видно, что действительно радиус окруж-
ности сингулярностей (15) позволяет выровнять ин-
тенсивность пучка в центре и на краях. Из рис. 6 так-
же видно, что в поперечной плоскости максимальные 
значения СУМ достигаются на окружности с радиу-
сом (21), который в √2 раз меньше радиуса кольца 
максимальной интенсивности однокольцевого пучка 
ЛГ m-го порядка. 

Кроме того, рис. 6 подтверждает, что поперечная 
плоскость с максимальным СУМ становится всё бли-
же и ближе к начальной плоскости при возрастании 

числа сингулярностей m. Это происходит, потому что 
эта плоскость должна быть ближе, чем первая попе-
речная плоскость с линейной поляризацией, которая 
также приближается, согласно формуле (19). 

Чтобы проверить приближённое выражение (29) 
для нахождения плоскости с максимальным СУМ, на 
рис. 7 показана зависимость СУМ от расстояния рас-
пространения для пучков с рис. 6. Для расчёта СУМ 
использовалась формула (22). Точки вверху каждого 
графика показывают расстояние с максимальным 
СУМ, полученное по формуле (29). 
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Рис. 7. Максимальный СУМ для разного числа 

поляризационных сингулярностей m, когда радиус 
окружности сингулярностей выбран так, чтобы уравнять 
интенсивность пучка в центре и на краях. Точки вверху 

каждого графика показывают расстояние с максимальным 
СУМ, полученное по приближённой формуле (29) 

На рис. 8 изображены начальные распределения ин-
тенсивности светового поля (5), а также распределения

интенсивности и плотности СУМ в плоскости, в кото-
рой СУМ максимален, при тех же параметрах, что и для 
рис. 6, но с радиусом окружности сингулярностей, вы-
бранным так, чтобы максимизировать плотность СУМ. 

Из рис. 8 видно, что при любом числе сингуляр-
ностей m плотность СУМ достигает величин, при-
мерно в полтора раза выше, чем на рис. 6. 

Кроме того, видно, что начальное поле имеет одну 
и ту же максимальную интенсивность, независимо от 
m. Это происходит потому, что максимальный СУМ до-
стигается, согласно вышеизложенной теории, когда 
энергия Гауссова пучка равна половине энергии всего 
поля. Оставшаяся половина энергии идёт в световое 
кольцо и интенсивность этого кольца слабее, чем цен-
тральная интенсивность Гауссова пучка. Из-за этого 
центральная часть распределений интенсивности всех 
пучков на рис. 8 – это Гауссов пучок с одной и той же 
энергий и потому с одной и той же амплитудой. Этим 
объясняется одна и та же интенсивность в центре. 

 
Рис. 8. Распределения интенсивности в начальной плоскости (а–д) и на расстоянии с максимальным СУМ (29) (е–к), 
а также распределения плотности СУМ на расстоянии с максимальным СУМ (л–п) при следующих параметрах: длина 
волны λ = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка w0

 = 1 мм, число поляризационных сингулярностей в начальной 
плоскости m = 4 (а,е,л), m = 5 (б,ж,м), m = 6 (в,з,н), m = 7 (г,и,о), m = 8 (д,к,п), радиус окружности сингулярностей 

a0
 = 1052 мкм (а,е,л), a0

 = 1141 мкм (б,ж,м), a0
 = 1223 мкм (в,з,н), a0

 = 1300 мкм (г,и,о), a0
 = 1371 мкм (д,к,п), расстояние 

распространения z = 0,349z0 (а,е,л), z = 0,284z0 (б,ж,м), z = 0,240z0 (в,з,н), z = 0,208z0 (г,и,о), z = 0,183z0 (д,к,п). Радиусы a0 
были получены по формуле (30) для максимизации СУМ (по сравнению с другими радиусами a0). Расстояния 

распространения были получены по формуле (29) для достижения максимальной плотности СУМ. Радиусы окружностей 
на распределениях СУМ (л-п) получены по формуле (21) и соответствуют окружностям с максимальным СУМ. Все 

величины (максимальные значения интенсивности и СУМ) приведены в условных единицах. Масштабная метка на каждом 
рисунке означает 1 мм. Знаками «+» и «–» показаны области с положительной и отрицательной плотностью СУМ 

Теперь убедимся, что расположение сингулярно-
стей на окружности радиуса a0 (30) действительно 

приводит к максимальной плотности СУМ по срав-
нению с другими радиусами. На рис. 9 показаны про-
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дольные распределения СУМ светового поля (5) при 
значениях a0, полученных по формуле (30), и при не-
которых других значениях a0. 

 
Рис. 9. Максимальный СУМ светового поля (5) при m = 6 

для нескольких значений радиуса окружности 
с сингулярностями a0: a0

 = a0,max (по формуле (30)) (кривая 
E), a0

 = 0,8a0,max (кривая A), a0
 = 1,2a0,max (кривая B), 

a0
 = 0,9a0,max (кривая C), a0

 = 1,1a0,max (кривая D). 
Пунктирной вертикальной линией показано расстояние 
с максимальным СУМ, полученное по приближённой 
формуле (29), которое не зависит от радиуса a0 

Из рис. 9 видно, что максимальный СУМ достига-
ется действительно при радиусе a0 из (30). 

Наконец, получим плотность ОУМ светового 
поля (5). 

На рис. 10 изображены распределения плотности 
ОУМ светового поля, показанного на рис. 8. Распре-
деления ОУМ выглядят как инвертированные рас-
пределения СУМ, но они были получены полностью 
иным способом: по формуле (36), где производная по 
полярному углу была представлена как ∂/∂φ = x∂/∂y –
 y∂/∂x и вычислена с помощью конечных разностей. 

Максимальные значения ОУМ подтверждают, что 
ОУМ превосходит СУМ в – m/2 раз. 

Заключение 

Исследованы параксиальные световые пучки с 
множественными поляризационными сингулярно-
стями, расположенными равномерно на окружности 
(окружность сингулярностей). В начальной плоскости 
поляризация такого светового пучка линейна во всех 
точках, и потому пучок имеет нулевой спиновый и 
орбитальный угловые моменты (СУМ и ОУМ). Когда 
такой пучок распространяется в свободном простран-
стве, имеется несколько поперечных плоскостей, в 
которых поляризация также линейна и возникают по-
ляризационные сингулярности. Однако между этими 
плоскостями поляризация в общем случае эллиптиче-
ская и формируются чередующиеся области с поло-
жительным и отрицательным СУМ, то есть возникает 
спиновый эффект Холла. 

 
Рис. 10. Распределения плотности ОУМ светового поля (5) на расстоянии с максимальным СУМ (29) при следующих 

параметрах: длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка w0
 = 1 мм, число поляризационных сингулярностей 

в начальной плоскости m = 4 (а), m = 5 (б), m = 6 (в), m = 7 (г), m = 8 (д), радиус окружности сингулярностей a0
 = 1052 мкм 

(а), a0
 = 1141 мкм (б), a0

 = 1223 мкм (в), a0
 = 1300 мкм (г), a0

 = 1371 мкм (д), расстояние распространения z = 0,349z0 (а), 
z = 0,284z0 (б), z = 0,240z0 (в), z = 0,208z0 (г), z = 0,183z0 (д). Радиусы a0 были получены по формуле (30) для максимизации 
СУМ (а значит, и ОУМ) по сравнению с другими радиусами a0. Расстояния распространения были получены по формуле 
(29) для достижения максимальной плотности СУМ (ОУМ). Все величины приведены в условных единицах. Масштабная 
метка на каждом рисунке означает 1 мм. Знаками «+» и «–» показаны области с положительной и отрицательной 

плотностью ОУМ 

Мы получили выражение для распределения ин-
тенсивности, а также примерное выражение [форму-
лы (15) и (16)] для радиуса окружности сингулярно-
стей, при котором интенсивность в центре пучка и на 
его краях примерно одинакова. В этом случае радиус 
максимальной интенсивности на краю пучка стре-
мится (с ростом числа сингулярностей m) к радиусу 
максимальной интенсивности однокольцевого пучка 
Лагерра–Гаусса. 

Когда пучок распространяется, в каждой попереч-
ной плоскости плотность СУМ достигает максималь-
ных значений в 2m точках (m точек максимальной 
плотности СУМ и m точек минимальной плотности 
СУМ) на кольце с радиусом, не зависящим от радиуса 

окружности сингулярностей. Оказалось, что этот ра-
диус окружности с максимальным СУМ равен поло-
вине радиуса Гауссова пучка, умноженного на квад-
ратный корень от числа сингулярностей (то есть в √2 
раз меньше, чем радиус кольца максимальной интен-
сивности однокольцевого пучка ЛГ m-го порядка). 

В каждой поперечной плоскости имеется 2m C-
точек с круговой поляризацией (m точек с левой по-
ляризацией и m точек с правой поляризацией). Эти 
точки находятся на окружности, радиус которой про-
порционален радиусу окружности с сингулярностями. 

Получено приближённое выражение [формула 
(29)] для расстояния распространения, при котором 
плотность СУМ достигает максимальных значений. 
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Оказалось, что это расстояние не зависит от радиу-
са окружности сингулярностей и оно короче, чем 
расстояние до первой поперечной плоскости с ли-
нейной поляризацией и с поляризационными син-
гулярностями. 

Получено точное выражение [формула (30)] для 
радиуса окружности сингулярностей, при котором 
достигается максимальная плотность СУМ. Оказа-
лось, что максимально достижимая плотность СУМ 
убывает с ростом числа сингулярностей m. Кроме то-
го, установлено, что для пучка с максимальной плот-
ностью СУМ и для пучка с равной интенсивностью в 
центре и на краях радиус окружности сингулярностей 
должен быть разным. 

Исследованный световой пучок является суперпо-
зицией пучка ЛГ с цилиндрической поляризацией и 
линейно поляризованного Гауссова пучка. Выяснено, 
что максимальная плотность СУМ достигается, когда 
энергия Гауссова пучка равна половине энергии всего 
пучка, то есть равна энергии пучка ЛГ. 

Получено выражение для плотности ОУМ [фор-
мула (38)]. Оказалось, что она пропорциональна 
плотности СУМ и превышает её в – m/2 раз, что отли-
чается от стандартных вихревых пучков с круговой 
поляризацией, чья плотность ОУМ превышает плот-
ность СУМ в ± m раз. 

Мы рассмотрели простую аналогию исследован-
ных пучков – суперпозицию трёх плоских волн. Две 
волны наклонены и имеют круговую поляризацию, а 
третья волна без наклона (параллельна оптической 
оси) и поляризована линейно. Доказано, что и у тако-
го простого поля также возникает спиновый эффект 
Холла, и раскрыт его физический механизм. Эффект 
возникает из-за фазовой задержки, которая появляет-
ся между наклонными волнами и ненаклонной вол-
ной при их распространении. Точно так же и в иссле-
дованном векторном Гауссовом пучке с множествен-
ными поляризационными сингулярностями спиновый 
эффект Холла возникает из-за разной расходимости 
цилиндрически поляризованного пучка ЛГ и линейно 
поляризованного Гауссова пучка. 

Область применения полученных результатов – 
оптическое управление движением микрообъектов 
[19, 20] или элементов в лабораториях на чипе [21]. 
В отличие от орбитального углового момента, ко-
торый заставляет микрочастицы вращаться вдоль 
светового кольца, спиновый угловой момент за-
ставляет частицы вращаться вокруг своих центров 
масс [22], а формирование нужного распределения 
плотности СУМ может позволить одновременно 
управлять набором частиц. Для этой цели частицы 
должны быть неметаллическими, но поглощающи-
ми, так как максимумы интенсивности притягива-
ют диэлектрические частицы. Другая область при-
менения – оптическая передача информации, в ко-
торой распределение плотности СУМ используется 
для кодирования данных. 
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Spin angular momentum of Gaussian beams with several polarization 
singularities 
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Abstract  

We study a paraxial vector Gaussian beam with several polarization singularities located on a 
circle. Such a beam is superposition of a cylindrically polarized Laguerre-Gaussian beam and a 
linearly polarized Gaussian beam. It is found that although polarization in the initial plane is line-
ar, alternating regions with the different-sign spin angular momentum density are generated upon 
free-space propagation, showing that a spin Hall effect arises. For an arbitrary transverse plane, it 
is shown that the spin angular momentum magnitude is maximal on a certain-radius circle. We ob-
tain an approximate expression for the distance to the transverse plane where the spin angular 
momentum density is maximal. Besides, we derive an optimal radius of the singularity-containing 
circle in the initial plane for which the maximal spin angular momentum density can be achieved 
upon propagation. It is revealed that in this case, the energies of the Laguerre-Gaussian beam and 
the Gaussian beam are equal to each other. We also obtain an expression for the orbital angular 
momentum density and find it to be defined by the spin angular momentum density, multiplied by 
–m/2, with m being the upper index of the Laguerre-Gaussian beam, equal to the number of the po-
larization singularities. An analogy with plane waves reveals that the spin Hall effect arises due to 
different divergence rates of the linearly polarized Gaussian beam and the cylindrically polarized 
Laguerre-Gaussian beam. 

Keywords: cylindrical vector beam; radial polarization; polarization singularity; Gaussian 
beam; Laguerre-Gaussian beam; spin angular momentum; optical spin Hall effect; orbital angular 
momentum. 
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