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Аннотация 

Рассмотрена острая фокусировка светового поля с двойной (фазовой и поляризацион-
ной) сингулярностью. С помощью метода Ричардса–Вольфа получено точное аналитиче-
ское выражение для продольной проекции вектора спинового углового момента в фокусе. 
Из этого выражения следует, что в фокусе формируются 4(n – 1) субволновые области, n – 
порядок цилиндрического векторного пучка, центры которых лежат на окружности опреде-
ленного радиуса с центром на оптической оси. Причем в соседних областях знак спинового 
углового момента разный. Это означает, что в соседних областях в фокусе свет имеет левую 
и правую эллиптические поляризации (спиновый эффект Холла). В центре фокуса вблизи 
оптической оси имеет место правая эллиптическая поляризация (m > 0) или левая эллипти-
ческая поляризация, если m < 0, m – топологический заряд оптического вихря. Полный про-
дольный спин, то есть усредненная по сечению пучка продольная компонента спинового 
углового момента равна нулю и сохраняется при фокусировке. Из-за наличия в пучке опти-
ческого вихря с топологическим зарядом m, вблизи фокуса поперечный поток энергии вра-
щается по спирали (в самом фокусе по окружности). Направление вращения вблизи оптиче-
ской оси при m > 0 против часовой стрелки, а при m < 0 – по часовой стрелке.  
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Введение 

Начиная с работы Пойнтинга [1], в которой свету 
с круговой поляризацией приписывается угловой мо-
мент (УМ), ученые активно исследуют спиновый уг-
ловой момент (СУМ) света [2], в том числе в остром 
фокусе. В [3] обсуждается, как измерять параметры 
Стокса для световых полей в разных поляризацион-
ных состояниях на сфере Пуанкаре высокого порядка. 
В [4] определялся СУМ с помощью измерения мо-
мента вращения в волноводном интегральном фотон-
ном устройстве. В [5] изучается СУМ для мод пла-
нарных и цилиндрических волноводов. Так как вы-
ражения для амплитуд мод в таких волноводах из-
вестны, то через них можно выразить все проекции 
СУМ вектора. В [6, 7] измеряли распределение плот-
ности спина (СУМ) с помощью флуоресцентной 
наносферы. В [8, 9] приводится теория спин-
орбитального преобразования, в том числе в остром 
фокусе. В [10] изучается поперечная плотность спина 
и показано наличие «оптических колес» в пучке. 
В [11] показали экспериментально, что вектор спина 
может описывать в трехмерном пространстве ленту 

Мебиуса. В [12] изучается поперечная плотность 
спина в фокусе пучков Пуанкаре. В [13] изучается 
спиральность (helicity) света, связанная с состоянием 
поляризации. Спиральность достигает максимального 
значения для света с круговой поляризацией. В [14, 
15] изучается СУМ в фокусе световых полей с ги-
бридной поляризацией. В [16] изучался СУМ 
в остром фокусе вихревого цилиндрического пучка 
первого порядка. Изучение свойств спина в остром 
фокусе актуально потому, что вектор СУМ пропор-
ционален угловому моменту поглощающей микроча-
стицы, захваченной в фокусе пучка, который застав-
ляет ее вращаться вокруг своего центра масс [17, 18]. 

В данной работе мы рассматриваем СУМ для вихре-
вого цилиндрического пучка произвольного целого по-
рядка. На основе теории Ричардса–Вольфа мы получили 
точное выражение для плотности продольной состав-
ляющей вектора СУМ в фокусе такого светового поля, 
из которого следует, что в фокусе имеет место 4(n – 1) 
локальных субволновых областей, в которых продоль-
ная проекция СУМ меняет знак. Полная продольная со-
ставляющая вектора СУМ, то есть усредненная по все-
му сечению пучка, сохраняется при фокусировке и рав-
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на нулю. Наличие в фокусе разделенных в пространстве 
областей со спином разного знака демонстрирует нали-
чие спинового эффекта Холла в фокусе. 

1. Составляющие электрического и магнитного 
поля в фокусе для света с фазовой 

и поляризационной сингулярностями 

В работе [19] была рассмотрена острая фокусировка 
цилиндрических векторных пучков с оптическим вих-
рем. У таких пучков имеются и фазовая сингулярность, 
и поляризационная сингулярность. Изменяя величину 
фазовой сингулярности (изменяя топологический заряд) 
и одновременно изменяя индекс поляризационной син-
гулярности (индекс Пуанкаре–Хопфа), можно управ-
лять всеми характеристиками лазерного пучка в остром 
фокусе. То есть можно управлять интенсивностью, по-
током энергии, спиновым и орбитальным угловыми 
моментами. В этой работе для удобства читателей мы 
кратко повторим некоторые формулы из работы [19], но 
основное внимание мы сосредоточим на исследовании 
плотности спина в фокусе и полного спина. В работе 
[19] спиновый угловой момент (СУМ) в фокусе таких 
пучков не изучался. Если в исходном фокусируемом 
пучке поляризация линейна в каждой точке, то про-
дольная компонента СУМ в каждой точке равна нулю. 
Однако в условиях острой фокусировки компоненты 
напряженности электрического поля претерпевают зна-
чительные изменения, в частности, возникает отличная 
от нуля плотность СУМ, так как при фокусировке меня-
ется разность фаз между компонентами. Также может 
наблюдаться расщепление исходной линейной поляри-
зации на отдельные области, в которых превалирует ле-
вая или правая круговая поляризация. Мы покажем, что 
полная (усредненная по сечению пучка) продольная 
компонента СУМ для цилиндрического векторного 
пучка любого целого порядка с оптическим вихрем 
также любого целого порядка сохраняется при распро-
странении пучка и равна нулю. Поэтому в фокусе фор-
мируется четное число локальных областей с продоль-
ной компонентой СУМ разного знака. В этих областях с 
разным спином вектор эллиптической поляризации 
вращается по часовой и против часовой стрелки, демон-
стрируя наличие спинового эффекта Холла. 

Вектор Джонса в начальной плоскости для цилин-
дрического векторного пучка с оптическим вихрем 
имеет вид: 
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где угол θ – полярный угол, или угол между оптической 
осью и линией, соединяющей центр фокуса с точкой на 
сферическом волновом фронте в начальной плоскости, а 
угол φ – это азимутальный угол в сечении пучка, m – это 
целое число и топологический заряд оптического вихря, 
а n – это тоже целое число, равное индексу поляризаци-
онной сингулярности Пуанкаре–Хопфа (индекс V-
точки) или порядок цилиндрического векторного пучка.  

Отметим, что поле (1) можно представить как су-
перпозицию двух оптических вихрей с разными то-
пологическими зарядами и разным направлением 
вращения поляризации: 
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Сумма двух вихрей с разными топологическими за-
рядами даже в параксиальном случае не является струк-
турно устойчивой. Распределение интенсивности в се-
чении такого пучка при распространении будет менять-
ся, и тем более оно изменится в фокусе (остром фокусе). 

Для расчета поведения оптических вихрей в остром 
фокусе могут применяться различные подходы. Напри-
мер, в работе [20] анализируется структура вихревого 
пучка с циркулярной поляризацией в остром фокусе ме-
тодом мнимого источника. В работе [21] предложена 
лучевая модель для описания распределения электриче-
ского поля и вычисляемых на его основе спинового и 
орбитального угловых моментов в фокусе широкоапер-
турной системы (также рассматривалась фокусировка 
оптических вихрей с круговой поляризацией). Недо-
статком предложенного метода является то, что он поз-
воляет только качественно характеризовать распределе-
ние вычисляемых величин без учета функции аподиза-
ции линзы, непосредственно осуществляющей фокуси-
ровку. Фокусировка полей с одновременно фазовой и 
поляризационной сингулярностями в работах [20 – 21] 
не рассматривалась. Нами в данной работе был приме-
нен формализм Ричардса–Вольфа [22]. Ранее в [19] бы-
ли найдены выражения для компонент векторов напря-
женности электрического и магнитного полей в фокусе 
для начального поля (1). Для удобства читателей и 
дальнейшего использования этих выражений мы повто-
рим их здесь: 
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где функции Iν,µ
 = Iν,µ

 (r) имеют вид: 
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где k = 2π /λ – волновое число монохроматического 
света с длиной волны λ, f – фокусное расстояние 
идеальной сферической линзы, α – максимальный 
угол наклона лучей к оптической оси, определяю-
щий числовую апертуру апланатической линзы 
NA = sin α, Jμ (ξ) – функция Бесселя первого рода μ-
го порядка, A (θ) – действительная функция, опре-
деляющая радиально-симметричную начальную 
амплитуду поля, ξ = krsinθ. Первый индекс в (3) по-
казывает тип функции ν = 0, 1, 2, а второй индекс 
показывает номер функции Бесселя µ = 0, ±1, ± 2, … 

2. Распределение интенсивности вектора 
Пойнтинга и продольной проекции спинового 

углового момента 

C помощью выражений (2) можно найти распре-
деление интенсивности в фокусе пучка (1): 
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Под интенсивностью в (4) понимается величина 
I = |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2. Из (4) видно, что картина интен-
сивности не обладает круговой симметрией, но она 
симметрична относительно центра декартовых коор-
динат в фокусе, так как при замене величины угла φ 
на φ + π интенсивность не изменится.  

Также с помощью проекций векторов электриче-
ского E и магнитного H полей (2) можно найти про-
екции вектора Пойнтинга P = c /(2) Re (E*× H) 
в фокусе поля (1) (постоянную c /(2π), с – скорость 
света, в дальнейшем опустим): 
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Из (5) видно, что продольный поток энергии обла-
дает круговой симметрией и может быть как больше 
нуля (Pz

 > 0), так и меньше нуля (Pz
 < 0). Поперечный 

поток энергии в плоскости фокуса вращается против 
часовой стрелки, если Q (r) > 0, и по часовой стрелке, 
если Q (r) < 0. Вблизи оптической оси все величины 
в Q (r) положительные, и поэтому поперечная энергия 
вращается против часовой стрелки (m > 0). Можно 
показать, что в (5) при замене m > 0 на m < 0 выраже-
ние Q (r) меняет знак. 

Заметим, что если топологический заряд равен 
нулю (m = 0), то есть в пучке нет вихря, то попереч-
ный поток не будет вращаться: 
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Найдем далее с помощью (2) продольную проек-
цию вектора СУМ [23]: 
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где ω — угловая частота света. Постоянную 1/(8πω) 
будем опускать. Выражение для плотности продоль-
ной компоненты СУМ в фокусе имеет вид: 
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Из (8) видно, что картина распределения продоль-
ной компоненты СУМ так же, как интенсивность (4), 
имеет осевую симметрию, то есть симметрична отно-
сительно центра фокуса. Это следует из того, что при 
замене в (8) φ на φ + π значение СУМ не изменится. 
При m = 0 (нет вихря) СУМ (8) равен нулю в каждой 
точке фокуса. Этого и следовало ожидать, так как при 
m = 0 цилиндрическое векторное поле (1) в каждой 
точке сечения имеет линейную поляризацию [24]. 
Также из (8) видно, что при n = 1 (радиальная началь-
ная поляризация) косинус равен 1 и картина СУМ 
становится радиально симметричной: 

2 2
0, 1 2, 1 0, 1 2, 1

1
( 1) ( ) ( ) .

2
z m m m mS n I I I I           (9) 

Из-за того, что между слагаемыми в круглых 
скобках есть знак минус, СУМ в (9) может менять 
знак при определенном радиусе r в фокусе. Это озна-
чает, что в фокусе имеет место радиальный спиновый 
эффект Холла, когда на разных радиусах от оптиче-
ской оси векторы эллиптической поляризации вра-
щаются в разные стороны (имеют спин разного зна-
ка). Эффект Холла для поля с радиальной поляриза-
цией изучался в [25]. 
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Для других номеров n косинус в (8) будет зависеть 
от значения азимутального угла. Например, при n = 0 
(линейная поляризация), вместо (8), получим: 

  

2 2
2, 2 2, 2

0, 2, 2 0, 2, 2

1
( 0)

2

2cos 2 .

z m m

m m m m

S n I I

I I I I

 

 

   

   

 (10) 

Выражение (10) совпадает с аналогичным выра-
жением, полученным в [24] для оптического вихря 
с линейной поляризацией. В этом случае в фокусе 
на определенном расстоянии от оптической оси фор-
мируются четыре субволновые области, центры кото-
рых лежат на декартовых осях, в двух из которых 
вектор эллиптической поляризации вращается по ча-
совой стрелке, а в двух других вектор эллиптической 
поляризации вращается против часовой стрелки. 
То есть в фокусе формируется спиновый эффект 
Холла. При n >1 таких областей в фокусе, в половине 
из которых спин положительный, а в другой поло-
вине спин отрицательный, будет 4 (n –1). Интересно, 
что при m = n на оптической оси в фокусе СУМ (8) 
будет положительный, 2

, 0,0( 0) / 2 0z m nS r I    , а при 
m = – n на оптической оси в фокусе СУМ будет отри-
цательный, 2

, 0,0( 0) / 2 0z m nS r I     . Аналогично, 
если m = 2– n, в центре плоскости фокуса СУМ будет 
положительный, но меньше по величине, 

2
, 2 2,0( 0) / 2 0z m nS r I     . А если m = n – 2, то СУМ 

в центре фокуса будет отрицательный 
2

, 2 2,0( 0) / 2 0z m nS r I      . То есть изменяя тополо-
гический заряд m ≠ 0, можно управлять величиной 
и направлением вращения поглощающей микроча-
стицы вокруг оптической оси, захваченной в центр 
фокуса. При m = 0 СУМ (8) равен нулю и вращения 
захваченной частицы не будет. Заметим, что в 
начальной плоскости продольная компонента СУМ 
равна нулю. 

3. Усредненные по сечению пучка 
 продольные проекции вектора Пойнтинга 

и спинового углового момента 

Покажем далее, что полная продольная компонента 
СУМ будет равна нулю в фокусе. Из формулы (1) вид-
но, что плотность СУМ и полный продольный СУМ в 
начальной плоскости равны нулю. Далее мы покажем, 
что в фокусе плотность продольного СУМ отлична от 
нуля, а полный СУМ равен нулю. Полный СУМ в фоку-
се равен нулю, потому что он был равен нулю в началь-
ной плоскости и сохраняется при прохождении сфери-
ческой линзы, так как нет эффекта спин-орбитального 
преобразования. Плотность СУМ в фокусе будет отлич-
на от нуля, потому что, как видно из (2), в остром фоку-
се возникают дополнительные оптические вихри с раз-
ными топологическими зарядами, которые меняют раз-
ность фаз между отдельными компонентами поля. 

В [26] было показано, что энергия каждой вихре-
вой гармоники в поле (2) определяется величиной 

 

 
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,

0

2
2 2 1 5 2

0

2
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v

v

W I r rdr

f A d W


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  

           
   




 (11) 

Используя (11), найдем усредненное по всей плос-
кости фокуса значение СУМ (8), получим: 
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  

    

   

   (12) 

Результат (12) получен потому, что интегралы 
от первых двух слагаемых равны друг другу на осно-
вании (11). Также интегралы от третьего и четвертого 
слагаемых равны друг другу. А последний интеграл 
равен нулю из-за того, что интегрирование функции 
косинуса по углу φ по полному периоду дает ноль. По-
лучается, что полная продольная проекция СУМ равна 
нулю в начальной плоскости и в фокусе, то есть сохра-
няется при фокусировке, и поэтому в фокусе формиру-
ется четное число локальных областей, 4(n – 1) со спи-
ном разного знака.  

Аналогично (12), можно найти полную энергию 
пучка в фокусе. Для этого усредним по сечению пуч-
ка распределение интенсивности (4). Получим: 
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 (13) 

В (13) первые два интеграла получаются на основе 
применения (11), а последний интеграл равен нулю, так 
как функция косинуса интегрируется по углу 
по полному периоду. Интересно, что если усреднить 
продольную составляющую вектора потока энергии (5), 
то окажется, что не вся энергия пучка пересекает плос-
кость фокуса в прямом направлении оси z. Действи-
тельно, с учетом (5), (11) и аналогично (13) получим: 
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Из (14) видно, что поток энергии через плоскость 
фокуса меньше, чем полная энергия пучка. Это связа-
но с тем, что часть энергии распространяется вдоль 
плоскости фокусе, не пересекая ее. Эта часть энергии 
переносится продольной составляющей поля в фоку-
се Iz=|Ez|2. Еще часть энергии распространяется в об-
ратном направлении. Это так называемый обратный 
поток энергии [27]. 

На основе выражения для поперечного потока 
энергии в фокусе (5) можно найти плотность углово-
го момента в фокусе для поля (1). Запишем попереч-
ные проекции потока энергии (5) в полярных коорди-
натах, получим: 

0,

( ).
rP

P Q r




 (15) 

Тогда продольная составляющая вектора углового 
момента (УМ) [28]  

 J r P  (16) 

будет равна выражению: 
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 (17) 

Из (17) видно, что продольная компонента УМ равна 
нулю на оптической оси из-за того, что «плечо» равно 
нулю. Вблизи оптической оси АМ положительная, то 
есть диэлектрическая микрочастица, захваченная в та-
кой пучок в фокусе, будет вращаться по окружности не-
большого радиуса против часовой стрелки. 

4. Моделирование 

С помощью формул Ричардса–Вольфа исследова-
лась острая фокусировка оптических вихрей с ради-
альной поляризацией высокого порядка (1). Рассмат-
ривалась фокусировка апланатическим объективом 
с числовой апертурой NA = 0,95. Фокусировался свет 
с длиной волны 633 нм. Функция A(θ) выбиралась 
равной единице. На рис. 1а показано распределение 
интенсивности в фокусе для пучка (1) при n = m = 1. 
А на рис. 1б показано распределение продольной 
компоненты вектора СУМ. Из (4) и (8) при n = 1 вид-
но, что распределение интенсивности в фокусе и про-
дольная СУМ имеют радиальную симметрию, то есть 
не зависят от азимутального угла φ. Кроме того, 
в центре фокуса на оптической оси и интенсивность, 
и СУМ имеют максимальное положительное значе-

ние. То есть несмотря на то, что в начальной плоско-
сти у поля (1) в каждой точке поляризация линейная, 
в фокусе в центре поляризация правая эллиптическая 
(вектор поляризации вращается против часовой 
стрелки). На окружности некоторого радиуса (темная 
область на рис. 1б) спин меняет знак, и вектор поля-
ризации вращается в противоположенную сторону 
(по часовой стрелке). То есть рис. 1б демонстрирует 
наличие радиального спинового эффекта Холла в фо-
кусе поля (1). 
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Рис. 1. Распределение интенсивности I = Ix

 +Iy
 +Iz (а) 

и продольной компоненты СУМ Sz (б). Порядок фазовой 
и поляризационной сингулярности: m =1, n =1 

На рис. 2 показаны три проекции вектора Пойн-
тинга. Видно, что осевая проекция потока энергии 
имеет радиально симметричный вид и максимум 
на оптической оси (рис. 2в), а поперечные проекции 
показывают вращение потока энергии в фокусе во-
круг оптической оси против часовой стрелки 
(рис. 2а, б), как и предсказывает теория (5). 

На рис. 3 показаны интенсивность (а) и продоль-
ная проекция СУМ (б) в фокусе поля (1) при n = 2, 
m = 1. Видно, что интенсивность уже не имеет форму 
круглого пятна, как на рис. 1а, а имеет вид верти-
кальной «гантели» (рис. 3а), а продольная проекция 
СУМ также уже не имеет круговой симметрии, хотя 4 
локальные области, в которых СУМ меняет знак, еще 
не просматриваются на рис. 3б. 

На рис. 4 показаны все проекции вектора Пойн-
тинга в фокусе поля (1) для случая m =1, n = 2. Видно, 
что поперечный поток вращается вокург оптической 
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оси уже по двум кольцам (рис. 4а, б). По малому 
кольцу по часовой стрелке, а по большому кольцу 
против часовой стрелки. Такое вращение энергии 
в фокусе в разные стороны является проявлением ра-
диального орбитального эффекта Холла. Осевая про-
екция потока энергии имеет вид кольца (рис. 4в). 
На рис. 5 показана интенсивность (а) и продольная 
проекция СУМ (б) в фокусе поля (1) для случая 
n = m = 2. Из рис. 5а видно, что несмотря на наличие 
топологического заряда в начальном поле (m = 2), фо-
кусное пятно круглое и имеет максимум интенсивно-
сти на оптической оси. Это прямо следует из уравне-
ния (4), так как при m = n интенсивность на оптиче-
ской оси равна 2

0,0 0( 0) / 2I r I   . То есть фазовая 
и поляризационные сингулярности компенсируют 

друг друга, и в фокусе на оптической оси нет сингу-
лярной точки. Из рис. 5б видно, что в фокусе имеют 
место 4 локальные области, в которых проекция СУМ 
имеет разные знаки: два светлых вертикальных от-
резка, разделенных расстоянием по горизонтальной 
оси (СУМ меньше нуля), и два темных горизонталь-
ных отрезка, разделенных вертикальным расстоянием 
(СУМ больше нуля). Вблизи оптической оси по пло-
щади большей, чем круглое фокусное пятно, имеется 
область с правой эллиптической поляризацией (тем-
ное пятно в центре на рис. 5б). Это прямо следует 
из выражения (8) при m = n. Заметим, что в начальной 
плоскости свет в каждой точке имел линейную поля-
ризацию. Этот эффект является наглядным проявле-
нием орбитально-спиновой конверсии в фокусе. 
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Рис. 2. Распределение поперечных компонент вектора Пойнтинга: Px (а) и Py (б) и продольной компоненты вектора 

Пойнтинга Pz (в). Порядок фазовой и поляризационной сингулярности: m =1, n =1 
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Рис. 3. Распределение интенсивности I = Ix

 +Iy
 +Iz (а) и продольной компоненты СУМ (б). Порядок фазовой 

и поляризационной сингулярности: m =1, n = 2 
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Рис. 4. Распределение поперечных компонент вектора Пойнтинга: Px (а) и Py (б) и продольной компоненты вектора 

Пойнтинга Pz (в). Порядок фазовой и поляризационной сингулярности: m =1, n = 2 

На рис. 6 показаны проекции вектора Пойнтинга 
в фокусе поля (1) для случая n = m = 2. Видно, что, как 
и в случае n = m =1 (рис. 2а, б), поперечный поток энер-
гии вращается вокруг оптической оси против часовой 

стрелки (рис. 6а, б). Интересно, что если изменить знак 
топологического заряда вихря (m = – 2), то в центре фо-
куса поменяется направление вращения эллиптической 
поляризации. На рис. 7б в центре фокуса будет левая 
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эллиптическая поляризация (светлое эллиптическое 
пятно на рис. 7б). Этот эффект прямо следует 
из уравнения (8) при n = -m. Таким образом, изменяя 

знак поляризационной сингулярности поля (1), можно 
управлять направлением вращения вектора эллиптиче-
ской поляризации в фокусе вблизи оптической оси. 
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Рис. 5. Распределение интенсивности I = Ix

 +Iy
 +Iz (а) и продольной компоненты СУМ (б). Порядок фазовой 

и поляризационной сингулярности: n = 2, m = 2 
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Рис. 6. Распределение поперечных компонент вектора Пойнтинга: Px (а) и Py (б) и продольной компоненты вектора 

Пойнтинга Pz (б) 

а) x, мкм

y,
 м
км

 

 

-0,5 0 0,5

-0,5

0

0 5,

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

 б) x, мкм

y,
 м
км

 

 

-0,5 0 0,5

-0,5

0

0 5,

-0,5

0

0,5

 
Рис. 7. Распределение интенсивности I = Ix

 +Iy
 +Iz (а) и продольной компоненты СУМ (б). Порядок фазовой 

и поляризационной сингулярности: m = – 2, n = 2 

На рис. 8 показаны проекции вектора Пойнтинга 
в фокусе поля (1) при n = 2, m = – 2. Из рис. 8а, б вид-
но, что поперечный поток энергии в фокусе вращает-
ся по часовой стрелке, в отличие от рис. 6а, б, на ко-
тором поперечный поток энергии вращается против 

часовой стрелки. Таким образом, меняя знак тополо-
гического заряда вихревого поля (1), можно одновре-
менно менять и направление спина в центре фокуса 
(рис. 5б и рис. 7б), и направление вращения потока 
энергии (рис. 6а, б и рис. 8а, б). 
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Рис. 8. Распределение поперечных компонент вектора Пойнтинга: Px (а) и Py (б) и продольной компоненты вектора 

Пойнтинга Pz (б). Порядок фазовой и поляризационной сингулярности: m = – 2, n = 2 
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На рис. 9 показаны распределения продольной 
компоненты СУМ для n = m: 3 (а), 4 (б). Видно, что 
по окружности радиуса, почти вписанного в квадрат 
рамки, областей с красным и черным цветом 4 (n –
1) = 4 (3 –1) = 8 (рис. 9а). А на рис. 9б на окружности 
примерно такого же радиуса областей со светлым 
и черным цветом 4 (n –1) = 4 (4 –1) = 12. То есть на 
этих окружностях количество субволновых областей 
с положительным и отрицательным знаком равно 8 
(рис. 9а) и 12 (рис. 9б). В этих областях разделены в 
пространстве фотоны с разным спином. Заметим, од-
нако, что на окружности, где происходит чередование 
знака СУМ, интенсивность мала, то есть проявление 
эффекта Холла в данном случае слабо выражено. 
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Рис. 9. Распределение продольной компоненты СУМ 

при m = n = 3 (а) и m = n = 4 (б) 

Заключение 

В данной работе получены следующие результа-
ты. С помощью формализма Ричардса–Вольфа полу-
чено аналитическое выражение (8) для продольной 
проекции спинового углового момента в фокусе све-
тового пучка с двойной сингулярностью. У такого 
пучка в начальной плоскости (1) имеется целый топо-
логический заряд m и цилиндрическая поляризация 
порядка n. То есть в начальном поле в каждой точке 
поляризация линейная. Но из-за орбитально-
спиновой конверсии в фокусе такого пучка вблизи 
оптической оси формируется круговая область, в ко-
торой вектор эллиптической поляризации вращается 
против часовой стрелки, если m > 0 (рис. 5б), или 
по часовой стрелке, если m < 0 (рис. 7б). При m = n 
в фокусе формируются 4 (n –1) субволновых обла-
стей, в которых продольная проекция спинового уг-
лового момента поочередно меняет знак (рис. 5б). 
Этот эффект является разновидностью спинового эф-

фекта Холла в фокусе. Кроме того, в фокусе попереч-
ный поток энергии вращается вокруг оптической оси, 
при m > 0 против часовой стрелки (рис. 2а, б и рис. 6а, 
б), а при m < 0 – по часовой стрелке (рис. 8а, б). Инте-
ресно, что при n = 2 и m =1 поперечный поток энергии 
в фокусе вращается по двум кольцам с центром 
на оптической оси: по малому кольцу по часовой 
стрелке, а по большому кольцу – против часовой 
стрелки (рис. 4а, б). Этот эффект является разновид-
ностью радиального орбитального эффекта Холла 
в фокусе. Исследуемый эффект можно использовать в 
оптических сенсорах для определения знака тополо-
гического заряда оптического вихря без использова-
ния громоздкой интерференционной схемы, а с по-
мощью простой камеры Стокса, определяющей знак 
третьего параметра Стокса: если в центре фокусного 
пятна будет наблюдаться левая эллиптическая поля-
ризация, то на входе у оптического вихря знак топо-
логического заряда был отрицательным, если в цен-
тре фокуса правая эллиптическая поляризация, то то-
пологический заряд положительный. 
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Abstract  

Sharp focusing of a light field with double (phase and polarization) singularity is studied. Us-
ing the Richards-Wolf method, an exact analytical expression for the longitudinal projection of the 
spin angular momentum (SAM) vector at the focus is obtained. The expression derived suggests 
that 4 (n –1) subwavelength regions are formed at the focus, where n is the cylindrical vector beam 
order, with their centers located on a certain circle centered on the optical axis. Notably, the SAM 
projections are found to have the opposite sign in the neighboring regions. This means that in the 
neighboring focal regions, the light has alternating left or right elliptical polarization (manifesta-
tion of a spin Hall effect). At the center of the focal spot near the optical axis, the field is right-
handed elliptically polarized at m > 0, or left-handed elliptically polarized at m < 0, where m is the 
vortex charge. The total longitudinal spin, i.e., the longitudinal SAM component averaged over the 
beam-cross section, is zero and preserved upon focusing. Due to the beam containing an optical 
vortex with charge m, the transverse energy flow rotates on a spiral path near the focal plane, rotat-
ing on a circle in the focal plane. The rotation direction near the optical axis is counterclockwise 
for m > 0, and clockwise for m < 0. 
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