
Фокусировка цилиндрического векторного пучка и эффект Холла Котляр В.В. и др. 

Компьютерная оптика, 2024, том 48, №1   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1356 47 

Фокусировка цилиндрического векторного пучка и эффект Холла 
В.В. Котляр 1,2, С.С. Стафеев 1,2, А.А. Ковалёв 1,2, В.Д. Зайцев 1,2 

1 ИСОИ РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН,  
443001, Россия, г. Самара, ул. Молодогвардейская, д. 151; 

2 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королёва, 
443086, Россия, г. Самара, Московское шоссе, д. 34 

Аннотация 

Известно, что в сечении цилиндрического векторного пучка высокого порядка поляри-
зация локально линейная. Причём чем выше порядок пучка, тем большее число полных 
оборотов совершают векторы локальной линейной поляризации при обходе вокруг оптиче-
ской оси. Известно также, что цилиндрический векторный пучок с радиально-
симметричной амплитудой имеет в начальной плоскости и в плоскости фокуса нулевой 
спиновый угловой момент и орбитальный угловой момент (так как у всех декартовых со-
ставляющих поля производная фазы по полярному углу равна нулю). В работе показано, 
что вблизи фокальной плоскости цилиндрического векторного пучка (до и после фокуса) 
формируется чётное число локальных субволновых областей, в которых вектор поляриза-
ции вращается, причём в соседних областях он вращается в разные стороны, то есть про-
дольная проекция вектора спинового углового момента в соседних областях имеет разные 
знаки. При переходе через фокальную плоскость направление вращения вектора поляриза-
ции в каждой точке сечения пучка меняется на противоположное. Такое пространственное 
разделение левого и правого вращения векторов поляризации является проявлением опти-
ческого спинового эффекта Холла. 
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Введение 

В оптике хорошо известны цилиндрические век-
торные пучки (ЦВП) [1, 2], в том числе высоких по-
рядков. При величине порядка n = 1 эти пучки имеют 
свои названия – пучок с радиальной поляризацией [3] 
или с азимутальной поляризацией [4]. Также рас-
сматривалась острая фокусировка ЦВП первого по-
рядка [5, 6], высокого порядка [7, 8], дробного поряд-
ка [9] и вихревых пучков с азимутальной поляризаци-
ей высокого порядка [10]. 

Известно, что у ЦВП любого порядка в началь-
ной плоскости и в фокусе поляризация неоднород-
ная и линейная в каждой точке сечения пучка. Поря-
док пучка n равен числу оборотов векторов поляри-
зации вокруг оптической оси за один обход вокруг 
оси по замкнутому контуру. На оптической оси в 
начальной плоскости у таких пучков имеется точка 
поляризационной сингулярности (V-точка), в кото-
рой не определено направление вектора линейной 
поляризации [11]. Индекс поляризации этой V-точки 
равен порядку пучка n. Известно также, что в остром 
фокусе ЦВП n-го порядка распределение интенсив-
ности имеет 2(n – 1) локальных максимумов [11]. 
Третья проекция вектора Стокса *

3 2 Im( ) 0x yS E E  , 
то есть спиновой угловой момент (СУМ) в началь-

ной плоскости, у ЦВП равен нулю. Также равен ну-
лю орбитальный угловой момент (ОУМ) ЦВП в 
начальной плоскости и в фокусе. 

В этой работе с помощью формализма Ричардса–
Вольфа и с помощью численного моделирования по-
казано, что вблизи острого фокуса (до фокуса и после 
фокуса) формируются локальные субволновые обла-
сти, в которых имеет место эллиптическая и круговая 
поляризация разных знаков. Формирование череду-
ющихся областей с СУМ разного знака (областей с 
разным спином) при нулевом СУМ в начальной 
плоскости является проявлением оптического спино-
вого эффекта Холла. В некоторых работах под эф-
фектом Холла в фокусе понимают смещение центра 
тяжести пучка, так в [12] показано такое смещение 
для внеосевого пучка Лагерра–Гаусса с круговой по-
ляризацией в фокальной плоскости. В данной работе 
мы демонстрируем эффект Холла для пучка с осевой 
симметрией комплексной амплитуды и с цилиндри-
ческой поляризацией в начальной плоскости. Кроме 
того, для такого пучка показано, что эффект возника-
ет не в фокальной плоскости, а около неё. 

1. Спиновый угловой момент до и после фокуса 

Рассмотрим начальное световое поле в виде ци-
линдрического векторного пучка n-го порядка, для 
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которого вектора Джонса электрического и магнит-
ного полей имеют вид: 
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где (r, φ) – полярные координаты в сечении пучка 
в начальной плоскости. Используя формализм 
Ричардса–Вольфа [13], можно получить явные выра-
жения для всех проекций векторов напряжённости 
электрического и магнитного полей в плоскости 
острого фокуса светового поля (1): 
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В (2) функции Iν,µ зависят только от радиальной 
переменной r и равны выражению: 
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где k – волновое число света, λ – длина волны света, 
f – фокусное расстояние идеальной сферической лин-
зы, формирующей фокус, z – оптическая ось (при 
z = 0 – плоскость фокуса), x = kr sin θ, Jμ (x) – функция 
Бесселя первого рода μ-го порядка, NA = sin θ0 – чис-
ловая апертура апланатической оптической системы, 
A(θ) – любая действительная функция, описывающая 
амплитуду входного поля, обладающего осевой сим-
метрией (плоская волна, Гауссов пучок, пучок Бессе-
ля–Гаусса). У интегралов Iν,µ (3) первый индекс 
v = 0,1,2 описывает тип интеграла, а второй индекс 
μ = 0,1,2,…, равен порядку функции Бесселя. 

Найдем распределение плотности спина или СУМ 
в фокусе пучка (1). Вектор углового спинового мо-
мента определяется выражением [14]: 

 1
Im * ,

16
 


S E E  (4) 

где ω – циклическая частота света. В дальнейшем по-
стоянную 1/(16πω) будем игнорировать. Из (4) видно, 
что продольная компонента СУМ (без учета констан-
ты) совпадает с ненормированной третьей компонен-
той вектора Стокса S3: 

 *
3 2 Im .z x yS S E E   (5) 

Известно, что третья компонента Стокса показы-
вает наличие в поле круговой или эллиптической по-
ляризации [15]. Если S3

 = 0, то в поле только линейная 

поляризация. Подставим проекции электрического 
поля (2) в выражение (5) и учтём, что вблизи фокуса 
интегралы (3) являются комплексными величинами. 
Тогда получим: 

   *
0, 2, 22 Im sin 2 1 ,z n nS I I n        (6) 

где звездочки "*" означают комплексное сопряжение. 
Выделяя в интегралах (3) вещественные и мнимые 
части и учитывая, что вблизи плоскости фокуса 
(kz << 1) имеет место приближение 
exp (ikz cos)  1 + ikz cos, вместо (6), получим: 
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Из (7) видно, что в самом фокусе (z = 0) S3
 = 0 и, 

значит, в каждой точке плоскости фокуса поляри-
зация линейная. Но при малой дефокусировке 
(kz << 1) S3

  0 и при n  1 функции I0,n и I2,n–2 ста-
новятся комплексными и появляются области эл-
липтической и круговой поляризации. Причём там, 
где до фокуса (z < 0) плотность СУМ была отрица-
тельная S3

 < 0, после фокуса (z > 0) она положи-
тельная S3

 > 0, и наоборот. Из (6) видно, что на 
окружности некоторого радиуса с центром на оп-
тической оси вблизи плоскости фокуса находятся 
центры 4 (n – 1) локальных субволновых областей, 
в которых поляризация эллиптическая или круго-
вая, причём в соседних таких областях вектор по-
ляризации вращается в разные стороны (по часовой 
стрелке или против нее). Радиус этой окружности 
определяется уравнением 

 *
0, 2, 2Im 0.n nI I

r






  (9) 

Аналогичный результат получен в [16] только при 
n = 0. Так как при n  1 вблизи фокуса светового поля 
(1) имеет место пространственное разделение обла-
стей с левой и правой круговой поляризацией (обла-
стей с разным «спином»), то можно утверждать, что 
вблизи фокуса (до и после) имеет место спиновый 
эффект Холла, хотя в самой плоскости фокуса этот 
эффект пропадает. 

2. Поперечный поток энергии до и после фокуса 

Найдем далее поперечные проекции вектора пото-
ка энергии. Вектор Пойнтинга определяется выраже-
нием [13]: 
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 Re * ,
4

с
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
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где E и Н – вектора напряжённости электрического 
и магнитного полей, * – знак комплексного сопряже-
ния, × – векторное умножение, c – скорость света 
в вакууме. В дальнейшем постоянную c/(4π) будем 
игнорировать. Подставим выражения для проекций 
электромагнитного поля в фокусе (2) в формулу (10) 
и получим поперечные проекции вектора Пойнтинга 
вблизи фокуса: 
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Выделяя в интегралах (3) вещественные и мнимые 
части и учитывая, что вблизи плоскости фокуса 
(kz << 1) имеет место приближение 
exp (ikz cos θ) ≈ 1 + ikz cos θ, вместо (11), получим: 
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В (12) введены обозначения для вещественной и 
мнимой частей интегралов (3): 
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Для большей наглядности перейдём в полярную 
систему координат. Тогда, вместо (12), получим для 
радиальной и азимутальной проекций поперечного 
вектора Пойнтинга вблизи фокуса: 
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Выражение (14) показывает, что вблизи фокуса у 
пучка (1) при любом порядке n поток энергии расхо-
дится или сходится от оптической оси по радиусам. 
При z = 0 (в фокусе) поток энергии параллелен опти-
ческой оси. До фокуса (z < 0) поперечный поток энер-
гии сходится по радиусам к оптической оси, а после 
фокуса (z > 0) расходится. Так как функция Q (r) в (14) 
может менять знак при удалении от оптической оси, 
то на некоторых окружностях с центром на оптиче-
ской оси до фокуса поперечный поток энергии расхо-
дится, а после фокуса – сходится. 

Покажем, что для поля (1) продольная компонента 
вектора углового момента близи фокуса равна нулю, 
как и в начальной плоскости. Действительно, вектор 
углового момента света имеет вид [17]: 
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а его продольная компонента (без учета несуще-
ственной постоянной) равна 

0.zJ rP   (16) 

Выражение (16) следует из (14), так как Pφ
 = 0. Уг-

ловой момент (15) можно представить [18] как сумму 
спинового углового момента S и орбитального угло-
вого момента L: 
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Без учета константы 1/(8πω) продольная компо-
нента СУМ, как следует из (7), равна 

 0 2 2 02 sin(2( 1) ) .zS kz n I R I R    Продольная ком-
понента ОУМ из (17) равна выражению: 
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Подставляя в (18) выражения для проекций элек-
трического поля из уравнения (2), вместо (18), вблизи 
фокуса получим: 
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Сумма (19) и (7) подтверждает справедливость 
формулы (16), то есть вблизи фокуса продольные 
компоненты СУМ и ОУМ равны по величине и 
направлены в противоположные стороны (Sz

 = – Lz), и 
поэтому продольная компонента углового момента 
равна нулю. Интересно, что продольная компонента 
ОУМ (19) при переходе через фокус меняет знак, как 
и продольная компонента СУМ (7). 

Таким образом, отсутствие вращения попереч-
ного потока энергии вблизи фокуса (Pφ

 = 0) означа-
ет, что продольная компонента углового момента 
равна нулю, но не означает, что у поля (1) вблизи 
фокуса продольная компонента ОУМ также равна 
нулю. У поля (1) в фокусе есть продольная компо-
нента ОУМ, которая равна по модулю продольной 
компоненте СУМ, но противоположна ей по знаку. 
Заметим также, что полные (усреднённые по всему 
сечению пучка) СУМ и ОУМ сохраняются по от-
дельности при распространении света в простран-
стве [19], то есть вблизи фокуса у пучка (1) должны 
быть равны нулю два интеграла: 

2

0 0

2

0 0

( , , ) 0,

( , , ) 0.

z

z

rdr d S r z

rdr d L r z

 

 

  

  

 

 
 (20) 
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Это означает, что локальное вращение вектора по-
ляризации вблизи фокуса (7) должно менять знак в 
разных областях поперечного сечения пучка так, что-
бы скомпенсировать это вращение и чтобы полный 
СУМ и ОУМ пучка (1) были равны нулю (20). 

3. Моделирование 

Для подтверждения теоретических выводов мы 
провели численное моделирование. Для этого мы 
рассчитали электрическое и магнитное поля вблизи 
острого фокуса, используя выражения (2), и провери-
ли их, вычислив поле непосредственно с помощью 
двойных интегралов Дебая. 

На рис. 1 представлены распределения интенсив-
ности в начальной плоскости (рис. 1а) и в плоскости 
фокуса (рис. 1б), а также распределения интенсивно-
сти (рис. 1в,ж), радиальной составляющей вектора 
Пойнтинга (рис. 1г,з), продольных составляющих 
векторов СУМ (рис. 1д,и) и ОУМ (рис. 1е,к) остро-
сфокусированного Гауссова пучка 3-го порядка (n = 3) 
с цилиндрической поляризацией (1) в двух попереч-
ных плоскостях: перед фокусом (рис. 1в-е) и за фоку-
сом (рис. 1ж-к). Для расчёта использовались следу-
ющие параметры: длина волны λ = 532 нм, фокусное 
расстояние f = 10 мкм, числовая апертура θ0

 = 0,49π 
(NA = 0,999), расчётная область 4 × 4 мкм, продольная 
координата (относительно фокальной плоскости) z = –
 λ (рис. 1в-е) и z = +λ (рис. 1ж-к). Для описания Гаус-
совой формы входного поля радиальное распределе-
ние комплексной амплитуды было равно A(θ) = exp [–
 (sin θ/sin α0)2], где α0

 = π /3. 
Мы выбрали линзу с высокой числовой апертурой 

0,999, так как, во-первых, такой числовой апертурой 
может обладать металинза с фокусным расстоянием 
порядка длины волны, и, во-вторых, с ростом число-
вой апертуры эффект Холла проявляется сильнее. 

На рис. 2 изображены те же распределения и для 
тех же параметров, что и на рис. 1, но для другого по-
рядка поляризации n = 4. 

Из рис. 1 и 2 видно, что на расстояниях ± λ от фо-
куса формируются распределения интенсивности с 
размерами порядка 1,5 – 2 мкм. Однако в областях с 
существенными значениями интенсивности СУМ 
принимает разные по знаку значения и области с по-
ложительным и отрицательным значением СУМ 
имеют размеры порядка длины волны (рис. 1д, и) или 
меньше её (рис. 2д, и). 

Несмотря на визуальное сходство распределений 
СУМ (рис. 1д, и, рис. 2д, и) и ОУМ (рис. 1е, к, 
рис. 2е, к), они вычислялись совершенно по-разному: 
распределения СУМ вычислялись по формуле (5), то-
гда как распределения ОУМ были рассчитаны по 
формуле (18) с численным дифференцированием по 
угловой координате φ. Тем не менее полученные кар-
тины подтверждают, что ОУМ Lz и СУМ Sz компен-
сируют друг друга и что после прохождения фокаль-
ной плоскости вращение вектора поляризации меняет 

своё направление (то есть продольная составляющая 
СУМ меняет знак). 

 
Рис. 1. Распределения интенсивности в начальной 
плоскости (а) и в плоскости фокуса (б), а также 
распределения интенсивности (в, ж), радиальной 

составляющей вектора Пойнтинга (г, з), нормированной 
на максимум продольной составляющей вектора СУМ (д, 

и) и нормированной на максимум продольной 
составляющей вектора ОУМ (е, к) остросфокусированного 

Гауссова пучка с цилиндрической поляризацией 3-го 
порядка до фокуса (в-е) и вне фокуса (ж-к). На всех 

рисунках светлый и чёрный цвета означают 
соответственно максимум и минимум. Стрелками 
показаны направления поляризации (а). Метки шкалы 

(в левом нижнем углу) обозначают 1 мкм 

Рис. 1 и 2 также подтверждают наличие вблизи 
фокуса 4(n – 1) областей с разным направлением вра-
щения вектора поляризации. Рис. 1 содержит 4 (n –
 1) = 8 локальных субволновых областей с эллиптиче-
ской поляризацией (рис. 1д, и), в том числе 4 тёмные 
области с левой эллиптической поляризацией и 4 
светлые области с правой эллиптической поляризаци-
ей. На рис. 2 таких субволновых областей 4 (n –
 1) = 12. Таким образом, моделирование подтвержда-
ет, что вблизи фокуса области с разным «спином» 
пространственно разделены, то есть имеет место эф-
фект Холла. 
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Рис. 2. Распределения интенсивности в начальной 
плоскости (а) и в плоскости фокуса (б), а также 
распределения интенсивности (в, ж), радиальной 

составляющей вектора Пойнтинга (г, з), нормированной 
на максимум продольной составляющей вектора СУМ (д, 

и) и нормированной на максимум продольной 
составляющей вектора ОУМ (е, к) остро 

сфокусированного Гауссова пучка с цилиндрической 
поляризацией 4-го порядка до фокуса (в-е) и вне фокуса (ж-
к). На всех рисунках светлый и чёрный цвета означают 
соответственно максимум и минимум. Стрелками 

показаны направления поляризации (а). Метки шкалы (в 
левом нижнем углу) обозначают 1 мкм 

Заключение 

Известно, что в сечении ЦВП высокого порядка 
поляризация локально линейная. Число полных обо-
ротов, которое совершают векторы локальной линей-
ной поляризации при обходе по замкнутому контуру 
вокруг оптической оси, равно порядку ЦВП, скажем, 
n. Известно также, что ЦВП не имеет в начальной 
плоскости и в плоскости фокуса ни СУМ, ни ОУМ. В 
этой работе мы показали, что вблизи плоскости фоку-
са ЦВП, на расстоянии, равном, например, длине 
волны до и после фокуса, формируется 4 (n – 1) ло-
кальных субволновых областей, в которых вектор по-
ляризации вращается. Центры этих локальных обла-
стей лежат на окружности некоторого радиуса (урав-
нение (9)) с центром на оптической оси, причём в со-

седних областях вектор поляризации вращается в 
разные стороны, то есть продольная проекция векто-
ра СУМ в соседних областях имеет разные знаки. 
Полный СУМ, который получается усреднением 
плотности СУМ по всему сечению пучка, равен ну-
лю. Такое пространственное разделение левого и 
правого вращения векторов поляризации является 
проявлением оптического спинового эффекта Холла. 
Данный эффект можно использовать в оптической 
сенсорике для определения порядка ЦВП. Например, 
известны оптические сенсоры на основе метаповерх-
ностей [20 – 23], которые определяют левую и правую 
круговые поляризации с помощью разделения их в 
пространстве. В нашем случае порядок ЦВП n опре-
деляется по числу локальных областей с левой и пра-
вой круговой поляризацией вблизи острого фокуса. 
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Abstract  

Polarization of a higher-order cylindrical vector beam (CVB) is known to be locally linear. The 
higher the beam order, the larger number of full circles the local linear polarization vector makes around 
the optical axis. It is also known that the CVB with radially symmetric amplitude has zero spin angular 
momentum (SAM) and zero orbital angular momentum (OAM) both in the initial plane and in the focal 
plane (because in both Cartesian components of the vector field, the angular derivative of phase is zero). 
We show here that near the focal plane of the CVB (i.e. before and beyond the focus), an even number 
of local subwavelength areas with rotating polarization vectors are generated. In addition, in the neigh-
boring areas, the polarization vectors are rotating in the opposite directions. Thus, the longitudinal com-
ponents of the SAM vector in such neighboring areas are of different sign. After passing through the fo-
cal plane, the rotation direction of the polarization vector at each point of the beam cross-section chang-
es to the opposite one. Such a spatial separation of the left and right rotation of the polarization vectors 
is a manifestation of the optical spin Hall effect. 

Keywords: spin Hall effect, cylindrical vector beam, tight focusing, spin angular momentum, 
orbital angular momentum. 
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