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Аннотация 

В работе рассмотрен новый пучок Лагерра–Гаусса, который отличается от обычных мо-
довых пучков Лагерра–Гаусса, сохраняющих с точностью до масштаба структуру распреде-
ления интенсивности. Этот пучок не сохраняет свою структуру при распространении в сво-
бодном пространстве, но обладает интересными свойствами. Этот пучок Фурье-
инвариантный и имеет в начальной плоскости (в плоскости перетяжки) и в дальней зоне 
дифракции увеличенную область темного. То есть диаметр центрального темного круга в 
сечении пучка может быть больше, чем у обычных пучков Лагерра–Гаусса. При сохранении 
топологического заряда пучка, меняя индексы многочлена Лагерра, можно увеличивать или 
уменьшать эффективный диаметр центрального темного пятна интенсивности. Кроме того, 
данный пучок обладает свойством автофокусировки, то есть на расстоянии Рэлея от пере-
тяжки распределение интенсивности имеет вид светового кольца (при любом значении ра-
диального индекса) с минимальным диаметром и максимальной интенсивностью на кольце. 
Данный пучок можно применять для манипулирования микрочастицами без использования 
дополнительной сферической линзы для его фокусировки. 
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Введение 

Интерес к лазерным вихревым пучкам Лагерра–
Гаусса (ЛГ) устойчиво сохраняется на протяжении 
многих лет. Это объясняется их широким применени-
ем на практике в задачах микроманипулирования [1], 
беспроводной телекоммуникации [2], зондирования 
атмосферы [3], квантовой информатике [4], охлажде-
нии атомов [5], оптической микроскопии отдельных 
молекул [6] и квантовых точек [7]. Кроме того, пучки 
ЛГ очень хорошо теоретически исследованы, напри-
мер, именно для пучков ЛГ было показано, что свет 
может обладать орбитальным угловым моментом 
(ОУМ) [8]. Известно много модернизаций пучков ЛГ, 
например, элегантные пучки ЛГ [9], пучки Лагерра–
Эрмита–Гаусса [10], асимметричные пучки ЛГ [11] и 
асимметричные пучки с полуцелым топологическим 
зарядом [12], произведение пучков ЛГ [13]. Cоздавать 
пучки ЛГ можно с помощью лазеров [14 – 17], модо-
вых конверторов [18] и с помощью пространственно-
го модулятора света [19]. И несмотря на долгую ис-
торию пучков ЛГ, их потенциал еще не исчерпан. 

В этой работе мы рассматриваем новый пучок ЛГ, 
топологический заряд которого равен разности ази-
мутального и радиального индексов многочлена Ла-

герра, степень радиальной переменной равна сумме 
азимутального и радиального индексов. Таким обра-
зом, у данного пучка топологический заряд и степень, 
в которую возводится радиальная переменная, не 
равны друг другу, как они равны у обычного пучка 
ЛГ. Поэтому при распространении в свободном про-
странстве такой пучок не сохраняет структуру интен-
сивности, зато имеет другие интересные свойства: ав-
тофокусировку и возможность контролировать диа-
метр центрального темного пятна интенсивности без 
изменения величины топологического заряда пучка. 

1. Фурье-инвариантные пучки Лагерра–Гаусса 
с увеличенной областью темного 

Рассмотрим комплексную амплитуду параксиаль-
ного когерентного монохроматического светового 
поля в начальной плоскости (z = 0): 

   
2 2

, 2 2
, exp ,

m n

m
m n n

r r r
E r i m n L

w w w


             

    
(1) 

где (r, φ) – полярные координаты, w – радиус перетяжки 
Гауссова пучка, ( )m

nL x  – присоединенный многочлен 
Лагерра, n и m – целые числа. Этот пучок отличается 
от обычных пучков Лагерра–Гаусса и не сохраняет 
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структуру световых колец интенсивности при распро-
странении в свободном пространстве. Но, как мы далее 
покажем, пучок (1) обладает интересными и полезны-
ми для приложений свойствами: 1) пучок (1) обладает 
свойством Фурье-инвариантности, 2) свойством авто-
фокусировки на расстоянии Рэлея от перетяжки и 3) 
имеет увеличенную область темного вблизи оптиче-
ской оси, то есть диаметр центрального темного пятна 
интенсивности можно изменять (увеличивать) без из-
менения величины топологического заряда. 

Заметим, что нормированный ОУМ данного пучка 
будет равен его топологическому заряду, m – n. То 
есть будет зависеть и от азимутального, и от радиаль-
ного индексов многочлена Лагерра в (1). То, что 
ОУМ структурно-устойчивых пучков определяется 
обоими индексами многочленов Лагерра, входящих в 
суперпозицию, известно [20, 21]. Причем в [21] пока-
зано, что можно сформировать такую суперпозицию 
пучков ЛГ, у которой при изменении параметра будет 
изменяться ОУМ, величина которого будет зависеть 
от суммы радиальных и азимутальных индексов мно-
гочленов Лагерра, входящих в суперпозицию. 

Из (1) видно, что топологический заряд оптиче-
ского вихря равен m – n и нормированный на мощ-
ность пучка орбитальный угловой момент также ра-
вен m – n.  Число колец у пучка равно n + 1, так как у 
многочлена Лагерра радиальный индекс равен n. Но 
так как пучок (1) не сохраняет своей структуры при 
распространении, то число колец может меняться. 
Поэтому n + 1 – это максимальное число колец пучка 
(1). Далее возьмем производную от интенсивности 
поля (1) Im,n

 (r, ) = |Em,n
 (r, )|2 по переменной r/w и 

приравняем ее к нулю. Получим уравнение для 
нахождения экстремумов интенсивности: 
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Уравнение (2) имеет вид алгебраического уравне-
ния n + 1 степени, и поэтому аналитически решить его 
можно только при малых n. Например, используя, что 
при n = 1 многочлен Лагерра имеет вид 

   1 1mL y y m    , из (2) можно получить, что ра-
диус первого светлого кольца интенсивности будет 
равен 2r m . В общем случае радиус первого 
светлого кольца будет зависеть от радиального чис-
ла n, как следует из (2). Амплитуду (1) можно запи-
сать в виде 
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у которого топологический заряд равен l и которое 
сводится к (1) простой заменой l = m – n. Из (3) видно, 
что без изменения топологического заряда (l = const) 
можно менять эффективный диаметр темной области 
вблизи оптической оси, изменяя только номер n > 0. 
Увеличивая n, область темных значений интенсивно-

сти вблизи оптической оси увеличивается, а при 
уменьшении n – область темного уменьшается. 

Пучок (1), хотя и не является обычным структур-
но-устойчивым пучком ЛГ, но является Фурье-
инвариантным. Можно показать, что выполняется ра-
венство [22]: 
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где  = z0 / f w, z0 = k w2 / 2 – длина Рэлея, (ρ, θ)  –
 полярные координаты в Фурье-плоскости, f –
 фокусное расстояние сферической линзы, выполня-
ющей Фурье-преобразование. Из (4) видно, что ком-
плексная амплитуда светового поля в фокусе линзы 
равна амплитуде светового поля (1) с точностью до 
масштаба и постоянной величины. 

2. Преобразование Френеля от пучка Лагерра–
Гаусса с увеличенной областью темного 

Чтобы получить преобразование Френеля началь-
ного светового поля (1) в виде конечной суммы 
обычных пучков ЛГ, надо найти коэффициенты раз-
ложения в конечной сумме вида: 
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Верхний предел в сумме (5) выбирался, как в [13], 
из соображений, чтобы в сумме число коэффициен-
тов Ck было равно сумме всех индексов в левой части 
p + q + n +1, которых нет в правой части. Тогда пучок 
(1) можно представить в виде: 
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 (6) 

где  



http://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

182 Computer Optics, 2024, Vol. 48(2)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1374 

 
 

       , ,! !
0 0 ,

2 ! !
p k q n k p n k k l q

k qkp n k

P l n k
С P P

l k p
      

 

 



 

при условии, что p = n, q = 0, коэффициенты примут вид: 
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где ( , ) (0)sP    – многочлены Якоби в нуле. Из (7) сле-
дует, что световое поле (1) является суперпозицией 
конечного числа обычных пучков ЛГ. Поэтому мож-
но получить комплексную амплитуду светового поля 
(1) на любом расстоянии z от начальной плоскости: 
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где    1/ 22 2
01w z w z z   – радиус Гауссова пучка на 

расстоянии z, z0 = k w2/ 2 – длина Рэлея, где k – волновое 

число света, (z) = arctan(z / z0) – фаза Гоу. Коэффици-

енты в (8) можно упростить, используя свойства мно-

гочленов Якоби:    ,
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Из (9) следует, что в сумме (8) отличные от нуля 
только четные слагаемые по s. При этом многочлен 
Якоби в (9) можно вычислять, как конечную сумму: 
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В (8) можно вынести все слагаемые, которые не 
суммируются из-под знака суммы, тогда под знаком 
суммы останется выражение: 
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При z = 0 в (11) фаза Гоу равна нулю, и комплекс-
ная амплитуда (8) совпадает с начальной амплитудой 
(6). В пределе при z >> z0 фаза Гоу равна π /2 и в (11) 
экспоненты будут равны (–1)s =1, так как s = 2r. То есть 
суммы (11) при z = 0 и при z >> z0 совпадают. Это еще 
раз доказывает, что поле (1) в дальней зоне дифракции 
совпадает с полем в перетяжке. При z = z0 фаза Гоу 
ψ (z) равна π /4, тогда экспонента в (11) равна 
exp (i2s (z0)) = is, и так как в сумме (11) только четные 
слагаемые, то is = (–1)r, r = 0, 1, 2,, n. Поэтому в сумме 
все слагаемые действительные и знакопеременные.  

Заметим, что пучок (3) представляет собой конеч-
ную суперпозицию пучков ЛГ (8) с разными радиаль-
ными индексами, но с одним и тем же азимутальным 
числом l. Поэтому топологический заряд пучка (8) бу-
дет сохраняться при распространении и будет равен l. 
Пучок (8) имеет радиально-симметричную структуру, 
то есть имеет интенсивность в виде конечного числа 
световых колец, число которых может меняться при 
распространении. Оптический вихрь у такого пучка (8) 
находится на оптической оси. Дополнительных не-
осевых вихрей при распространении пучка (8) возни-
кать не может, так как это приводило бы к нарушению 
радиальной симметрии в сечении пучка. 

Из (1) видно, что радиальный индекс многочлена 
Лагерра равен n, и поэтому всего корней у многочле-
на Лагерра тоже n, а у пучка ЛГ (1) светлых колец по-
этому n + 1. Из (11) видно, что радиальный индекс у 
многочлена Лагерра равен 2n. Казалось бы, что и 
корней (нулей) у суммы (11) тоже будет 2n. Но это не 
так. В сумме отличными от нуля являются только 
четные члены, поэтому после замены аргумента x у 
многочлена Лагерра x2 = y сумма (11) относительно 
аргумента y будет иметь максимальный показатель n 
и максимальное число корней, равное n.  

3. Моделирование 

В этом параграфе с помощью преобразования 
Френеля для пучка ЛГ (1) будут рассчитаны распре-
деления интенсивности и фазы на разных расстояни-
ях от начальной плоскости. 

Параметры расчёта: длина волны λ = 532 нм, радиус 
перетяжки Гауссова пучка w0

 = 0,5 мм, азимутальный 
индекс многочлена Лагерра m = 4 и радиальный индекс 
n = 3. На рис. 1 показаны двумерные распределения ин-
тенсивности (рис. 1а) и фазы (рис. 1б) для начального 
пучка (1) с указанными выше параметрами, а также се-
чение интенсивности по радиусу (рис. 1в). 

 
Рис. 1. Двумерные распределения интенсивности а) и фазы 

(б), а также сечение интенсивности по радиусу (в) 
исходного пучка. Белая черта – 1 мкм. 

Далее были получены распределения интенсивно-
сти и фазы формирующегося поля до автофокуса на 
расстоянии от перетяжки z/z0: 1/4 (а – в), 1/2 (г – е), 3/4 
(ж – и). Из рис. 2 видно, что пучок планомерно фоку-
сируется в узкое кольцо. 

Далее были получены распределения интенсивно-
сти и фазы формирующегося поля в фокусе и на не-
котором расстоянии после него, но все еще в зоне 
Френеля. Рис. 3 демонстрирует распределения интен-
сивности и фазы исходного пучка (1) на расстоянии 
от перетяжки z/z0: 1 (а – в), 1,5 (г – е), 2 (ж – и).  



Фурье - инвариантный пучок Лагерра–Гаусса с автофокусировкой Котляр В.В.и др. 

Компьютерная оптика, 2024, том 48, №2   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1374 183 

Из рис. 3 видно, что на расстоянии Рэлея z0 от 
перетяжки формируется одно светлое кольцо с ра-
диусом, примерно равным 0,4 мкм, что эквива-
лентно фокусировке Гауссова пучка с радиусом пе-
ретяжки 0,5 мкм сферической линзой с числовой 
апертурой примерно 0,4. Заметим, что в начальной 
плоскости радиус первого светлого кольца почти в 
2 раза больше, чем радиус перетяжки и равен при-
мерно 0,9 мкм. Такой радиус у обычного пучка ЛГ 
с перетяжкой 0,5 мкм был бы при топологическом 
заряде 3. А у пучка ЛГ (1) топологический заряд 
равен m – n = 4 – 3 = 1. Это видно из распределения 
фазы на рис. 1 – 3. 

 
Рис. 2. Двумерное распределение интенсивности (первый 
столбец) и фазы (второй столбец), а также сечение 
интенсивности по радиусу (третий столбец) исходного 
пучка (рис. 1) в ближней зоне до автофокусировки на 
расстоянии: 0,25z0 (а – в), 0,5z0 (г – е), 0,75z0 (ж – и) 

 
Рис. 3. Двумерное распределение интенсивности (первый 
столбец) и фазы (второй столбец), а также сечение 
интенсивности по радиусу (третий столбец) исходного 
пучка (рис. 1) в фокусе и после него на расстоянии: 1z0 (а –

 в), 1,5z0 (г – е), 2z0 (ж – и) 

Далее были получены распределения интенсивности 
и фазы формирующегося поля в дальней зоне на рассто-
янии от перетяжки z/z0: 3 (а – в), 4 (г – е), 10 (ж – и). 

Из рис. 4 видно, что распределение интенсивности 
меняется слабо. Ее форма на расстоянии 4z0 и 10z0 

практически совпадает, в то время как на расстоянии 
2z0 она отличается значительно. 

 
Рис. 4. Двумерное распределение интенсивности (первый 
столбец) и фазы (второй столбец), а также сечение 
интенсивности по радиусу (третий столбец) исходного 
пучка (рис. 1) в дальней зоне на расстоянии: 3z0 (а – в), 4z0 

(г – е), 10z0 (ж – и) 

Заключение 

В работе рассмотрен пучок ЛГ, который отличает-
ся от обычных модовых пучков ЛГ. Этот пучок не 
сохраняет свою структуру при распространении в 
свободном пространстве, но обладает интересными 
свойствами. Этот пучок Фурье-инвариантный, имеет 
в начальной плоскости (в плоскости перетяжки) и в 
дальней зоне дифракции увеличенную область темно-
го. То есть при сохранении топологического заряда 
пучка, меняя радиальный индекс многочлена ЛГ, 
можно увеличивать эффективный диаметр централь-
ного темного пятна интенсивности или уменьшать. 
Пучок обладает свойством автофокусировки, то есть 
на расстоянии Рэлея от перетяжки распределение ин-
тенсивности имеет вид светового кольца (при любом 
значении радиального индекса) с минимальным диа-
метром и максимальной интенсивностью на кольце. 
Данный пучок можно применять для манипулирова-
ния микрочастицами без использования дополни-
тельной сферической линзы для его фокусировки. 
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Abstract  

We study a new Laguerre - Gaussian (LG) beam, which differs from conventional LG mode 
beams that preserve the structure of the intensity distribution up to scale. The proposed beam does 
not retain its structure upon free-space propagation but shows some interesting properties. This 
beam is Fourier invariant and has extended dark regions in the initial (waist) plane and in the far 
field. Thus, while maintaining the beam topological charge, the effective diameter of the central 
dark intensity spot can be increased or decreased by changing the radial index of the Laguerre pol-
ynomial. In addition, this beam has the property of autofocusing, that is, at the Rayleigh distance 
from the waist, the intensity distribution has the form of a light ring (for any value of the radial 
index) with a minimum diameter and maximum intensity on the ring. This beam can be used to 
manipulate microparticles without using an additional focusing spherical lens. 
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