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Аннотация 

В работе показано, что введение пропускающих функций, соответствующих волновым 
аберрациям в виде функций Цернике, в высокоапертурных фокусирующих системах позволя-
ет уменьшить поперечный размер фокального пятна ниже дифракционного предела. Причём 
для линейной поляризации, наиболее распространённой для современных лазеров, вдоль од-
ного направления достигаются лучшие результаты, чем для радиальной поляризации, получе-
ние которой требует использования сложных или дорогостоящих устройств. Преодоление 
дифракционного предела происходит за счёт существенного уменьшения энергии в централь-
ной части фокальной области. Однако существует возможность регистрации световых полей 
даже очень слабой интенсивности, что обеспечивает перспективность полученных результа-
тов. Для линейной поляризации получено вытянутое фокальное пятно шириной по уровню 
полуспада интенсивности вдоль оси поляризации FWHM(−) = 0,24λ, для радиальной поля-
ризации получено круглое пятно диаметром по полуспаду интенсивности FWHM = 0,35λ и 
для круговой поляризации FWHM = 0,35λ. Для азимутальной поляризации наличие вихре-
вой фазовой функции первого порядка позволяет получить в общей интенсивности круг-
лое центральное световое пятно меньше дифракционного предела (FWHM = 0,46λ) с низ-
ким уровнем интенсивности в боковых лепестках. Также рассмотрено уменьшение разме-
ров не только светового пятна, но и теневой области, формируемой световым кольцом 
очень малого радиуса.  

Ключевые слова: размер фокального пятна, базис Цернике, высокоапертурная фокуси-
рующая система, аберрации, преодоление дифракционного предела. 

Введение 

В последнее время появилось много работ, по-
свящённых уменьшению поперечного размера фо-
кального пятна высокоапертурной фокусирующей 
системы [1 - 5]. Наименьший поперечный размер фо-
кального пятна был получен при радиальной поляриза-
ции, когда вклад продольной компоненты в суммар-
ную интенсивность на оси является максимальным. 
Существуют различные способы ещё уменьшить 

вклад поперечных компонент в общую интенсив-
ность на оптической оси, в том числе введение 
кольцевой апертуры, пропускающей излучение 
только в периферийной части линзы [1, 2], и более 
энергетически эффективное дополнение фазовыми 
оптическими элементами [3 - 5].  
Также большое количество работ посвящено 

изучению влияния различных аберраций на высоко-
апертурные оптические системы. В работах [6, 7] 
было проведено исследование влияния сферической 
аберрации и дефокусировки. Было выяснено, что 
распределение осевой интенсивности становится 
существенно несимметричным относительно фокуса.  
Действие первичных (осесимметричных) аберра-

ций на структуру пучка в фокальной области анали-
тически изучалось в работе [8]: показано, что можно 
решить обратную задачу уменьшения размера фо-
кального пятна [9]. 
Несколько работ [10, 11] посвящены анализу и 

развитию теории Нейбор-Цернике. В них показано 

применение данной теории к высокоапертурным 
фокусирующим системам. Для аналитических вы-
кладок пропускающая функция, пространственная 
поляризационная зависимость и аберрации в выход-
ном зрачке оптической системы представлялись в 
виде разложения по полиномам Цернике. Было по-
казано, что распределение интенсивности в фокаль-
ной области можно представить как набор элемен-
тарных функций, что ведёт для высоких значений 
числовых апертур к асимметрии профиля интенсив-
ности и относительному увеличению размера фо-
кального пятна по сравнению с предсказаниями ска-
лярной теории.  
В [12] обсуждается степень влияния сферической 

аберрации, комы и астигматизма на сильно сфоку-
сированный радиально-поляризованный пучок. По-
казано, что действие сферической аберрации можно 
компенсировать введением дефокусировки, однако 
астигматизм и кома очень сильно искажают поле в 
фокусе.  
В работе [13] рассмотрено использование SIL-

линз для компенсации аберраций в оптической сис-
теме. В частности, было показано, что ширина фо-
кального пятна по уровню полуспада интенсивности 
(FWHM) в такой системе сопоставима с результа-
том, полученным для высокоапертурной системы 
без SIL-линзы.  
Несколько работ посвящены исследованию вли-

яния аберраций различных порядков на пучки с раз-
ной поляризацией [14 - 16]. Так, в работе [14] было 
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изучено влияние первичной сферической аберрации 
на острую фокусировку линейно- и циркулярно-по-
ляризованных пучков Гаусса-Лагерра. Показано, что 
при линейной поляризации наличие аберрации сни-
жает интенсивность в фокальной точке и увеличива-
ет её в боковых лепестках. Для циркулярно-поляри-
зованного пучка аберрации приводят к увеличению 
размеров центрального тёмного пятна, наряду с умень-
шением интенсивности на периферии светлого 
кольца. Действие сферической аберрации можно 
компенсировать соответствующей дефокусировкой. 
В [15] исследуется острая фокусировка вихревых 
пучков в присутствии астигматизма. В этой статье 
показано, что наличие астигматизма в системе вытя-
гивает распределение интенсивности только вдоль 
оси x. Кроме того, установлено, что круговая сим-
метрия в интенсивности пучка с круговой поляриза-
цией нарушается, а круговая симметрия в структуре 
азимутально-поляризованного пучка преобразуется 
в биаксиальную симметрию. В статье [16] исследо-
валось влияние комы на фокальную структуру пуч-
ков, не имеющих вихревой составляющей, с круго-
вой и азимутальной поляризацией. В присутствии 
аберраций происходит смещение положения и 
уменьшение интенсивности с одной стороны фо-
кальной структуры. При увеличении коэффициента 
аберрации тёмная область в интенсивности приоб-
ретает треугольную форму и вытягивается. 
Таким образом, в большинстве исследований от-

мечается негативное влияние аберраций на структу-
ру в фокальной области. Авторы данной работы 
рассматривают возможность уменьшения размера 
фокального пятна, формируемого высокоапертур-
ной фокусирующей системой, при внесении аберра-
ций в виде полиномов Цернике.  
Полиномы Цернике низких порядков соответст-

вуют хорошо известным оптическим аберрациям, 
таким как сдвиг, наклон, сферическая аберрация, ас-
тигматизм, кома [17].  
Использование полиномов Цернике в качестве 

функции пропускания высокоапертурной фокуси-
рующей системы позволяет одновременно вносить 
вихревую фазовую зависимость и амплитудные из-
менения по радиусу. Вихревая фазовая функция 
пропускания как фактор, позволяющий уменьшить 
размер светового пятна в отдельных компонентах 
остросфокусированного электрического поля, рас-
сматривался в работе [4], а возможность уменьше-
ния фокального пятна в общем распределении ин-
тенсивности за счёт дополнительных вариаций по 
радиусу была показана в [5].  
В данной работе показано, что введение пропус-

кающих функций, соответствующих волновым 
аберрациям в виде функций Цернике, в высокоапер-
турных фокусирующих системах позволяет умень-
шить размер фокального пятна ниже дифракционно-
го предела. Причём уменьшение фокального пятна 
для линейной поляризации вдоль одного направле-
ния оказывается меньшим, чем для радиальной по-

ляризации: в первом случае получено вытянутое 
фокальное пятно шириной по уровню полуспада ин-
тенсивности FWHM(−) = 0,24λ, а во втором случае 
получено круглое пятно диаметром по полуспаду 
интенсивности FWHM = 0,35λ. 
Недостатком такого подхода является перерас-

пределение энергии в боковые лепестки. Использо-
вание азимутальной поляризации в сочетании с на-
личием вихревой фазовой функции первого порядка 
позволяет получить в общей интенсивности круглое 
центральное световое пятно также меньше дифрак-
ционного предела (FWHM = 0,46λ) c низким уров-
нем интенсивности в боковых лепестках.  
Также рассмотрено уменьшение размеров не 

только светового пятна, но и теневой области. 

1. Базис Цернике и его свойства 

Существует полное множество ортонормирован-
ных функций с угловыми гармониками в круге ра-
диуса 0r , которые используют для описания волно-

вых аберраций. Это круговые полиномы Цернике [17]: 

2
0

1
( , ) ( )exp( )m

nm n

n
r R r im

r

+Ψ ϕ = ϕ
π

, (1) 

где  
( ) /2

0

21

0

( ) ( 1) ( )!

! ! ! .
2 2

n m
m p
n

p

n p

R r n p

n m n m r
p p p

r

−

=

−−

= − − ×

  + −   × − −      
      

∑
 (2) 

Выражение (2) описывает радиальные полиномы 
Цернике ( )m

nR r . Их свойства: 
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n nR r R r− = ; 1

0( ) 1nR r± = ; 
2
2 1( ) 0,l

kR r+ = 2 1
2 ( ) 0l

kR r+ = ; 0
0 ( ) 1R r = ,  

причём |m| ≤ n и разность n − m должна быть чётной. 
В табл. 1 приведены несколько первых полино-

мов Цернике. 

Пространственный Фурье-спектр для функций 
Цернике определяется следующим выражением: 
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Полиномы Цернике часто используются для 
описания волновых аберраций оптических систем 
[8, 10, 18]. Аналогично отдельные полиномы Цер-
нике можно представить в виде суперпозиции не-
скольких аберраций [17, 19]. В табл. 2 приведено 
соответствие между первичными аберрациями и по-
линомами Цернике. 
Рассмотрим высокоапертурную фокусирующую 

систему с внесёнными аберрациями в виде пропус-
кающих функций Цернике. 
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Таблица 1. Полиномы Цернике низких порядков 

n/m 0 1 2 
0 1 − − 

1 − 1
1

2
( )

2
R r r=  − 

2 ( )0 2
2 ( ) 3 2 1R r r= −  − 2 2

2 ( ) 3R r r=  

3 − ( )1 3
3( ) 2 3 2R r r r= −  − 

4 ( )0 4 2
4 ( ) 5 6 6 1R r r r= − +  − ( )2 4 2

4 ( ) 5 4 3R r r r= −  

5 − ( )1 5 3
5( ) 6 10 12 3R r r r r= − +  − 

6 ( )0 6 4 2
6 ( ) 7 20 30 12 1R r r r r= − + −  − ( )2 6 4 2

6 ( ) 7 15 20 6R r r r r= − +  

 

2. Модель высокоапертурной фокусирующей 
системы в приближении Дебая 

Для высокоапертурной фокусирующей оптиче-
ской системы векторное электрическое поле в одно-
родной диэлектрической среде вблизи фокуса мож-
но описать в приближении Дебая [20]: 
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где ( , , )zρ ϕ  – цилиндрические координаты фокаль-

ной области, ( , )θ φ  – сферические угловые коорди-

наты выходного зрачка фокусирующей системы, 
Θ  – максимальное значение азимутального угла, 
связанное с числовой апертурой системы, ( , )B θ φ  – 

функция пропускания, ( )T θ  – функция аподизации 

зрачка, ( , )θ φP  – матрица поляризации, 2 /k = π λ  – 

волновое число, λ – длина волны, f – фокусное рас-
стояние. 
Приближение Дебая верно, если фокусное рас-

стояние оптической системы значительно превыша-
ет длину волны и поле (4) рассматривается вблизи 
фокуса.  

Таблица 2. Соответствие между первичными 
аберрациями и полиномами Цернике 

Тип аберрации 
Соответствующий 
полином Цернике 

Сферическая 
аберрация 

0
4 ( )R r  

Кома  1
3( )R r  

Астигматизм 2
2 ( )R r  

Кривизна поля 0
2 ( )R r  

Дисторсия  1
1 ( )R r  

Поляризационное преобразование для компонент 
электрического вектора в (4) имеет следующий вид: 

2

2
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P , (5) 

где ( , ), ( , ), ( , )a b cθ φ θ φ θ φ  – функции поляризации 

для x-, y- и z-компонент падающего пучка. Для часто 
используемых типов поляризации эти функции 
имеют простой вид и не зависят от θ. 
Функция аподизации зрачка ( )T θ  зависит от гео-

метрии фокусирующей системы. В частности, си-

нусное правило sinr f= θ , ( ) cosT θ = θ  использу-

ется для микроскопических объективов и апланати-
ческих систем.  
Далее рассмотрим острую фокусировку лазер-

ных пучков с различной поляризацией при исполь-
зовании в качестве функции пропускания ( , )B θ φ  

функций Цернике (1). В этом случае функцию про-
пускания можно представить в виде суперпозиции:  

( )( , ) ( )expm m
m

B c D imθ φ = θ φ∑  (6) 

и значительно упростить выражение (4).  
Интеграл по φ в (4) будет также выражаться че-

рез соответствующую сумму бесселевых функций 
первого рода различного порядка, а векторное элек-
трическое поле в фокальной области вычисляется 
одномерным интегрированием [21]: 
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m

z ikf q
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ρ ϕ = − ρ ϕ θ θ θ∑∫E Q , (7) 

где ( ) ( ) ( ) ( )sin exp cosm mq D T ikzθ = θ θ θ θ , а вид 

( ), ,m ρ ϕ θQ  зависит от поляризации входного поля.  

Функция ( )D θ  в (6) может быть любой одно-

мерной функцией, в том числе радиальной частью 
мод Гаусса-Лагерра, Цернике, Бесселя и т.д. 
С учётом выражения (2) радиальные зависимо-

сти в суперпозиции (6) представимы в виде: 
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( ) ( )( ) sin cosl l
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Тогда при вычислении распределения (7) в фоку-
се (z = 0) высокоапертурной ( / 2Θ = π ) системы бу-
дут возникать интегралы вида: 
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Для анализа этих интегралов можно воспользо-
ваться следующим выражением [22]:  
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где ( )xΓ  – гамма-функция, ( )1 2 1 2; , ;F x y y z  – гипер-

геометрическая функция:  
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Заметим, что интеграл (9) берётся в более удоб-
ной, чем (10), форме, если степень x и порядок 
функции Бесселя являются целыми и имеют разную 
чётность. Далее рассмотрим конкретные типы поля-
ризации фокусируемого излучения. 

3. Азимутальная поляризация 

В случае азимутальной поляризации коэффици-
енты входного поля записываются как ( ) sina φ = φ ; 

( ) cosb φ = − φ ; ( ) 0c φ = , а вектор поляризации в (5) 

примет вид:  
sin

( , ) cos .

0

P

φ 
 θ φ = − φ 
  

 (12) 

Вектор для вихревого поля ( ), ,m ρ ϕ θQ  в (7) при-

нимает следующий вид: 
( )

( , , ) exp( ) ( )

0

m
m

m m

S t

i im C t

 
 ρ ϕ θ = ϕ − 
  

Q , (13) 

где 1 1

1
( ) ( ) ( )

2
i i

m m mS t e J t e J tϕ − ϕ
+ − = +  , 

1 1( ) ( ) ( )
2

i i
m m m

i
C t e J t e J tϕ − ϕ

+ − = −  , sint k= ρ θ . 

Как следует из (13), продольная составляющая 
всегда отсутствует, что упрощает аналитическое 
рассмотрение.  

В [21] было показано, что при азимутальной по-
ляризации на оптической оси (при ρ = 0) электриче-
ское поле (7) будет содержать ненулевые компонен-
ты только для одного порядка сингулярности 

1m = . Для всех остальных значений 1m ≠  в осе-

вых точках будет формироваться абсолютный ноль 
интенсивности, т.к. все компоненты равны нулю. 
Рассмотрим подробнее два случая: m = 0 и m = 1. 

Первый случай соответствует отсутствию в выход-
ном зрачке фокусирующей системы вихревых со-
ставляющих, а второй – внесению фазовой вихревой 
сингулярности первого порядка. 

3.1. Отсутствие вихревых составляющих (m=0) 

При m = 0 в (9) будет иметь место только v = 1 (при 
v = −1 используется свойство симметрии бесселевых 
функций), и в общем случае, используя (10), можно 
записать ( 1a = , c k= ρ , 2ξ = α + , / 2 3 / 4η = β + ): 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

1
/ 2 1/ 41 2

1

0

2

1 2

1 d

/ 2 3 / 4 3 / 2

4 / 2 9 / 4

3 9
; ,2; .

2 2 4 4

x x J k x x

k

k
F

β −α+ − ρ =

Γ β + Γ α +ρ= ×
Γ α + β +

 ρα + α + β
 × + −
 
 

∫

 (14) 

При отсутствии каких-либо аберраций ( ( , ) 1B θ φ = ) 
поле (7) в фокальной плоскости (z = 0) будет выгля-
деть следующим образом: 

( )

( ) ( )
/ 2

1/2

1

0

sin

, , 0 cos

0

sin sin cos d .

z kf

J k
π

ϕ 
 ρ ϕ = = − ϕ × 
  

× ρ θ θ θ θ∫

E

 (15) 

В случае же наличия аберраций, например, та-
ких, как сферическая аберрация или кривизна поля, 
описываемых чётными функциями Цернике, поле в 
фокусе будет суперпозицией аналогичных выражений: 

( )

( ) ( )( )
/ 2

2 1 1/2

1

0

sin

, , 0 cos

0

sin sin cos d .
n

n

z kf

J k
π

+

ϕ 
 ρ ϕ = = − ϕ × 
  

× θ ρ θ θ θ∑∫

E

 (16) 

Интегралы в (16) можно взять с использованием 
(14) ( 2nα = , 0β = ): 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1
1/ 42 1 2

1

0

2

1 2

1 d

3 / 4 3 / 2

4 9 / 4

3 9
; ,2; .

2 4 4

nx x J k x x

nk

n

k
F n n

−+ − ρ =

Γ Γ +ρ= ×
Γ +

 ρ
 × + + −
 
 

∫

 (17) 
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Из (17) видно, что на оптической оси имеется 
нулевое значение общей интенсивности. Однако 
размер тёмного пятна будет различным. Вблизи оп-
тической оси в правой части (17) можно оставить 
несколько слагаемых:  

( )

( )

2

1 2

2

3 2 9
; , 2;

2 4 4

3
1 ,

2 9 4

k
F

k

 ρα + α +
 − ≈
 
 

ρα +≈ − ⋅
α +

 (18) 

где α – степень радиального полинома.  
Тогда радиус тёмного пятна можно приближён-

но определить, приравняв производную по ρ в (17) 
нулю:  

0

2 9

3 9

λ α +ρ ≈
π α +

. (19) 

Как видно из (19), с ростом α радиус тёмного 
пятна будет уменьшаться до предельного значения 

min 0,26ρ ≈ λ . Однако при использовании суперпо-
зиции полиномов (8), которыми, в частности, явля-
ются полиномы Цернике, можно достичь лучшего 
результата. 
На рис. 1 приведены результаты численного моде-

лирования для азимутальной поляризации при исполь-
зовании осесимметричных пропускающих функций. 
Для оценки возможности формирования вихревой те-
невой области малого размера используется параметр 
VD, показывающий диаметр тёмной области между 
двумя максимумами (световыми барьерами). 

 

Функция  
пропускания 

( , ) 1B θ φ =  
(сплошная линия  
на графиках) 

2( , ) sinB θ φ = θ  
(точечная линия 
на графиках) 

( )0
2( , ) sinB Rθ φ = θ  

(пунктирная линия 
на графиках) 

Продольная 
интенсивность 

[ 2 , 2 ]z ∈ − λ λ , 

[ 1,5 ; 1,5 ]x ∈ − λ λ  
   

Поперечная 
интенсивность 
в фокусе, 3 3λ × λ  

 VD  = 0,75λ  VD  = 0,69λ  VD  = 0,56λ 

Нормированные 
сечения в фокусе 

 
Рис. 1 

3.2. Наличие вихревых составляющих первого 
порядка (|m|=1) 

При m = 1 в (9) будут присутствовать слагаемые 
с номерами бесселевых функций v = 0 и v = 2, а синус 
в аберрационных функциях (таких, как кома или 
дисторсия) будет иметь только нечётные степени 
( 2 1nα = + ). Поле (7) в фокальной плоскости (z = 0) 
будет выглядеть следующим образом: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2
0 2/2

2
0 2

0

2 2 1/2

, , 0

sin sin

sin sin
2

0

sin cos d .

i

i

n

z

J k e J k
kf

iJ k ie J k

ϕ
π

ϕ

+

ρ ϕ = =

 ρ θ + ρ θ
 = ρ θ − ρ θ × 
 
 

× θ θ θ

∫

E

 (20) 

Таким образом, каждая компонента в (20) явля-
ется суперпозицией двух одинаковых слагаемых 
следующего вида:  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1
1/42 2 2

0

0

2

1 2

1 d

3 / 4 3 / 21

2 9 / 4 1

3 9
; ,1; ,

2 4 4

nx x J k x x

n

n

k
F n n

−+ − ρ =

Γ Γ +
= ×

Γ + Γ

 ρ
 × + + −
 
 

∫

 (21) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1
1/42 2 2

2

0

2

2

1 2

1 d

3 / 4 5 / 2

8 13 / 4 3

5 13
; ,3; .

2 4 4

nx x J k x x

k n

n

k
F n n

−+ − ρ =

ρ Γ Γ +
= ×

Γ + Γ

 ρ
 × + + −
 
 

∫

 (22) 

Слагаемые, содержащие в интегралах функции 
Бесселя второго порядка, имеют меньшие абсолют-
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ные значения и не вносят вклад в интенсивность на 
оптической оси. Таким образом, суммарную интен-
сивность поля вблизи оптической оси (ρ < ε ) можно 

приближённо описать следующим выражением: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2

3/ 4 3/ 2
, , 0

2 9 / 4 1

( 3/ 2)
1 .

( 9 / 4) 2

nkf
I z

n

kn

n

ε

ε

 Γ Γ +ρ ϕ = ≈ × Γ + Γ

 ρ+  × −  +    

 (23) 

Как видно из (23), при n = 0, что соответствует, 
например, полиному Цернике ( )1

1 sinR θ , радиус 

центрального светового пятна будет 0 0,39ερ ≈ λ . 
С ростом порядка полинома радиус центрального 
светового пятна будет стремиться к значению 

0 / 0,32
nε →∞ρ →λ π ≈ λ . 

При отсутствии же каких-либо радиальных абер-
раций, но наличии вихревой фазы первого порядка 
основной вклад вблизи оптической оси будет связан 
с выражением, которое можно вычислить, используя 
формулу [22]:  

( ) ( )11 2 2

0

1

d

2
( ) ( ), Re 1.

a
v

v

v

v

x a x J cx x

a
J ac v

c

η−+

η− η+

η+η

− =

= Γ η > −

∫
 (24) 

Таким образом, при внесении в плоский азиму-
тально-поляризованный пучок вихревой фазы пер-
вого порядка при строгой фокусировке будет фор-
мироваться световое пятно с интенсивностью, про-
порциональной квадрату следующего выражения:  

( ) ( )

( )
( )

1
1/42

0

0

3/43/41/4

1 d

(3 / 4)
.

2

x x J k x x

J k
k

−
− ρ =

Γ= ρ
ρ

∫
 (25) 

В этом случае размер пятна будет меньше, чем 
для картины Эйри ( )1( ) /J x x∼ , но больше, чем для 
бесселевого пучка нулевого порядка.  
На рис. 2 приведены результаты численного мо-

делирования для азимутальной поляризации при ис-
пользовании различных пропускающих функций, со-
держащих вихревую фазу первого порядка. Также 
приведены значения полной ширины по полуспаду 
интенсивности (FWHM). При использовании функ-
ций пропускания, согласованных с функцией Церни-
ке (1, 1), удаётся получить в общей интенсивности 
круглое центральное световое пятно меньше дифрак-
ционного предела (FWHM = 0,46λ) c низким уровнем 
интенсивности в боковых лепестках. Этот факт также 
был обнаружен в [21]. Заметим, однако, что умень-
шение размера светового пятна в этом случае дости-
гается ценой потери энергии, т.к. радиальная зависи-
мость выполнена с помощью амплитудной функции.  

 

Функция  
пропускания 

( , ) exp( )B iθ φ = φ  

(сплошная линия на графиках) 
( )1

1( , ) sin exp( )B R iθ φ = θ φ  

(точечная линия на графиках) 

Продольная 
интенсивность   

[ 2 , 2 ]z ∈ − λ λ , 

[ 1,5 ; 1,5 ]x ∈ − λ λ  
  

Поперечная 
интенсивность 
в фокусе, 3 3λ × λ  

 FWHM = 0,50λ  FWHM = 0,46λ 

Нормированное 
сечение в фокусе 

 
Рис. 2 

4. Радиальная поляризация 

При радиальной поляризации излучения, падаю-
щего на высокоапертурную фокусирующую систе-
му, коэффициенты записываются как ( ) cosa φ = φ ; 

( ) sinb φ = φ ; ( ) 0c φ = , и тогда вектор поляризации 
примет вид:  

cos cos

( , ) sin cos .

sin

φ θ 
 θ φ = φ θ 
 − θ 

P  (26)

 
Вектор для вихревого поля ( ), ,m ρ ϕ θQ  в (7) име-

ет следующий вид: 
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( )
( )
( )

sin cos

( , , ) exp( ) sin cos

sin sin

m
m

m m

m

C k

i im S k

J k

 ρ θ θ
 ρ ϕ θ = ϕ ρ θ θ 
 − ρ θ θ 

Q . (27) 

Для поперечных компонент вектор (27) отлича-
ется от (13) только множителем cosθ , поэтому ре-
зультаты будут аналогичны полученным в преды-
дущем разделе. Но в отличие от азимутальной поля-
ризации продольная компонента не равна нулю. 

4.1. Отсутствие вихревых составляющих (m=0) 

Для функции пропускания ( ), sinB αθ φ = θ  (m = 0) 

поле (7) в фокальной плоскости (z = 0) для попереч-
ных компонент: 

( )
( )

( ) ( )( )
/ 2

1 3/2

1

0

, , 0 cos

, , 0 sin

sin sin cos d

x

y

E z
kf

E z

J k
π

α+

 ρ ϕ = ϕ 
= ×    ρ ϕ = ϕ  

× θ ρ θ θ θ∫

 (28) 

и для продольной компоненты: 

( )

( ) ( )( )
/ 2

2 1/2

0

0

, , 0

sin sin cos d .

zE z ikf

J k
π

α+

ρ ϕ = = − ×

× θ ρ θ θ θ∫
 (29) 

Формирование центрального светового пятна за-
висит от продольной компоненты: 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

1
1/ 42 2

0

0

2

1 2

1 d

3 / 4 3 / 21

2 3 / 4 3 / 2

3 3 3
; ,1; .

2 2 4 4

x x J k x x

k
F

−α + − ρ =

Γ Γ α +
= ×

Γ + α +

 ρα + α +
 × + −
 
 

∫

 (30) 

Интенсивность вблизи оптической оси (ρ < ε ) 

приближённо описывается выражением: 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
( )

2
2

3 / 4 3 / 2
, , 0

2 3 / 2 3 / 4 1

3
1 ,

3 3 / 2 2

kf
I z

k

ε

ε

 Γ Γ α +ρ ϕ = ≈ ×
Γ α + + Γ

 α + ρ  × −  α + +    

 (31) 

откуда следует, что при 0α =  (случай безаберраци-
онной системы) радиус центрального светового пят-
на будет 0 0,39ερ ≈ λ . С ростом порядка полинома 

радиус центрального светового пятна будет стре-
миться к значению 0 / 0,32ε α→∞ρ →λ π ≈ λ . Таким 

образом, наблюдается полная аналогия с азимуталь-
ной поляризацией в присутствии вихревой фазы 
первого порядка (раздел 3.2). 
При использовании узкой кольцевой диафрагмы 

[1, 2] с радиусом, близким к радиусу фокусирующей 
линзы, выражение (30) примет простой вид: 

( ) ( ) ( )
1 3/4

1/42 2
0 01/4

1

4
1 d ,

3 2
x x J k x x J k

−α+

−δ

δ− ρ ≈ ρ
⋅∫  (32) 

откуда следует, что радиус центрального светового 
пятна (при любых радиальных аберрациях) будет 

0,38δρ ≈ λ .  

Таким образом, пятно будет меньше, чем при 
использовании полноапертурной безаберрацион-
ной системы, но больше, чем можно достичь вве-
дением радиальных аберраций. Заметим также, что 
при использовании кольцевой диафрагмы теряется 
большое количество входной энергии, которая 
блокируется в центральной части линзы. Введение 
функций пропускания, согласованных с функциями 
Цернике, позволяет существенно уменьшать раз-
мер фокального пятна (FWHM = 0,35λ) без таких 
существенных энергетических потерь. Причём 
возможно достижение ситуации, когда уровень ин-
тенсивности в боковых лепестках не слишком вы-
сок (рис. 3). 
На рис. 3 приведены результаты численного мо-

делирования для радиальной поляризации при ис-
пользовании осесимметричных пропускающих 
функций. 

4.2. Наличие вихревых составляющих  
первого порядка (|m|=1) 

Для поперечных компонент ситуация будет ана-
логична азимутальной поляризации, а для продоль-
ной компоненты будет формироваться кольцевое 
распределение: 

( )

( ) ( )( )
/ 2

2 1/2

1

0

, , 0 exp( )

sin sin cos d .

zE z kf i

J k
π

α+

ρ ϕ = = − ϕ ×

× θ ρ θ θ θ∫
 (33) 

Для чётных степеней синуса ( 2nα = ) воспользу-
емся формулой [22]: 

( ) ( )12 1 2 2

0

2 2

0

d

1 2
( 1) ( )

2

( 1)
( ),

( 1) 2

Re 1.

a
v n

v

n

n v
n

kkn

k n v
k k

x a x J cx x

v a
ac

n ac
J ac

kv

v n

η−+ +

+η
+ η+

+ +η+
=

− =

 = + Γ η × 
 

 −  ×   +   

> − −

∫

∑

 (34) 

Тогда (33) вычисляется следующим образом: 

( ) ( )

( )

1
1/42 2 2

1

0

3/4

1 3/4
0

1
1 d (2) (3 / 4)

2

2 ( 1)
.

(2) 2

n
n

n kkn

k n
k k

x x J k x x

n k
J k

kk

−+

+

+ + +
=

− ρ = Γ ×

   − ρ × ρ    ρ     

∫

∑
 (35) 

При отсутствии каких-либо радиальных аберра-
ций (что соответствует в (35) n = 0) получим простое 
выражение: 
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Функция  
пропускания 

( , ) 1B θ φ =  

(сплошная линия 
на графиках) 

( , ) ( )B ringθ φ = θ  

(точечная линия 
на графиках) 

( )0
2( , ) sinB Rθ φ = θ  

(пунктирная линия 
на графиках) 

Продольная 
интенсивность 

[ 2 , 2 ]z ∈ − λ λ , 

[ 1,5 ; 1,5 ]x ∈ − λ λ  
   

Поперечная 
интенсивность 
в фокусе, 3 3λ × λ  

  
FWHM = 0,54λ 

  
FWHM = 0,38λ 

  
FWHM = 0,35λ 

Нормированное 
сечение в фокусе 

 
Рис. 3 

( ) ( )

( )

1
1/42 2

1

0

3/4

7/4

1 d

1 2
(3 / 4) .

2

x x J k x x

J k
k

−
− ρ =

 
= Γ ρ ρ 

∫
 (36) 

Для получения этого результата можно было вос-
пользоваться и выражением (24).  
При использовании функций Цернике радиаль-

ная часть будет зависеть от нечётных степеней си-
нуса ( 2 1nα = + ): 

( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )

1
1/42 3 2

1

0

2

1 2

1 ( )d

3 / 4 2 5 / 2

4 3 / 4 2 5 / 2 2

2 5 2 5
; 3 / 4,2; .

2 2 4

nx x J k x x

nk

n

kn n
F

−+ − ρ =

Γ Γ +ρ= ×
Γ + + Γ

 ρ+ +
 × + −
 
 

∫

 (37) 

В этом случае интенсивность продольной ком-
поненты вблизи оптической оси приближённо опи-
сывается выражением: 

( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )
( )

2

2
2

, , 0

3 / 4 4 / 2

4 3 / 4 4 / 2 2

4
1 .

2 4 3 2

zI z

k f

k

ερ ϕ = ≈

 Γ Γ α +ρ≈ ×
Γ + α + Γ

 α + ρ  × −  α + +    

 (38) 

Радиус тёмного пятна в (38) можно определить, 
приравняв производную по ρ нулю: 

0

2 11

3 12

λ α +ρ ≈
π α +

. (39) 

С ростом α радиус тёмного пятна будет умень-
шаться до предельного значения min 0,26ρ ≈ λ  ана-

логично случаю с азимутальной поляризацией (раз-
дел 3.1). 
При наложении узкой кольцевой диафрагмы (37) 

примет простой вид, не зависящий от аберраций: 

( ) ( )

( )

1
1/42 3 2

1

1

3/4

11/4

1 d

4
.

3 2

nx x J k x x

J k

−+

−δ

− ρ ≈

δ≈ ρ
⋅

∫
 (40) 

В этом случае радиус тёмного пятна будет 
0,29δρ ≈ λ . Таким образом, пятно будет меньше, 

чем при использовании полноапертурной безабер-
рационной системы, но больше, чем можно достичь 
введением радиальных аберраций. 
На рис. 4 приведены результаты численного моде-

лирования для пучка с радиальной поляризацией, со-
держащего вихревую фазу первого порядка при ис-
пользовании узкой кольцевой диафрагмы, а также  для 
пучка, согласованного с функцией Цернике (1,1). В 
последнем случае удаётся только для z-компоненты 
уменьшить диаметр тёмного кольца VD до 0,52λ, при-
чём за счёт существенного роста боковых лепестков. 
Улучшить результат для общей интенсивности по 
сравнению с азимутальной поляризацией не удаётся. 
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Функция  
пропускания 

( , ) ( )exp( )B ring iθ φ = θ φ  

(сплошная линия на графиках) 
( )1

1( , ) sin exp( )B R iθ φ = θ φ  

(точечная линия на графиках) 

Продольная 
интенсивность 

[ 2 , 2 ]z ∈ − λ λ , 

[ 1,5 ; 1,5 ]x ∈ − λ λ  

  

Поперечная 
интенсивность 
в фокусе, 3 3λ × λ  

  VD  = 0,6λ   VD  = 0,52λ 

Нормированное 
сечение в фокусе 

 
Рис. 4. Продольная компонента  

Как видно из результатов разделов 3 и 4, с по-
мощью вихревой фазовой функции можно менять 
структуру пучков с цилиндрической поляризацией, 
но пучки с азимутальной поляризацией целесооб-
разно использовать для формирования тёмных пя-
тен, а с радиальной – для световых. 

5. Линейная x-поляризация 
Поскольку большинство современных лазеров 

генерируют излучение с линейной поляризацией, то 
остаётся актуальным вопрос прямого (без использо-
вания устройств преобразования поляризации) 
уменьшения размера фокального пятна при линей-
ной поляризации.  
При линейной x-поляризации соответствующие 

коэффициенты освещающего пучка равны: ( ) 1a φ = ; 

( ) 0b φ = ; ( ) 0c φ =  и поляризационное преобразова-
ние (5) сводится к виду:  

21 cos (cos 1)

( , ) sin cos (cos 1) .

cos sin

 + φ θ −
 θ φ = φ φ θ − 
 − φ θ 

P  (41) 

Для вихревых функций пропускания (6) вектор 
( , , )m ρ ϕ θQ  в (7) может быть представлен выражением:  

( , , ) exp ( )

( ) 2 ( )(cos 1)

( )(cos 1) , sin ,

( )sin

m
m

m m

m

m

i im

J t C t

SC t t k

C t

ρ ϕ θ = ϕ ×

+ θ − 
 × θ − = ρ θ 
 − θ 

Q

 (42) 

где  

2 2
2 2

1
2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

4
i i

m m m mC t J t e J t e J tϕ − ϕ
+ − = − −  ,  

2 2
2 2( ) ( ) ( )

4
i i

m m m

i
SC t e J t e J tϕ − ϕ

+ − = − 
. 

В фокальной плоскости (z = 0) будет соответст-
вующая суперпозиция: 

( )

( )

1

/2

0

, , exp( )

( ) 2 ( )(cos 1)

( )(cos 1)

( )sin

cos sin d .

m
m

m

m m

m m

m

z kf c i im

J t C t

D SC t

C t

+

π

ρ ϕ = − ϕ ×

+ θ − 
 × θ θ − × 
 − θ 

× θ θ θ

∑

∫

E

 (43) 

На оптической оси (ρ = 0) выражение (43) будет 
содержать ненулевые компоненты только для по-
рядков вихревой сингулярности 2m ≤ . При этом, 

как было показано в [21], осевое распределение 
имеет определённую поляризацию: исходную ли-
нейную x-поляризацию при 0m = , продольную – 

при 1m =  и круговую – при 2m = .  

5.1. Отсутствие вихревых составляющих (m = 0) 

При 0m =  на оптической оси ненулевой будет 
только x-компонента: 
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( ) ( ) [

( ) ( ) ( )}
( ) ( )

/2

0 0

0

2

1 1/2

1
, ,0 sin

2

sin cos 2 sin cos 1

sin cos d ,

xE ikf J k J

k J k

π

α+

ρ ϕ = − ρ θ + ×


× ρ θ − ϕ ρ θ θ − ×

× θ θ θ

∫

 (44) 

где ( , ) sinB αθ φ = θ . 

При наложении узкой кольцевой диафрагмы вы-
ражение (44) примет простой вид, не зависящий от 
аберраций: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1/41 2

1

0 2

3/4

0 21/4

1

3 cos 2
d

2 2

4
3 cos 2 .

6 2

x x

J k x J k x x

J k J k

−α+

−δ

− ×

ϕ × ρ − ρ ≈ 
 

δ
 ≈ ρ − ϕ ρ ⋅

∫

 (45) 

На рис. 5 приведены результаты численного моде-
лирования для линейной x-поляризации при использо-
вании осесимметричных пропускающих функций.  

 

Функция  
пропускания 

( , ) 1B θ φ =  

(сплошная линия  
на графиках) 

( , ) ( )B ringθ φ = θ  

(точечная линия 
на графиках) 

( )0
2( , ) sinB Rθ φ = θ  

(пунктирная линия 
на графиках) 

Продольная 
интенсивность 

[ 2 , 2 ]z ∈ − λ λ , 
[ 1,5 ; 1,5 ]x ∈ − λ λ  

   

Поперечная 
интенсивность 
в фокусе, 3 3λ × λ  

    VD(−) = 0,73λ 

Нормированное 
сечение в фокусе 

 
Рис. 5 

Заметим, что при использовании функции Цер-
нике (2, 0) в фокальной области формируется тёмное 
пятно, окружённое со всех сторон световым барье-
ром (см. продольное распределение интенсивности) 
– так называемая оптическая бутылка. Это основное 
отличие от случаев тёмного пятна, полученного в 
предыдущих разделах. Диаметр тёмного пятна даже 
в горизонтальном направлении довольно большой и 
составляет VD(−) = 0,73λ. 

5.2. Наличие вихревых составляющих  
первого порядка (|m| = 1) 

В этом случае основной вклад в область вблизи 
оптической оси вносит z-компонента: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

/2
2

0 2

0

2 1/2

, , 0

sin sin
2

sin cos d ,

z

i

E z

ikf
J k e J k

π
ϕ

α+

ρ ϕ = =

 = ρ θ − ρ θ × 

× θ θ θ

∫  (44) 

где ( , ) sin exp ( )B iαθ φ = θ φ . 

Фокальное пятно также не имеет осевой симмет-
рии и зависит от угла ϕ. При использовании функ-
ций Цернике степень α будет нечётной и можно 
воспользоваться выражением (34): 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1
1/42 3 2 2

0 2

0

7/4
1

0

7/4

3/4

11/4
0

1 d
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2 2
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exp( 2 )

2
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.

(3) 2

n i

n kn
k
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n
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n kkn

k n
k k

x x J k x e J k x x

n k

kk

J k i

n k
J k

kk

−+ ϕ

+ +

=

+ +

+

+ +
=

 − ρ − ρ = 

+  Γ ρ = − ×    ρ     

Γ
× ρ − ϕ ×

   − ρ × ρ    ρ     

∫

∑

∑

 (45) 

На рис. 6 приведены результаты численного мо-
делирования для линейной x-поляризации в присут-
ствии вихревой фазы первого порядка. Для про-
дольной компоненты наблюдается существенное 
уменьшение размера центрального пятна в горизон-
тальном направлении, которое совпадает с направ-
лением поляризации. При использовании узкой 
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кольцевой диафрагмы фокальная область вытягива-
ется вдоль оптической оси, а в плоскости фокуса 
общая интенсивность сплющивается до 
FWHM(−) = 0,4λ (FWHMz(−) = 0,3λ). Введение полно-
апертурной функции пропускания Цернике (3, 1) 
приводит к формированию слабого светового пятна в 
центре довольно большой оптической бутылки. Раз-
мер этого слабого пятна по горизонтали существенно 
меньше дифракционного предела FWHM(−) = 0,24λ 
(FWHMz(−) = 0,21λ), но использовать его проблема-
тично из-за высоких боковых лепестков. 

5.3. Наличие вихревых составляющих  
второго порядка (|m| = 2) 

На оптической оси ненулевыми будут х- и y-ком-
поненты [21]. Вблизи оптической оси будет форми-
роваться поле, которое является суперпозицией ин-
тегралов типа (9).  
На рис. 7 приведены результаты численного мо-

делирования для линейной x-поляризации в присут-
ствии вихревой фазы второго порядка. Для y-компо-
ненты формируется круглое центральное пятно мень-
ше дифракционного предела. Также для продольной 
компоненты возникает компактное тёмное пятно. Од-
нако интенсивность в обоих этих компонентах значи-
тельно ниже, чем в x-компоненте. При использовании 
узкой кольцевой диафрагмы в центральной части со-
средоточено больше энергии, чем при введении 
функции пропускания Цернике. В последнем случае 

уменьшение размеров центрального пятна (светового 
до FWHMy = 0,34λ и тёмного до VDz = 0,48λ) проис-
ходит за счёт роста боковых лепестков. 
При острой фокусировке линейно-поляризован-

ного излучения фокальное пятно вытягивается 
вдоль оси поляризации. Скомпенсировать это вытя-
гивание можно введением вихревой фазовой сингу-
лярности первого порядка exp (iφ), которое позволя-
ет получить компактное пятно только для z-ком-
поненты [20]. Однако чтобы получить компактное 
световое пятно в общей интенсивности, необходимы 
дополнительные амплитудные вариации, которые 
обеспечивает либо узкая кольцевая щель, либо ра-
диальная часть рассматриваемых функций Цернике. 
При этом наблюдается существенный рост энергии 
в боковых лепестках. 
Использование вихревой фазовой сингулярности 

второго порядка exp (i2φ) с соответствующими по-
линомами Цернике обеспечивает формирование для 
продольной компоненты (Ez) компактного тёмного 
пятна (VDz = 0,48λ). 

6. Круговая поляризация 
Круговая (циркулярная) поляризация также яв-

ляется распространённым и простым в реализации 
типом поляризации. Для круговой поляризации 
входного поля коэффициенты с учётом нормировки 

равны ( ) 1 2 ; ( ) 2 ; ( ) 0a b i cφ = φ = ± φ = , а вектор 
поляризации имеет вид:  

[ ]
[ ]

[ ]

2

2

1 cos (cos 1) sin cos (cos 1)
1

( , ) sin cos (cos 1) 1 sin (cos 1) .
2

sin cos sin

i

P i

i

  + φ θ − ± φ φ θ −  
  θ φ = φ φ θ − ± + φ θ −  
 − θ φ ± φ
 

 (46) 

Функция  
пропускания 

( , ) ( )exp( )B ring iθ φ = θ φ  

(сплошная линия на графиках) 
( )1

3( , ) sin exp( )B R iθ φ = θ φ  

(точечная линия на графике) 

Общая интенсив-
ность (продольная 
и поперечная) 

    

Интенсивность 
в фокальной 
плоскости 
x-, y-, z-компонент    

VDy = 0,76λ, FWHMz = 0,3λ 
   

VDy = 0,72λ, FWHMz = 0,21λ 

Нормированное 
сечение для  
z-компоненты 

 
Рис. 6 

Вектор для вихревого поля в (7):  
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J t J t E t

i im p i J t J t E t

E t

 + + θ − 
 

  ρ ϕ θ = ϕ + − θ −    
− θ 
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Q , (47) 

Функция  
пропускания 

( , ) ( )exp( 2 )B ring iθ φ = θ φ  

(сплошная линия на графиках) 
( )2

6( , ) sin exp( 2 )B R iθ φ = θ φ  

(точечная линия на графиках) 

Общая интенсив-
ность (продольная 
и поперечная) 

    

Интенсивность 
в фокальной 
плоскости 
x-, y-, z-компонент    

FWHMy = 0,37λ, VDz = 0,51λ 
   

FWHMy = 0,34λ, VDz = 0,48λ 

Нормированное 
сечение для  
y- и z-компонент 

   
Рис. 7 

где sgn( )
sgn( )11 ( ) sgn( ) ( )p i

m m pE t p ie J tϕ
+= , 

sgn( ) 2
sgn( )22 ( ) ( )p i

m m pE t e J tϕ
+= − , sint k= ρ θ ,  

sgn( )p  – знак входной поляризации. 
Выражение (47) обеспечивает ненулевые значения 

на оптической оси (ρ = 0) при значениях вихревого 
индекса 2m ≤  [21]: 0m =  соответствует круговой 
поляризации того же знака, что и входное поле; при 

1m =  и знаке входной поляризации «−» (аналогич-
ный результат при 1m = −  и знаке входной поляриза-
ции «+») имеется только продольная составляющая; 
при 2m =  и sgn ( ) 1p = −  (аналогично при 2m = −  и 
знаке входной поляризации sgn ( ) 1p = ) будет круго-
вая поляризация того же знака, что и входное поле.  
Ситуация похожа на случай линейной поляриза-

ции, но участвуют обе поперечные компоненты, по-
этому распределение в фокальной плоскости имеет 
осевую симметрию. 

6.1. Отсутствие вихревых составляющих (m=0) 

Вблизи оптической оси (ρ < ε) интенсивность бу-
дет определяться вкладом поперечных компонент: 

( )

( )( ) ( )

/ 2

0

0

21/2

, ,0 0,25 ( )

sin cos 1 sin cos d ,

xyI kf D J

k

π

ερ ϕ = θ ×

× ρ θ θ + θ θ θ

∫
 (48) 

где ( )D θ  – радиальная зависимость функции про-
пускания. 

При наложении узкой кольцевой диафрагмы вы-
ражение (48) примет простой вид, не зависящий от 

( )D θ : 

( ) ( ) ( )

( )

1
1/4 1/42 2

0

1

3/4 1/4 5/4

0 1/4

1 1 d

4 4 2
.

53 2

J k x x x x

J k

−

−δ

 ρ − + − ≈
  

 δ ⋅ δ≈ ρ + ⋅ 

∫
 (49) 

Как следует из (49), размер светового пятна бу-
дет определяться радиусом центрального пятна 
функции Бесселя нулевого порядка, т.е. минималь-
ный радиус 0 0,38ερ = λ . 
При использовании функции Цернике (2,0) 

2 2( ) 2sin 1 1 2cosD θ = θ − = − θ  и (48) представляется 
через суперпозицию выражений вида:  

( ) ( )
( )

( )
1 1

12
0

0

2
1 ( )x x J k x dx J k

k

η−η−

ηη− ρ = Γ η ρ
ρ∫ , (50) 

где 3 / 4, 7 / 4, 11/ 4, 15 / 4η = . В этом случае размер 
центрального светового пятна может оказаться 
очень малого размера. 
На рис. 8 приведены результаты численного мо-

делирования для круговой «+»-поляризации при ис-
пользовании осесимметричных пропускающих 
функций. При использовании функции Цернике 
(2, 0) в фокальной области формируется оптическая 
бутылка. В центре тёмной области имеется очень 
слабое световое пятно, которое формируется за счёт 
поперечных компонент. Это световое пятно имеет 
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круглую форму и размер его значительно меньше 
дифракционного предела (FWHMxy = 0,15λ). 

6.2. Наличие вихревых составляющих первого 
порядка (|m|=1) 

В этом случае основной вклад в область вблизи 
оптической оси вносит z-компонента: 

( )

( )( ) ( )
/ 2

2 1/2

0

0

, , 0

sin sin cos d ,
2

zE z

ikf
J k

π
α+

ρ ϕ = =

= ρ θ θ θ θ∫
 (51) 

где ( , ) sin exp( )B iαθ φ = θ − φ .  
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Нормированное сечение  

для 
22

x yE E+   

 
Рис. 8 

В отличие от линейной поляризации (44) здесь 
наблюдается осевая симметрия. 
На рис. 9 приведены результаты численного мо-

делирования для круговой «+»-поляризации в при-
сутствии вихревой фазы первого порядка exp( )i− φ . 
Для продольной компоненты формируется компакт-
ное круглое световое пятно. При использовании уз-
кой кольцевой диафрагмы формируется z-компонен-
та, пропорциональная функции Бесселя нулевого по-
рядка (FWHMz = 0,37λ), однако размер фокального 
пятна для общей интенсивности за счёт вклада по-
перечных компонент превышает дифракционный 
предел FWHM = 0,59λ. Введение полноапертурной 
функции пропускания Цернике (3, 1) приводит к фор-
мированию слабого, но заметного светового пятна в 
центре довольно большой оптической бутылки 
FWHM = 0,35λ. Это световое пятно имеет круглую 
форму и обеспечивается вкладом продольной ком-
поненты с экстремально компактным центральным 
лепестком (FWHMz = 0,26λ). 

6.3. Наличие вихревых составляющих  
второго порядка (|m| = 2)  

На оптической оси ненулевыми будут х- и y-ком-
поненты [21]. Вблизи оптической оси будет форми-
роваться поле, которое является суперпозицией ин-
тегралов типа (9). Ситуация аналогична линейной 
поляризации, но структура фокального поля имеет 
осевую симметрию.  
На рис. 10 приведены результаты численного 

моделирования для круговой «+»-поляризации в 

присутствии вихревой фазы второго порядка 
exp ( 2 )i− φ .  
Для поперечных компонент формируется круг-

лое центральное пятно меньше дифракционного 
предела. Для продольной компоненты в этом случае 
формируется компактное световое кольцо. В общей 
интенсивности они накладываются друг на друга, и, 
чтобы воспользоваться распределением в отдельных 
компонентах, нужно применять избирательно чув-
ствительные материалы [23]. При использовании 
узкой кольцевой диафрагмы в центральной части 
сосредоточено больше энергии, чем при введении 
функции пропускания Цернике. Однако в послед-
нем случае формируются наиболее компактные 
распределения центрального пятна (световое 
FWHMxy = 0,31λ и тёмное VDz = 0,44λ). При этом, 
конечно, происходит рост боковых лепестков, но 
они располагаются на достаточном расстоянии от 
центрального пятна. 
Интересные результаты в этом случае получают-

ся в отдельных компонентах электрического поля 
в фокальной области: при использовании функций 
пропускания, согласованных с функцией Цернике 
(4, 2), можно получить для поперечных компонент 
круглое центральное световое пятно меньше ди-
фракционного предела FWHMxy = 0,31λ и одновре-
менно в продольной компоненте световое кольцо 
экстремально малого размера VDz = 0,44λ. Данный 
факт может быть полезен при использовании мате-
риалов, избирательно чувствительных к различным 
компонентам электрического поля [23]. 
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Рис. 9 

Заключение 

В работе рассмотрено введение пропускающих 
функций, соответствующих волновым аберрациям, 
в высокоапертурных фокусирующих системах с раз-
личной поляризацией в модели Дебая. В результате 
подтверждена возможность уменьшения размера 
фокального пятна. Причём уменьшение фокального 
пятна для линейной поляризации вдоль одного на-
правления оказывается меньшим, чем для радиаль-
ной поляризации: для линейной поляризации полу-
чено вытянутое фокальное пятно шириной по уровню 

полуспада интенсивности вдоль оси поляризации 
FWHM(−) = 0,24λ, для радиальной поляризации по-
лучено круглое пятно диаметром по полуспаду ин-
тенсивности FWHM = 0,35λ.  
Недостатком такого подхода является перерас-

пределение энергии в боковые лепестки. Использо-
вание азимутальной поляризации в сочетании с на-
личием вихревой фазовой функции первого порядка 
позволяет получить в общей интенсивности круглое 
центральное световое пятно меньше дифракционно-
го предела (FWHM = 0,46λ) c низким уровнем ин-
тенсивности в боковых лепестках. 
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Рис. 10 
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Также нужно отметить, что в отдельных компо-
нентах электрического вектора уровень боковых ле-
пестков не столь существенный, как в суммарной 
интенсивности. В частности, при круговой поляри-
зации для z-компоненты получено круглое фокаль-
ное пятно с диаметром по полуспаду интенсивности 
FWHMz = 0,26λ, а также теневое пятно диаметром 
VDz = 0,44λ. Эти результаты лучше, чем для ради-
альной поляризации (FWHMz = 0,34λ и VDz = 0,52λ), 
для генерации которой необходимы достаточно 
сложные или дорогостоящие устройства.  
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Abstract 

It was shown that the addition of transmittance functions corresponding to the wave aberrations 
in the form of Zernike functions to the high-numerical-aperture focusing systems results in nar-
rowing of the transverse dimension of focal spot below the diffraction limit. Moreover, for linear 
polarization, the most common for modern lasers, the results achieved along one direction are bet-
ter than for the radial polarization, obtaining of which requires complex or expensive devices. 
Overcoming of the diffraction limit happens due to a substantial reduction of energy in the central 
part of the focal region. However, the possibility of registration of light fields that have a very low 
intensity provides perspectives of the received results. For linear polarization an elongated focal 
spot that has full width at half of maximum along the polarization axis FWHM(−)=0.24λ was ob-
tained, for the radial polarization a round spot that has FWHM=0.35λ and also for the circular po-
larization with FWHM=0.35λ was obtained. For the azimuthal polarization the vortex phase func-
tion of the first order allows us to obtain the total intensity of the central circular spot of light nar-
rower than the diffraction limit: FWHM=0.46λ with low intensity in the sidelobes. It was also 
shown that not only the size of light spot can be reduced, but also the shadow area, formed by a 
light ring with very small radius. 

Key words: Focal spot size, Zernike basis, high-aperture focusing system, aberration, overcom-
ing of the diffraction limit. 
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