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Аннотация 
Разработан алгоритм решения интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода с помощью метода конеч-

ных элементов. Задача решения интегрального уравнения сводится к решению линейной системы алгебраиче-
ских уравнений методом Гаусса. Само интегральное уравнение вытекает из теоремы Грина для уравнения 
Гельмгольца и описывает дифракцию плоской волны ТЕ-поляризации на цилиндрическом прозрачном объекте с 
неоднородным показателем уравнения. 

 

Введение 
В [1, 2] для анализа дифракции поля на микро-

оптике рассмотрен метод интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода. В данной работе двумер-
ная задача дифракции обобщена на случай объектов 
с неоднородным показателем преломления. Рас-
сматривается случай, когда внутренняя область со-
стоит из подобластей с постоянным показателем 
преломления. 

1. Постановка задачи 
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Рис.1. Дифракция плоской волны  
на прозрачном объекте 

Для полей 2ψ 1ψ и из 1Ω и 2Ω требуется решить 
дифференциальные уравнения Гельмгольца [2]: 
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где 2g  – источник во внешней области 2Ω , 1k – 
волновое поле для среды 1 с неоднородным показа-

телем преломления, 222
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для среды 2. 
Для ТЕ-поляризации граничные условия сле-

дуют из непрерывности на границе раздела двух 
сред тангенциальных составляющих напряженно-
стей электрического и магнитного полей: 
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Здесь n  и 2n – векторы внешней к областям 

1Ω  и 2Ω  нормали к контуру S соответственно. 

Для функций 1ψ  и 2G  имеет место формула 
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Из уравнений (1) следует 
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Для функции Грина справедливо равенство 
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где М – текущая узловая точка, по которой прово-
дится интегрирование, М0 – точка наблюдения. Ина-
че говоря, 
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Подставляя уравнения (4, 5) в уравнение (3), 
получим 
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Использовав свойство δ - функции, приводим 
уравнение (6) к виду 
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Аналогично, применив формулу Грина для 
функций 2ψ  и 2G  при помощи уравнений (4, 5), 
получаем: 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∫∫∫
Ω2

22
2

2
2

2

2
2 dxdyGgdl

n
G

n
G

S
ψψ  

( )
( )⎩

⎨
⎧

Ω∈
Ω∈

=
22

1

,,
,,0

yx
yx

ψ
. (8) 



 20

Сложив уравнения (7) и (8) с учетом граничных 
условий (2), получим 
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где ( ) ∫∫
Ω

=
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, 220 dxdyGgyxψ  – поле в области 1Ω или 

2Ω , созданное источниками с функцией ( )yxg ,2 . 
Первое из уравнений (9) является интеграль-

ным уравнением Фредгольма второго рода относи-
тельно ( )yx,1ψ  и при 00 ≠ψ  имеет единственное 
нетривиальное решение.  

Далее мы полагаем, что точечный источник 
находится далеко от области 1Ω , и ( )yx,0ψ  можно 
рассматривать как плоскую волну. Рассмотрим слу-
чай, когда плоская волна падает вдоль оси х слева 
направо в выбранной системе координат (рис. 1): 
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Функция Грина [3] для двумерных световых по-
лей (цилиндрическая волна) равна функции Ханкеля 

первого рода нулевого порядка, умноженной на 
4
i : 
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По определению 
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где 0J  – функция Бесселя первого рода нулевого 
порядка, 0Y  – функция Неймана нулевого порядка. 

Функции 0J  и 0Y  аппроксимируются много-
членами [4]: 
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где 8107 −⋅<ε . 
Рассмотрим случай, когда область 1Ω  состоит 

из р частей, в которых 1k – постоянная величина 
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Тогда уравнения (9) приобретают следующий вид 
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(13) где constk i =1  внутри подобласти i1Ω . 

2. Метод расчета 
В методе конечных элементов уравнения (9) 

сводятся к системе алгебраических уравнений. Ис-
пользуя разложение искомого поля по базису интер-
полирующих функций 
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вместо первого из уравнений (9) получаем линейную 
систему алгебраических уравнений 
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В качестве системы линейных интерполирую-
щих функций можно выбрать функцию вида 
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 где ∆ – шаг сетки отсчетов, показанной на рис. 2. 
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Рис. 2. Фрагмент триангуляции. 
Так как подынтегральная функция из уравне-

ния (16) имеет сложный вид, то ее интеграл реализу-
ется численно по каждому из шести треугольников 
для текущего узла m. При этом для треугольников 2, 
4 и 6 он имеет вид: 
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а для треугольников 1, 3 и 5 -  
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Здесь ( )ca,  – координаты точки, от которой 
начинается интегрирование, а '∆  – шаг внутренней 
сетки отсчетов, показанной на рис. 3. 

Так как функция Ханкеля (12) не определена в 
нуле, то значение интеграла из уравнения (16) мож-
но заменить на интеграл по ε - окрестности, где ε – 
сколь угодно малая величина. Можно показать, что 
при 0→ε  такой интеграл стремится к нулю. 

Матрица системы (14) является полностью за-
полненной с преобладающей главной диагональю, 
поэтому для решения системы используется метод 
Гаусса для комплексных чисел. 
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Рис. 3. Разбиение треугольников  
для численного интегрирования. 

Решив систему уравнений (14), получаем ком-
плексные коэффициенты NmCm ,...,1, = , которые 
подставляем затем во второе из уравнений (9): 
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3. Численная реализация 
Для сравнения результатов вычислений с гиб-

ридным методом, использующимся в работе [2], был 
выбран квадратный объект с постоянным показате-
лем преломления. Оба метода дали одинаковое ре-
шение с расхождением результатов порядка 5%. 
Ниже приведены примеры дифракции плоской вол-
ны с длиной λ =1 мкм на однородных объектах типа 
призмы (рис. 4) и бинарного выступа (рис. 5), а так-
же на прямоугольной области, состоящей из двух 
квадратов и промежутка между ними (рис. 6). Такую 
область можно расценивать как объект с участками, 
где показатель преломления постоянный. Все объек-
ты имеют характерный размер, равный 1 мкм. Пока-
затель преломления всех объектов равен 2. Для сре-
ды 1=n . Число отсчетов внешней области – 
100х100. Число отсчетов внутри объектов можно 
получить, исходя из расчета 30 отсчетов на 1 мкм. 
Сечения интенсивности по x и y (рис. 4-6б, в) вычис-
лены в местах, указанных штрихами на рис. 4-6а. 
Интересно отметить, что не зависимо от формы объ-
екта максимальное значение интенсивности дости-
гается внутри объекта вблизи его контура. 
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Рис. 4. Дифракция плоской волны на однородном бинарном выступе:  

а) распределение интенсивности в плоскости XY; б) сечение по Х; в) сечение по Y. 
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Рис. 5. Дифракция плоской волны на однородной треугольной призме:  
а) распределение интенсивности в плоскости XY; б) сечение по X; в) сечение по Y. 
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Рис. 6. Дифракция плоской волны на кусочно однородном объекте (два квадрата): 
а) распределение интенсивности в плоскости XY;  б) сечение по Y; в) сечение по Х. 

Заключение 
Разработан метод анализа дифракции света на 

прозрачных цилиндрических микрообъектах с про-
извольным контуром и с неоднородным распределе-
нием показателя преломления. 
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Abstract  

The authors develop an algorithm for solving the Fredholm integral equation of the 2nd kind 
using the finite element method. The problem of solving the integral equation is reduced to solving 
a linear system of algebraic equations by the Gauss method. The integral equation itself follows 
from the Green’s theorem for the Helmholtz equation and describes the diffraction of a TE-polarized 
plane wave by a cylindrical transparent graded-index object. 
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