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Аннотация 
На примере сосудистой системы изображения сердца рассматривается класс изобра-

жений, содержащих ветви сетчатых и древовидных трёхмерных структур. Описывается 
один из методов получения 3-х мерных координат точек сканирования сосуда сердца по ре-
зультатам обработки двух проекций изображения. Предлагается набор основных геометри-
ческих характеристик, описывающих объекты двухмерных и трёхмерных структур. Приво-
дятся методы расчета предложенных параметров, а также алгоритмы оценивания признаков 
сосуда с учётом трёхмерности исходного участка в задаче анализа изображений сердца.  

Введение 

Целью настоящего исследования является раз-
работка компьютерной системы для динамической 
визуализации и анализа пространственных объек-
тов, структура которых описывается деревом. К та-
ким структурам относится, в частности, кровеносная 
система человека – общая и отдельные её фрагмен-
ты (кровеносные сосуды в области сердца, крове-
носная система глазного дна, и т.п.). Исходными 
данными для построения пространственной модели 
кровеносной системы является множество двумер-
ных проекций, полученных, например, при рентге-
носкопии. Предлагаемый нами метод пространст-
венной трассировки позволяет восстанавливать про-
странственную структуру кровеносной системы и 
оценивать локальные параметры сосудов, необхо-
димые в медицинских приложениях для определе-
ния степени патологии. На основе полученного 
структурного описания может быть легко построена 
трехмерная модель для динамической визуализации. 

В работах [1, 2] мы рассматривали класс изо-
бражений, содержащих ветви сетчатых и древовид-
ных двухмерных структур. Предлагали набор гео-
метрических характеристик, описывающих объекты 
двухмерных структур. Рассматривали методы их 
расчета. В работе [3] оценивается один из парамет-
ров (четкообразность), но используется другой под-
ход для выделения ветвей на изображениях. На-

стоящая работа является развитием методов и алго-
ритмов, предложенных ранее для плоского случая. 

Локальными параметрами, получаемыми в ре-
зультате трассировки ветви, как в двухмерном так и 
в трёхмерном случае, являются диаметр и направле-
ние ветви в каждой точке. Глобальные параметры 
(средний диаметр, прямолинейность, чёткообраз-
ность, амплитуда колебаний толщины, частота ко-
лебаний толщины, извилистость толщины, частота 
колебаний трассы, амплитуда колебаний трассы, 
извилистость трассы) вычисляются на основе ло-
кальных. Ниже приведём определение данных па-
раметров в двумерных структурах и их отличие для 
трёхмерного варианта. Введем в рассмотрение так-
же специфический параметр объёмного изображе-
ния как «частота вращения», характеризующий та-
кое пространственное свойство ветви, как отклоне-
ние трассы от плоскости. 

Древовидная структура характеризуется нали-
чием множества узлов, соединенных в виде направ-
ленного графа – дерева. Сетчатая структура обра-
зует ненаправленный граф на плоскости без пересе-
чения дуг. В данной работе анализируются ветви, 
которые является общим элементом этих структур. 
Под ветвью мы понимаем протяженный объект ме-
жду пересечениями или разветвлениями. Опреде-
ляющими характеристиками ветви являются трасса 
(геометрическое место срединных точек), толщина и 
направление ветви в каждой точке.  

а)     б)     в) 
Рис. 1. Примеры изображений, характеризуемых наличием ветвей: 

а) кровеносная система глазного дна человека – древовидная структура; 
б) кровеносная система сердца – древовидная структура; 
в) сеть трещин в земле вдоль рек – сетчатая структура 
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Узлы структур и соединяющие их ветви могут 
располагаться как в пространстве, так и на плоскости. 

Ранее мы рассматривали алгоритм трассировки 
ветвей и вычисления их глобальных параметров в 
предположении, что поле зрения плоское. В случае 
глазного дна (сосудистая система) или сетчатых 
структур на поверхности земли в рамках реальной 
точности вычислений это вполне приемлемо. Одна-
ко такое предположение не имеет места при анализе 
сосудистой системы объёмных органов (сердце). В 
этом случае необходимо учитывать трёхмерность 
наблюдаемого объекта, один из способов – использо-
вание проекций объекта на две различные плоскости. 

Схема получения трёхмерной трассы 

Будем считать, что объект исследования трёх-
мерной структуры снимается с двух точек зрения на 
плоскости, расположенные под углом α друг к дру-
гу. В каждом из двух проекционных изображений 
имеется своя система координат, но либо аппаратно, 
либо операциями сдвига и поворота можно достичь 
такой конфигурации, что обе координатные системы 
имеют общее начало координат и одну общую ось, 
совпадающую с линией пересечения проекционных 
плоскостей (рис. 2).  

На рис. 2 изображён случай, когда совпадаю-
щей является ось Oy.  

Пусть точка в трёхмерном пространстве имеет 

координаты ( )zyx ,, , а на каждой из плоскостей 

( )11 yx ,  и ( )22 yx , . Пространственные координаты 
выражаются через координаты на указанных проек-
циях следующим образом: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

α−αα+α=
==

=

ctgxctgxz
yyy

xx

12

21

1

)cos(sin
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Рис. 2. Расположение проекционных плоскостей 

 и системы координат (вид сбоку) 

Формула (1) выведена для непрерывных зна-
чений координат и применима для любых точек 
проекций. Особенность задачи анализа сосудов за-
ключается в том, что обрабатываются координаты 
выделенного участка сосуда; которые принимают 
дискретные значения. 

Ниже приведён метод получения трёхмерных 
координат трассы: 

 
Рис. 3. Параллельная трассировка двух проекций
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1. Производится стандартная (плоская) трас-
сировка двух участков сосуда [4]– на первой проек-
ции и соответствующего ему участка на второй про-
екции трёхмерного изображения (см. рис. 3). При 
этом Y-координата начальных и конечных точек 
участка трассы выбирается одинаковой. 

2. Выбирается основная проекция и для всех 
точек трассы участка сосуда последовательно в со-
ответствии с формулой (1) выполняем следующие 
присвоения:  

a. i
1

i xx = , 
b. i

1
i yy = , для точки ),( i

1
i
1 yx  ищем ближай-

шую по Y-координате точку ),( i
2

i
2 yx трассы второго 

участка сосуда 
c. α−αα+α= ctgxctgxz i

1
j

2
i )cos(sin  

Если совпадающей является ось Ox, то выпол-
няются аналогичные действия с использованием 
следующей системы: 
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Вычисление признаков участка 
 трёхмерного сосуда 

Как указывалось в работе [1] ветвь сетчатой 
структуры можно описать двумя типами признаков: 
локальными (первичными) и глобальные, вычис-
ляемые на основе локальных.  

Локальные признаки включают в себя трассу 
(геометрическое место серединных точек), распре-
деление диаметра и направления ветви вдоль трас-
сы и рассчитываются непосредственно по изобра-
жению. Глобальные признаки, представленные ни-
же, характеризуют всю ветвь в целом. Математиче-
ская модель ветви древовидной структуры, пред-
ставленная в [1] определяется функциями: 

vLt0trrtyytxx ≤≤=== ),(),(),( , 

 где )(tx , )(ty – дифференцируемые функции, опи-
сывающие линию центров - трассу; )(tr – функция 
толщины ветви (расстояние от трассы до границы 
ветви, отсчитываемое по перпендикуляру к трассе); 
t – расстояние от начала трассы, измеренное по 
трассе; vL – длина трассы. Данные характеристики 
однозначно определяют функцию направления 
трассы в каждой точке )(tϕ ; функцию локальной 
высоты )(tf , определяемую расстоянием от теку-
щей точки трассы до ее проекции на отрезок L , со-
единяющий начальную и конечные точки трассы; 
конфигурацию границ ветви - стенок )(txx b

1
b
1 = , 

)(tyy b
1

b
1 = , )(txx b

2
b
2 = , )(tyy b

2
b
2 = , vLt0 ≤≤ . 

И в плоском случае, и в объёмном локально 
сосуд можно считать участком цилиндра. Проекция 
цилиндра на плоскость, не перпендикулярную его 

оси, является фигурой с поперечным размером, рав-
ным диаметру цилиндра (кроме концевых участков). 
Поэтому все признаки ветви, относящихся к толщи-
не - средний диаметр, чёткообразность, амплитуда 
толщины, частота толщины, извилистость толщины 
(стенки), а так же параметр прямолинейности имеют 
одинаковое выражение как для двумерной, так и для 
трёхмерной структуры дерева изображения. Введём 
определение приведённых выше  признаков ветви. 

1. Средний диаметр 
Средний диаметр ветви D  вычисляется по 

формуле: 

∑
=

==
N

n
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N
rD

1
)(22 , (3) 

где ∆= ntn , N – число отсчётов локального радиуса, 
измеренных вдоль ветви в достоверных точках, r  – 
средний радиус ветви. 

2. Прямолинейность  
Прямолинейность ветви P характеризует от-

клонение ветви от прямолинейного направления и 
определяется как отношение длины vL  средней ли-
нии ветви к длине L прямой, соединяющей началь-
ную и конечные точки трассы: 
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3. Чёткообразность 
Чёткообразность ветви S характеризует нерав-

номерность толщины ветви и определяется как от-
ношение среднеквадратичного отклонения радиуса 
ветви к его среднему значению: 

rrrS 22 /−= , (5) 

где r  – средний радиус ветви, 2r  – средний квад-
рат радиуса. 

4. Амплитуда колебаний толщины 
Амплитуда колебаний толщины ветви 0A  ха-

рактеризует отклонения стенок ветви от прямой ли-
нии и определяется по формуле: 

)
_

( 22
0 rr2A −= . (6) 

5. Частота колебаний толщины 
Частота колебаний толщины ветви 0ω  харак-

теризует изменение направление стенок ветви на 
единицу ее длины и определяется по формуле: 
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( )mmm 01 ′= ,min , ( )mm1mm 012 ′=+= ,max , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

<<
= )(maxarg mR

Nm1
m0 , (9) 

где m′  – номер наибольшего из двух значений Фу-
рье спектра, соседних с максимальным отсчётом, 
arg – аргумент вещественной функции )(xf : 

xxf =)(arg , )( tr  – функция толщины ветви. 
6. Извилистость толщины 
Извилистость толщины 0I  характеризует ско-

рость изменения функции толщины вдоль трассы ап-
проксимируемой гармонической функцией с амплиту-
дой 0A  и частотой 0ω  и вычисляется по формуле: 

000 AI ω= . (10) 

7. Извилистость трассы (для двухмерной 
структуры дерева) 

Извилистость трассы 1I  характеризует ско-
рость изменения функции трассы (траектории ветви) 
на выделенном участке, которая аппроксимируется 
гармонической функцией 1A  и частотой 1ω , по оп-
ределению равна 111 AI ω=  и определяется из урав-
нения:  

)(kEI12P 2
1 ⋅+

π
= , (11) 

2
1

1

I1

I
k

+
= , (12) 

где P – прямолинейность ветви, )(kE  – пол-
ный эллиптический интеграл 2-го рода: 

dttk1kE
2

0

22∫

π

−= sin)( . (13) 

8. Амплитуда колебаний трассы (для двухмер-
ной структуры дерева) 

Амплитуда колебаний трассы 1A  характеризу-
ет степень отклонения хода трассы от прямолиней-
ного и определяется по формуле: 
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где f  – средняя высота ветви: 

∑
−

−=
N

1n
n

1 tfNf )( , (15) 

где )(tf  – функция высоты ветви, 1I  – извили-
стость трассы. 

9. Частота колебаний трассы (для двухмерной 
структуры дерева) 

Частота колебания участка ветви (трассы) 1ω  
характеризует число изменений направления трассы 
на единицу длины ветви и определяется по формуле:  

1

1
1 А

I
=ω . (16) 

Рассмотрим определение признаков трассы 
ветви (извилистость, амплитуды колебаний и час-
тота колебаний трассы) для трёхмерной структуры 
дерева. А также введём ещё один признак, характе-
ризующий отклонение трассы от плоскости. Будем 
называть его частотой вращения. В качестве про-
странственной модели ветви рассмотрим участок 
спирали: 

⎩
⎨
⎧

ω=
ω=

xRz
xRy

r

r

cos
sin

, 

где rω  – частота вращения; R – расстояние до оси 
Ох, совмещенной с прямой, соединяющей началь-
ные и конечные точки трассы. 

В свою очередь R является гармонической 
функцией: xAR ω= sin , где А – амплитуда трассы; 
ω  – частота трассы. 

В результате получим параметрическое урав-
нение трассы: 

⎪
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ttAz
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r

r

cossin
sinsin . (17) 

В системе имеются два параметра: А – ампли-
туда трассы и ω - частота трассы, которые анало-
гичны соответствующим параметрам в двумерном 
случае и один параметр rω  специфичный для трех-
мерной модели - частота вращения трассы. 

Введём следующую функцию расстояния точ-
ки трассы от оси Ox: 

)()()( xzxyxR 22 +=  

Учитывая (17), получаем: 

xAxR ω= sin)( .  

Согласно этому уравнению среднее значение 
π= /A2R , откуда имеем выражение для амплиту-

ды трассы: 

2RA /π= . (18) 
Значение )(xR  для каждой точки трассы вы-

числяется с помощью известной формулы для рас-
стояния от точки до прямой [5]. Выражение (18) 
даёт приближённое значение параметра амплитуды. 
В [4] приведена точная формула оценивания пара-
метра в плоском случае, которая при малом значе-
нии ωA , принимает вид (18). В силу того, что после 
перехода от двух проекций к трёхмерным координа-
там точки трассы не лежат равномерно по какой-
либо величине, мы не сможем вывести точную фор-
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мулу. Основываясь на результатах в плоском случае  
можно показать, что поправка к (18) невелика – в 
плоском случае при 0A →ω  получаем (18), а при 

∞→ωA  получаем R2A =  (см. [4]). 
Без использования преобразования Фурье в 

нашем случае невозможно вычислить частоту трас-
сы. Функция xAxR ω= sin)(  является периодиче-
ской, но не является синусоидой, поэтому для по-
вышения точности используем следующий подход: 
выполняем преобразование Фурье от центрирован-
ной функции )(xR 2 , где )cos()( x21AxR 2

2
12 ω−=  

и получаем оценку частоты трассы: 

))((maxarg xR 2
2
1 ℑ=ω , (19) 

Частоту вращения трассы теоретически можно 
найти аналогично частоте трассы:  

))((sinmaxarg xr ϕℑ=ω , 

где )(xϕ - полярный угол проекции точки трассы на 
плоскость yOz . Однако при таком подходе неиз-
бежна большая погрешность оценивания в силу ма-
лого размера анализируемого участка сосуда и ма-
лого его отклонения от плоскости (точка проекции  
совершит заметно меньше полного оборота вокруг 
начала координат). В то же время спектральный 
анализ даёт приемлемые результаты, если имеется  
не менее одного периода разлагаемой функции. Ис-
пользуем следующий подход: для кривой (17) зна-
чение прямолинейности P  равно: 

)(kA12P 22 Eω+
π

= , (20) 

где 
22

2
r

22
2

A1
A

k
ω+

ω−ω
=

)(
 и )(⋅E  - полный эллиптиче-

ский интеграл 2-го рода. (Очевидно, что при 0r =ω
получаем формулу для плоского случая [4]). 

Используя найденные значения величин P , A  
и ω , из (20) можно получить оценку частоты вра-
щения трассы: 

2

222
2

A
A1k )( ω+

−ω=ωr , 

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

ω+

π
= −

22
1

A12

Pk E , (21) 

где )(⋅-1E  - функция, обратная к эллиптическому 
интегралу 2-го рода. 

Заключение 

В результате проведённых исследований был 
разработан ряд методов и алгоритмов трассировки и 
оценивания геометрических параметров изображе-
ний плоских и пространственных древовидных и 
сетчатых структур. 

Основной областью применения разработан-
ных методов оценивания параметров являются био-
медицинские задачи, связанные с анализом и изме-
рением характеристик кровеносных систем: сосудов 
глазного дна (плоский вариант), сосудов сердца 
(трёхмерная структура), а также ряд геодезических 
задач (анализ изображений русел рек, оврагов). На 
основе разработанных методов была построена 
опытная компьютерная система для измерения гео-
метрических параметров биомедицинских изобра-
жений [4]. Внедрение разработанных методов в ме-
дицинскую практику расширяет возможности суще-
ствующих медицинских методик, позволяет автома-
тизировать диагностику ряда заболеваний, осущест-
вить мониторинг патологических изменений на ос-
нове объективных количественных данных. 

Другим применением разработанных методов 
является их использование в мультимедийных и 
Web-приложениях, ориентированных на визуализа-
цию пространственных древовидных структур, на-
пример, кровеносной системы человека. Такие при-
ложения могут быть использованы при обучении 
студентов-медиков и в справочных системах. 
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Abstract 

An image of a cardiovascular system is used as an example to consider a class of images 
containing branches of cross-linked and tree-like three-dimensional structures. The paper 
describes one of the methods of obtaining three-dimensional coordinates of heart vessel 
scanning points based on the results of processing two image projections. The work proposes a 
set of basic geometric characteristics describing the objects of two-dimensional and three-
dimensional structures. It presents the methods for calculating the proposed parameters, as well 
as the algorithms for evaluating the properties of a heart vessel, taking into account the three-
dimensionality of the initial area in the analysis of the heart images. 
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