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О ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМА  
СПЕКТРАЛЬНОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ ПРОВЕРКИ ИЗОМОРФИЗМА ГРАФОВ 

А.В. Пролубников, Р.Т. Файзулли 
Омский государственный университет 

Мы рассматриваем эвристический алгоритм проверки изоморфизма графов. Алгоритм 
основан на последовательном расщеплении кратных собственных значений матриц, сопостав-
ленных графам: матрицы, с которыми работает алгоритм, представляют собой модификации 
матриц смежности графов. Алгоритм строится на последовательном возмущении матриц и 
решении связанных с ними систем линейных алгебраических уравнений. Матрицы видоизме-
нёны до положительно определенных, что позволяет решать системы линейных уравнений, 
связанные с ними. Доказывается вычислительная эффективность алгоритма в одной из прин-
ципиально тяжелых для решения задачи проверки изоморфизма графов ситуаций. 

Алгоритм спектрального расщепления 
 проверки изоморфизма графов 

Задача проверки изоморфизма графов при-
надлежит к задачам, относительно которых нет 
ясности: являются ли они полиномиально разре-
шимыми или нет [1], тогда как известно, что она 
является полиномиально разрешимой для некото-
рых классов графов. В частности для планарных, 
регулярных графов, графов с ограниченной степе-
нью вершин, графов с ограниченной кратность 
собственных значений из спектра матрицы смеж-
ности и некоторых других[4], [5], [6] построены 
эффективные алгоритмы решения этой задачи. 

В задаче проверки изоморфизма графов даны 
два неориентированных графа 〉〈= AAA EVG ,  и 

〉〈= BBB EVG , , где AV , BV  – множества вершин 

графов, AE , BE  – множества ребер. Везде далее 
графы AG  и BG  – связные. Предполагается, что 

BA VV = , BA EE = .  
Задача изоморфизма графов формулируется 

следующим образом: существует ли биективное 
отображение BA VV →:ϕ , такое, что AEji ∈),( , 

то BEji ∈))(),(( ϕϕ ?  
Алгоритм решения задачи определения изо-

морфизма графов работает с видоизмененными 
матрицами смежности графов. Пусть 0A – матрица 

смежности графа AG , то есть )(0 ij
aA = , где  
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=
     иначе.  ,0

,),(,1 AEji
aij  

)(0 ijbB =  - матрица смежности графа BG .  

По матрице 0A  строим матрицу 
0AD :  
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0AD – диагональная матрица, где: 

∑=
≠

n

ij
iji ad , 

то есть id – степень вершины i  графа AG , 

i
ni

dd  max
1 ≤≤

= . 

Аналогично строится матрица 
0BD по матрице 

смежности графа BG . Рассматриваемые далее матри-
цы  

0000 , BA DBBDAA +=+=  (1) 

– матрицы, с которыми будет работать алгоритм, яв-
ляются симметрическими положительно определен-
ными матрицами.  

Если графы 〉〈= AAA EVG ,  и 〉〈= BBB EVG ,  
изоморфны, то соответствующие им матрицы описан-
ного типа могут быть получены одна из другой пере-
становкой строк с одновременной перестановкой 
столбцов с теми же номерами. Таким образом, задача 
проверки изоморфизма двух графов может быть сфор-
мулирована как частный случай задачи Фробениуса: 
может ли быть получена матрица B  из матрицы A  по-
следовательной перестановкой строк с одновременной 
перестановкой столбцов?  

Для произвольной матрицы перестановка строк с 
номерами i  и j  эквивалентна ее умножению на мат-
рицу перестановки ijP . Перестановка столбцов матри-
цы эквивалентна ее умножению справа на ту же матри-
цу. При умножении вектора на матрицу ijP  как справа, 
так и слева происходит перестановка компонент векто-
ра с номерами i  и j .  

Рассмотрим две системы уравнений следующего 
вида: 

,, kj eByeAx ==   (2) 

где векторы )0,,0,1,0,,0( ……=ie  – базисные векторы 

в пространстве nR , матрицы A  и B – описанного 
выше вида. Обе системы уравнений имеют решение, и 
решение единственно, так как A  и B  – матрицы с 
диагональным преобладанием, и, следовательно, их 
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определители не равны нулю. Пусть далее jx – 
решение системы линейных уравнений 

,jeAx = ky – решение системы линейных уравне-

ний keBy = . 
Отметим, что решив системы уравнений (2), 

мы получим обратные матрицы для матриц A  
и B . Так, для i -ой компоненты вектора jx  верно: 

|| A/Ax ijji = , где ijA – алгебраическое дополне-

ние элемента jia  матрицы A . То есть векторы 

решений njx j ≤≤1 , , являются столбцами обрат-

ной к Aматрицы.  
Если jkjk APPB = , то для решений систем 

уравнений (2) должно выполняться равенство: 
yxPjk = . Действительно:  
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То есть yxPjk = .  
Если матрица B получена из матрицы A  

многократной одновременной перестановкой 
строк и столбцов, то: 

,PAPPPB
lkljkjkjlklj

……
1111

= и, соответственно, 

yPxP
lkljkj =…

11
.  

Таким образом, если в системе уравнений (2) 
при фиксированном j  индекс k  будет пробегать 
значения от 1  до n , то векторы jx  и ky  – соот-

ветствующие друг другу решения полученных 
систем (2) будут совпадать с точностью до пере-
становки компонент только в том случае, если 
строке j  матрицы A  соответствует строка k  
матрицы B . То есть элементы строки k  матрицы 
B  есть переставленные элементы строки i  мат-
рицы A . То же верно и для столбцов матриц.  

При нахождении в матрице B строки и 
столбца, соответствующих строке и столбцу с но-
мером i матрицы A , на каждой итерации алгорит-
ма будем последовательно производить возмуще-
ния ее диагональных элементов.  

Алгоритм работает с симметрическими мат-
рицами, которые могут быть приведены к диаго-
нальной форме с помощью ортогональных преоб-
разований. То есть: 

'' ~,~
BBAA BUUBAUUA == , 

где A~ , B~  – диагональные матрицы, с собствен-
ными значениями на диагонали, AU , BU  – матри-
цы ортогональных преобразований, AU ′ , BU ′  – 
транспонированные к ним матрицы. Диагональ-
ные элементы A~ , B~  – собственные числа матриц 
A и B .  

Спектры матриц смежности изоморфных графов 
совпадают[2]. Cпектры матриц вида (1) изоморфных 
графов будут совпадать тоже, так как описанная выше 
процедура замены нулевых диагональных элементов 
матрицы смежности приводит лишь к сдвигу спектра 
матрицы. Причем, если матрицы соответствуют изо-
морфным графам, то спектры матриц будут совпадать 
и после сдвига.  

Если спектр каждой матрицы является простым, 
или кратность собственных значений мала, то задача 
проверки изоморфизма графов разрешима однозначно 
путем сопоставления строк матриц AU , BU , 

A~ , B~ [3]. Матрицы AU , BU  могут иметь, например, 
следующий вид: 
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где n
jjv 1}{ =  – собственные векторы матрицы A . То 

есть строки матриц, составленных из собственных 
векторов, те же с точностью до перестановки, задаю-
щей изоморфизм.  

Основные трудности возникают при рассмотре-
нии графов, спектры которых содержат кратные соб-
ственные значения. Возмущая матрицы в ходе итера-
ций алгоритма, мы будем получать возмущение спек-
тра матриц, при котором происходит расщепление 
кратных собственных значений, что позволит устано-
вить однозначное соответствие между строками и 
столбцами матриц.  

В результате, после того как кратные собствен-
ные значения матриц A  и B  в ходе работы алгоритма 
будут расщеплены, будет возможно однозначное оп-
ределение перестановки, задающей биекцию ϕ , уста-
навливающую изоморфизм графов  

〉〈= AAA EVG ,  и 〉〈= BBB EVG , .  

Приведенный ниже алгоритм, однако, работает 
не с собственными векторами, а с векторами, являю-
щимися столбцами обратной матрицы к матрице A , и 
в качестве характеристик, на основе которых строится 
соответствие между вершинами графов, рассматрива-
ются компоненты и нормы этих векторов. Норма: 

∑
=

=
n

k
iki xx

1

2 . 

В этом случае невозможность установления од-
нозначного соответствия возникает при наличии сре-
ди этих векторов группы векторов, которые могут 
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быть получены друг из друга с помощью переста-
новки их компонент, и, следовательно, имеют 
одинаковые нормы. При этом компоненты этих 
векторов, образующие диагональ обратной матри-
цы, совпадают. Однако, при возмущении матри-
цы, влекущем расщепление ее собственных значе-
ний, происходит как возмущение ее собственных 
векторов, так и возмущение вектор-столбцов об-
ратной к A матрицы. В результате описанные вы-
ше группы векторов с одинаковыми нормами 
расщепляются.  

Пусть ix и kx – вектор-столбцы обратной мат-
рицы такие, что ki Pxx = для некоторой матрицы 
перестановки P , и их компоненты, лежащие на 
диагонали обратной матрицы, равны: k

k
i
i xx = . В 

ходе работы алгоритма на каждой итерации будем 
работать не с исходными, но уже с возмущенными 
в ходе предыдущих итераций алгоритма матрица-
ми. Получив соответствие строки j матри-

цы jA строке k матрицы jB на j -ой итерации, а 
также столбцами с теми же номерами, рассматри-
ваем далее возмущенные матрицы 1+jA и 1+jB : 

., 11 k
j

jjj
j

jj EBBEAA εε +=+= ++  

Возмущения производим с помощью матриц 
qE с элементами ije :  

⎩
⎨
⎧ ==

=
  иначе.  ,0
, ,1 qji

eij  

Численные эксперименты показывают, что 
расщепление спектра матриц, необходимое для 
определения соответствующих друг другу строк и 
столбцов матриц, происходит значительно раньше 
заключительной итерации. К примеру, для графов, 
представляющих собой решетку на торе с числом 
вершин n от 9 до 400, уже на итерациях с номе-
ром n не требовалось дальнейших возмущений 
диагональных элементов матриц A  и B  для уста-
новления однозначного соответствия между 
вершинами графов.  

В результате, если матрица B  может быть 
получена из матрицы A  последовательными од-
новременными перестановками строк и столбцов, 
то в ходе работы алгоритма, пока j  пробегает 
значения от 1 до n , будет получена перестановка 
строк и столбцов матрицы A  – перестановка P . 
Перестановка P  является, вообще говоря, одной 
из возможных перестановок. То есть, как подста-
новка P  выглядит следующим образом: 
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где jk – номер строки матрицы B , полученный на 
j -й итерации. Перестановка P  задает такую пе-
ренумерацию вершин графа AG , то есть отобра-

жение BA VV →:ϕ , при которой матрицы A  и B , 
представляющие графы, совпали бы, что возможно 
только в случае изоморфности графов.  

Алгоритм спектрального расщепления  
проверки изоморфизма графов 

Шаг 0.  ni,  P(i):j:A:A .10.1 ,0 ≤≤===  

Шаг 1. Если nj < , то Шаг 1.1., иначе – работу 
алгоритма завершить. 

Шаг 1.1. 

).(222)(: 2
jjjj dd

n
A

n
dd +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++=ε  

Шаг 1.2. j
j

jj EA:A ε+= +1 .  
Шаг 2. Решение системы уравне-

ний j
j exA = . jx – полученное решение. 

Шаг 3. 1=k: . Если nk < , то – Шаг 3.1, иначе пе-
рейти на Шаг 4. 

Шаг 3.1. k
j

j
k EB:B ε+= +1 . 

Шаг 3.2. Решение системы уравнений 

k
k eyB = . ky  – полученное решение. 

Шаг 3.3. 1+= kk: . Перейти на Шаг 3. 
Шаг 4. Сравнение норм векторов jx  и ky ,  

 )(: : kiPjik ≠<∀ . 

Если kj yx k ≠∀ : , то графы AG  и BG  неизо-

морфны. Работу алгоритма завершить. 
Если kj yx k =∃ : и k

k
j
j yx = , то kP(j): =  (верши-

не j  графа AG  ставим в соответствие вершину k гра-

фа BG ), k
j

j
k EB:B ε+= +1 . 

Шаг 5. 1 += jj: . 

Шаг 6. Решение систем уравнений l
j exA = : 

ilPi ≠∀ )(  . lx – полученные решения. 

Шаг 7. Если pl xx lp ≠∀ :, , то перейти на Шаг 

8, иначе перейти на Шаг 1. 
Шаг 8. Если  nj < , то решение систем уравне-

ний для всех i таких, что piP ≠)( .  
Шаг 9. Сравнение норм полученных решений:  
Если piPiilPiyxlp pl ≠∀≠∀=∃ )( ,)( ,:, , 

то pP(l): = . 

В действительности в связи с погрешностями 
вычислений проверяются близости норм, а не их ра-
венства, и хотя алгоритм спектрального расщепления 
проверки изоморфизма графов хорошо зарекомендо-
вал себя в ходе вычислительных экспериментов, сле-
дует отметить, что для произвольных графов нельзя 
гарантировать получения решения задачи изоморфиз-
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ма графов с помощью представленных схем алго-
ритма. Так, представляется допустимой ситуация, 
когда проверки векторов на равенство (близость) 
норм на шаге 4 алгоритма и проверки равенства 
(близости) компонент   j

jx и  y k
k недостаточно для 

ответа на вопрос, может ли вектор ky  быть полу-
чен из вектора jx  последовательной перестанов-
кой его компонент.  

При установлении соответствия между вер-
шинами графов, алгоритм спектрального расщеп-
ления:  

1) проверяет равенство, а в связи с погреш-
ностями вычислений, в действительности прове-
ряется близость норм решений систем линейных 
уравнений jeAx = и jeBy = ,  nj ≤≤1 ; 

2)  в случае равенства норм векторов jx  и 

ky  проверяется равенство (близость) компонент 

этих векторов   j
jx и  y k

k . 
Таким образом, для ответа на вопрос об эф-

фективности алгоритма спектрального расщепле-
ния для проверки изоморфизма графов AG и BG  
необходимо оценить насколько будут отличаться 
после последовательных возмущений матрицы A  
нормы векторов ix  и jx , соответствующих раз-

ным вершинам графа AG . 

Эффективность алгоритма 
Везде далее будем использовать следующие 

обозначения: 
niAi ≤≤1 ,  – вектор, компоненты которого 

являются элементами i -й строки матрицы А, U  – 
обратная матрица к матрице A , niU i ≤≤1 ,  – век-
тор, компоненты которого являются элементами i -
го столбца матрицы )x(UU ii =  , iα – угол между 
вектором iA  и ортом ie , 

iβ – угол между вектором iU  и ортом ie , 

iγ – угол между вектором iA  и ортом iU . 
Будем также считать, что максимальная сте-

пень вершин графа ( d ) не менее 3. Ситуация, ко-
гда максимальная степень вершин графа менее 3, 
не представляет интереса с точки зрения проверки 
изоморфизма графов. 

При возмущении диагонального элемента 
jja  матрицы A возрастает j -я компонента векто-

ра jA . То есть при возмущении диагональных 
элементов матрицы происходит приближение век-
торов n

jj }{A 1=  к соответствующим ортам je  

декартовой системы координат в nR .  
Действительно, пусть jα  – угол между век-

тором jA  и ортом je , тогда: 
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j
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dd
≤≤

=
1
max , и, следовательно, при возмущении диа-

гональных элементов матрицы ,1  ,cos njjj ≤≤=α  

будет приближаться к единице, а сами углы jα , соот-
ветственно, к нулю.  

Столбцы обратной матрицы к A  матрицы U  – 
векторы n

jj }{U 1=  образуют систему векторов, каждый 

вектор jU  из которых ортогонален всем векторам 

jkAk ≠  , , и 1=), U(A jj , так как IUA = .  

Векторы n
jj }{U 1=  близки по направлению к век-

торам n
jj }{A 1= . Действительно, так как 

j, kAU kj ≠⊥ , то jU  определяет гиперплоскость в 

пространстве nR , в которой лежат векторы i, kAk ≠ . 

В процессе возмущения матрицы векторы n
kk }{A 1=  

приближаются к ортам n
kk }{e 1= , а значит и гиперпло-

скость, натянутая на векторы j, kAk ≠ , приближается 

к гиперплоскости j
n\LR , где jL  – одномерное линей-

ное пространство, натянутое на орт je . Таким обра-

зом, и вектор Uj будет приближаться к реперу je , и, 
следовательно, угол между векторами Uj и Aj будет 
уменьшаться 

Лемма 1. Для произвольной матрицы вида (1), 
представляющей граф, для любого j  

jA
d

j 10
3cos >γ . 

Доказательство 
Угол jβ равен углу между гиперплоскостью 

j
n\LR  и гиперплоскостью )( j

n U\LR , где )( jUL  – од-
номерное линейное пространство, натянутое на вектор 

jU . Гиперплоскость )( j
n U\LR натянута на векто-
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ры j, kAk ≠ , так как ( ))( j
n

j U\LRU ⊥ , 

( )j
n

j \LRe ⊥ . Следовательно jk вбjk, k >≠∀   , , а 
значит 

kk

k

jk
j

ddd

dd

++

+
>

≠ 2)(
maxcos β . 

j

jj

jj

jj
j

U

U

eU

eU
==

) ,(
cos β , значит 

10
3

9
11

1

)(
max

2
=

+

≥
++

+
>

≠
kk

k

jk
j

jj

ddd

dd
U

U
. 

jjjjjjj

jj
j

UAAUAU

AU

10
31) ,(

cos >==γ . 

Известен следующий результат Фань-Цзы 
[7]. 

Пусть A  – матрица с диагональным преобла-
данием, и ∑

≠

−=
ik

ikiii aas . Если 0>is , то 

существует обратная к матрице A  матрица A′ , и 

ni 
s

a
i

ii ≤≤≤′ 1 ,1 . 

В нашем случае, матрица A , ставящаяся в 
соответствие графу AG , – матрица с диагональ-
ным преобладанием, и 

dddds iii =−+= ; jjjj UU = , следовательно, 

d
U jj

1
≤ , 

и 

jjjj
j

A
d

UA 10
3

10
3cos ≥>γ . 

Лемма 1 доказана. 
Пусть далее векторы и углы со штрихом – 

векторы и углы, в которые переходят соответст-
вующие им нештрихованные векторы и углы в хо-
де итерации алгоритма. 

Лемма 2 

i

j

A

е
 ii   |coscos| ≤′− γγ . 

Доказательство 

=
′′

−=′−
iiii

ii UAUA
11coscos γγ  

( ).1

11111

ii
iii

iiiiiii

UU
UUA

UUAUAUA

−′
′

=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′
−=

′
−=  

По правилу треугольника из iiii UUUU =′+′−  
следует: 

,iiii UUUU ≥′+′−   

или 
iiii UUUU ′−≥′− .  

То есть 

( ).1 |coscos| iUiU
iUiUiAii −′
′

≤′− γγ  (4)  

 ,0),( =ji AU тогда как 

,0),(),( ),(),( =′+′=+′=′′ jjijijjjiji eUAUeAUAU εε сл
едовательно:  

ijjji UAU ′−=′ ε),( . 

И поэтому  

ijjjii UAUU ′=′− ε),( .  (5) 

Из (4) и (5) следует:  

 ,
cos

 coscos
η

ε
γγ

iAiUiUiA

ijUj
ii ′

′
≤′−  

гдеη – угол между вектором ii UU −′  и jA  .  

0),(: =−′≠∀ kii AUUjk , а так как векторы 
n
kkA 1}{ =  образуют базис в nR , то, учитывая (5), полу-

чаем, что при возмущении вектора jA   происходит 

изменение iU  в одном из двух возможных направле-
ний – или в направлении вектора jA  , и тогда 

1cos =η , или в направлении противоположном век-
тору jA  , и тогда 1cos −=η , и значит, 

 .cos

 coscos

i

iA

j

iAiU

ijUj

iAiUiUiA

ijUj
ii

ε
γ

ε

ε
γγ

≤
′

′
=

=
′

′
≤′−

 

То есть  . coscos
iA
j

ii
ε

γγ ≤′−  Лемма 2 доказана. 

 
Лемма 3 
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j
j

jjj
j AA

A
γ

ε
γ cos1cos

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
+=′ . 

Доказательство 

,1cos ,1cos
jj

j
jj

j
UAUA ′′

=′= γγ  и 

( )jj
jjjj

jj UU
UAUA

′−
′′

−′ =
1coscos γγ  (6) 

Векторы jU  и jU ′  имеют следующие ком-
поненты: 

,,,   ,,, 11
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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′

′
=′⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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⎛
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A

A

A

A
U

A

A

A

A
U jnj

j
jnj

j ……  

где jkA′ , A′ , соответственно, – алгебраическое 

дополнение к элементу kja  и определитель 
возмущенной матрицы. Но, так как на j -ой 
итерации возмущается только элемент jja  

матрицы A , то jkjk AAk =′∀   . Значит  

.,, 1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′′
=′

A
A

A
A

U jnj
j …  

Следовательно, 
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Возмущение определителя: jjj AAA ε+=′ . 
И таким образом:  

.
1

2

AA
A

AUU jjj
n

k
jkjj ′

=′− ∑
=

ε
 

Возвращаясь к (6), получаем: 

 1coscos
1

2

AA
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A
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k
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следовательно, 

j
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n

k
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A
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A
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А, значит, 

 .cos1cos j
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A
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ε
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⎜
⎜

⎝

⎛

′
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Лемма 3 доказана. 
Вернемся теперь к исходной задаче. Для того, 

чтобы определить эффективность алгоритма, нам не-
обходимо оценить снизу разность норм векторов iU ′  и 

jU ′  после увеличения j -го диагонального элемента 

матрицы на некоторое jε , при условии равенства 

норм векторов iU  и jU  до возмущения, и, соответст-

венно, ji γγ coscos = . 

.
coscos

coscos

coscos
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iijj
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AA

AA

AA
UU

′′

′′−′′
>

>
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′′−′′
=′−′

γγ

γγ
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 (7)  

До возмущения матрицы: ij AA = . 

,ii AA =′  так как возмущение не затрагивает j-ю 

строку матрицы. Пусть jiε  такое, что jiij AA ε+=′ . 

Тогда (7) эквивалентно 

ij

iijjii
ji

AA

AA
UU

′′

′−′+
>′−′

γγε coscos)(
 . 

Рассмотрим числитель выражения выше. Пусть 
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Лемма 4 
.21 SS >  

Доказательство 
По лемме 3 

γ
ε
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⎟
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по лемме 2 

j
i

j
i A

AS ε
ε

=<2 . 

Следовательно, 
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Таким образом, 
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Оценим, каким должно быть jε  для того, 
чтобы выполнялось необходимое нам неравенство 

nji
1

>ε . 

Пусть 

δεε +=++−+++=
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dddddd iiijiji
1)()( 22
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где .0>δ  Откуда получаем, что  
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Таким образом,  
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Итак, ,
10

3d
j <ε  поэтому  

021
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3
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3 δεε >−⋅
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⋅+>+ j
jj

j

i
j A

A

A

AddSS , 

где 00 >δ . 
То есть ,021 δ>+ SS ,021 δ+> SS и 

.21 SS >  Лемма 4 доказана. 
В итоге, доказав леммы выше, мы можем от-

бросить слагаемые 1S  и 2S , и для построения 

оценки снизу модуля разности ji UU ′−′ учитывать 

только .3S  То есть 

jjiSSSSS γε cos3321 =>++= . 

По лемме 1 
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d
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3cos >γ . 

Если 

nji
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>ε , то 
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Тогда 

( ) ,
4410

9

410

3

coscos)(
 

22

2
3

nnnnn

AAnnn

d
AA

S
AA

S

AA

AA
UU

ijijij

ij

iijjii
ji

++
>

>
′′+

>
′′

>
′′

=

=
′′

′−′+
>′−′

γγε

 

то есть 

( ) nnnnn
UU ji

++
>′−′

22 4410

9 . 

Таким образом, нами доказано следующее ут-
верждение. 

Утверждение 
Если ij UU =  и jε , такое что: 

n
dada jjjjjjj

1)( 22 >+−++ε , 

то после j -й итерации алгоритма 

( )2
3

2410

9 
nnn

UU ji

+

>′−′ . 

Таким образом, если погрешность вычислений 
будет, к примеру, на порядок меньше разницы точных 
значений норм векторов jU ′  и iU ′ , то на каждой ите-

рации алгоритма возможно выделение одного вектора 
из группы векторов с одинаковыми нормами. 

Пусть решение систем линейных уравнений 
осуществляется с помощью метода Зейделя. Прибли-
жения к точному решению на m -й итерации метода 
Зейделя могут быть оценены как 

0)(0)( ~ ,~
j

mm
jji

mm
ii UUUU δµδµ ≤′−′≤′−′ , 

здесь 00 , ji δδ  – погрешности начальных приближе-

ний ji UU ′′, , )()( ~,~ m
j

m
i UU ′′ – приближения ji UU ′′, на m -

й итерации метода Зейделя, а  
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kjk ad , и, следовательно, 
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<µ , и 

0)(0)(
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2
1~ δδ

m
m

jjm
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ii UUUU ≤′−′≤′−′ . 

},max{ 00
j

o
i δδδ = – погрешность начального 

приближения. То есть необходимо выполнение 
неравенства 

( )2
3

22

0

410

9
2
1

nnn
m

+

<δ . 

Так, это неравенство будет выполнено уже 
при  

9
225logloglog5 2

0
22 ++= δnm . 

Поэтому можно утверждать о разрешимости 
проблемы расщепления групп векторов с одина-
ковыми нормами и вычислительной устойчивости 
алгоритма в данной ситуации.  

Полученная оценка на число итераций, необ-
ходимых для эффективной работы алгоритма, по-
лучила подтверждение в ходе вычислительного 
эксперимента для дешифрования шифра двойной 
перестановки с помощью алгоритма спектрально-
го расщепления [8]. При решении задачи проверки 
изоморфизма не взвешенных неориентированных 
графов алгоритм работает с целочисленными, за 
исключением диагональных элементов, матрица-
ми. При решении задачи дешифрования шифра 

двойной перестановки алгоритм работает с нецело-
численными матрицами, что ведет к возрастанию по-
грешностей вычислений. Несмотря на это, оценка 
числа итераций, необходимого для приближения ре-
шений, достаточного для установления однозначного 
соответствия, подтвердилась.  
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Abstract 

The article considers a heuristic algorithm for checking graph isomorphism. The algorithm 

is based on successive splitting of multiple eigenvalues of matrices associated with graphs: the 

matrices processed by the algorithm are the modifications of the graph adjacency matrices. The 

algorithm is based on successive perturbation of matrices and the solution of the corresponding 

systems of linear algebraic equations. The matrices are transformed into positive definite 

matrices, this allows to solve the systems of linear equations associated with them. The article 
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