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Аннотация 
Исследована угловая зависимость дифракционной эффективности динамической голограм-
мы в растворе красителя, моделируемом трех- и четырехуровневой схемой энергетических 
уровней, с учетом расходимости опорной волны. Получено выражение, связывающее ши-
рину полосы углов динамической голограммы с ее оптимальной толщиной и угловой рас-
ходимостью опорной волны, и определены границы его применения. 

 
Введение 

При рассмотрении записи динамических голо-
грамм в резонансных средах основное внимание 
уделялось, как правило, изучению энергетических 
параметров таких голограмм. Исследовалось влия-
ние на дифракционную эффективность голограммы 
(ДЭГ) характеристик резонансной нелинейной сре-
ды, ее толщины, интенсивности распространяюще-
гося в среде излучения (см. например, [1-6]). Типич-
ными представителями сред с резонансной нели-
нейностью являются растворы красителей, на кото-
рых исторически впервые были записаны динамиче-
ские голограммы [7-9]. 

Наряду с ДЭГ важнейшей характеристикой 
динамической голограммы является ее пространст-
венная или угловая селективность, определяющая 
ширину полосы углов предметной волны эффектив-
но преобразуемых голограммой. Пространственная 
структура опорной и считывающих волн является 
одним из основных факторов, приводящих к ухуд-
шению качества преобразования изображения ди-
намической голограммой. В настоящей работе для 
раствора красителя, моделируемого трех- или четы-
рехуровневой схемой энергетических уровней, ана-
лизируется угловая зависимость ДЭГ с учетом 
структуры опорной (считывающей) волны в виде 
эквидистантного набора плоских волн. 

1. Модель нелинейной среды 
Рассмотрим модель красителя, коэффициент 

поглощения которого в зависимости от интенсивно-
сти падающего на него излучения (I) меняется сле-
дующим образом 
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Здесь 0α  – начальный коэффициент поглощения, 
cba ,,  – параметры, представляющие собой комби-

нацию сечений поглощения и скоростей релаксации 
между энергетическими состояниями красителя. 
Вид этих параметров существенным образом зави-
сит от модели красителя [10]. 

В случае трехуровневой модели красителя с 
возбужденными синглетными (рис. 1а) уровнями: 
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В случае четырехуровневой модели красителя 
(рис. 1б): 
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Здесь ijσ  и ijδ  – сечение поглощения и скорость 
энергетической релаксации между i и j состояниями 
соответственно. 

а)  

б)  

Рис. 1. Схема энергетических уровней: 
 а – трехуровневая модель,  
б – четырехуровневая модель 
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2. Запись голограммы 
Пусть голограмма записывается двумя моно-

хроматическими волнами в слое красителя, располо-
женном между плоскостями 0=z  и Lz = . На слой 
красителя падает опорная и объектная волны, запи-
сывающие голограмму. Волновое уравнение, описы-
вающее распространение в среде этих волн, есть 

( ) 022 =α−+∇ Aikk . (2) 

Здесь A  – комплексная амплитуда. 
Будем рассматривать запись голограммы при 

следующих условиях: 
1. в нелинейной среде распространяются только 

две волны, записывающие голограмму 
( 21 AAA += , 1A  и 2A  – комплексные амплиту-
ды опорной и предметной волн); 

2. интенсивность опорной волны намного больше 
интенсивности предметной волны 
( 2

2
2

1 AA >> ); 
3. при учете пространственной структуры опорной 

волны интермодуляционные решетки не учиты-
ваются; 

4. справедливо приближение медленно меняющих-
ся амплитуд. 
Представим опорную волну в виде эквиди-

стантного набора плоских волн: 

( ) ( ) ( )∑
−=

+−=
N

Nj
jj скrkizArA .,.exp 111  распространяю-

щихся вдоль оси z . Пусть предметная волна явля-
ется плоской волной: ( ) ( ) ( ) ..exp 222 скrkizArA +−=  

Здесь jA1  и 2A , jk1  и 2k  – амплитуды и волновые 
вектора опорной и предметной волн, 12 +N  –
количество плоских волн в опорной волне, r  – ра-
диус-вектор. 

При условии равенства амплитуд плоских 
волн, из которых состоит опорная волна, в предпо-
ложении, что угол между этими волнами маленький 
( 101 kk j ≅ ), уравнения, описывающие распростране-
ния по слою красителя различных составляющих 
опорной волны, совпадают. Волновое уравнение (2) 
разбивается на систему уравнений вида 
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Здесь ( ) jINI 11 12 += , ∗= jjj AAI 111 , ∗= 222 AAI , 
2
111~ cIbII ++= , θ  – угол между осью z  и направ-

лением распространения предметной волны. Систе-
му уравнений (3) необходимо дополнить граничны-
ми условиями 

( ) 101 0 IzI j == , ( ) 202 0 IzI == . (4) 

3. Считывание голограммы 
Будем считывать голограмму излучением, 

длина волны которого совпадает с длинами волн 
излучения, записывающего голограмму, и распро-
страняющемся навстречу опорной волне. В резуль-
тате дифракции считывающей волны на решетке 
коэффициента поглощения возникает восстановлен-
ная волна, распространяющаяся навстречу предмет-
ной волне. 

Рассмотрим считывание голограммы при усло-
вии, что интенсивность волн, записывающих голо-
грамму, намного больше интенсивности считываю-
щей и восстановленной волн. Поэтому изменением 
характеристик слоя красителя из-за распростране-
ния в нем считывающей и восстановленной волн 
можно пренебречь. 

Для описания распространения в динамиче-
ской голограмме считывающей и восстановленной 
волн воспользуемся волновым уравнением (2) при 
условии, что bc AAA +=  ( cA  и bA  – комплексные 
амплитуды считывающей и восстановленной волн). 

3.1. Учет пространственной структуры  
опорной волны 

Будем считывать голограмму плоской волной, 
распространяющейся навстречу опорной вдоль оси 
z : )exp()()( rkizArA ccc −= +к.с. Восстановленную 
волну представим в виде набора плоских волн:  
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Здесь θϕ∆=Γ sinjkj , ϕ∆  – угол между направле-
ниями распространения j  и 1+j  составляющими 
опорной волны. 

При малой дифракционной эффективности го-
лограммы ( ∗∗ <<= ccbb AAAAh ) первое уравнение в 
системе (5) примет вид 
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dz
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Систему уравнений (5) необходимо дополнить 
граничными условиями 

( ) 0cc ALzA == , ( ) 0== LzAbj . (6) 
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Системы уравнений (3), (5) с учетом гранич-
ных условий (4), (6) позволяют численными мето-
дами проанализировать влияние на угловую зависи-
мость ДЭГ пространственной структуры опорной 
волны. 

3.2. Учет пространственной структуры  
считывающей волны 

Пусть опорная волна является плоской волной, 
распространяющейся строго вдоль оси z. Система 
уравнений, описывающая запись голограммы в этом 
случае, совпадает с системой (3) при условии N=0.  

Считывающую волну представим в виде экви-
дистантного набора плоских волн: 
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N
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cjcjc rkizArA )exp()()( +к.с. Как и при учете 

пространственной структуры опорной волны, вос-
становленную волну представим в виде набора пло-

ских волн: ( ) ( ) ( )∑
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+−=
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bjbjb скrkizArA .,.exp  где 

( )21 kkkk cjbj −−= . После подстановки в волновое 
уравнение (2) выражений для амплитуд считываю-
щей и восстановленной волн оно разбивается на 
систему уравнений вида  
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Граничные условия для системы уравнений (7) 
совпадают с граничными условиями для системы 
уравнений (5). 

Системы уравнений (3), (7) с учетом гранич-
ных условий (4), (6) позволяют численными мето-
дами проанализировать влияние на угловую зависи-
мость ДЭГ пространственной структуры считы-
вающей волны. 

Анализ систем уравнений (4), (5), (7) показы-
вает, что при малой дифракционной эффективности 
голограммы системы уравнений, описывающие уг-
ловые зависимости ДЭГ с учетом пространственных 
структур опорной и считывающей волн, совпадают. 
Таким образом, пространственные структуры опор-
ной и считывающей волн одинаково влияют на уг-
ловую зависимость ДЭГ. 

4. Обсуждение результатов 
Исследование ДЭГ проводилось при условии, 

что интенсивность опорной волны на порядок 
больше интенсивности предметной волны. Опорная 
волна состоит из эквидистантного набора 51 волн. 
Уменьшение количества плоских волн опорной вол-
ны до 25 с точностью ±1% не приводит к изменению 

угловой зависимости ДЭГ. При изучении ДЭГ ос-
новное внимание уделим случаю, когда толщина 
нелинейной среды (голограммы) является опти-
мальной ( optL ). Оптимальную толщину голограммы 
определим как толщину нелинейной среды, на кото-
рой при 0≅θ  дифракционная эффективность голо-
граммы максимальна.  

Численный анализ систем уравнений (3), (5) при 
условии плоских опорной и считывающей волн пока-
зывает, что в зависимости от параметров раствора 

красителя ( 21 b
c

=ξ , 
b
a

=ξ2 ) и интенсивности опор-

ной волны с увеличением угла между опорной и 
предметной волнами ДЭГ либо возрастает, либо 
уменьшается. Учет расходимости опорной волны 
( ϕ∆=θ N20 ) приводит, прежде всего, к уменьшению 
эффективности преобразования волн, падающих на 
голограмму под большими углами, и, как следствие 
этого, к уменьшению ДЭГ с ростом угла θ . 

При фиксированных параметрах красителя оп-
ределим область параметров опорной волны (интен-
сивность и расходимость), в пределах которой на-
блюдается резкое уменьшение ДЭГ с ростом угла 
между опорной и предметной волнами. Найдем за-
висимость расходимости опорной волны ( 0

crθ ) от ее 
интенсивности, соответствующей оптимальной 
толщине (рис.2), при которой выполняется условие 

( ) max2
130 hh ==θ .  (8) 

Здесь maxh  – наибольшее значение ДЭГ. 

 

Рис. 2. Зависимость 0
crθ  от интенсивности опорной 

волны при 41
0 10=α−k  (1 – 11 =ξ , 102 =ξ ;  

2 – 1021 =ξ=ξ ; 3 - 101 =ξ , 12 =ξ ) 

Область параметров опорной волны разбивается кри-
вой 0 10((2 1) )cr N Iθ + на две (верхнюю и нижнюю) об-
ласти. В верхней области для характеристики угловой 
селективности голограммы введем понятие ширины 
полосы углов ( θ∆ ), определяемое из условия 

( ) max2
1 hh =θ∆=θ . (9) 

Численный анализ (8) с учетом систем уравне-
ний (3), (5) показывает, что при фиксированном па-
раметре красителя 1ξ  увеличение параметра 2ξ  
(или при фиксированном параметре 2ξ  уменьшение 
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параметра 1ξ ) приводит к уменьшению области па-
раметров опорной волны, в пределах которой для 
характеристики угловой селективности голограммы 
можно использовать понятие ширины полосы углов. 

Анализ ширины полосы углов динамической 
голограммы от ее оптимальной толщины и расходи-
мости опорной волны показывает, что эта зависи-
мость может быть хорошо описана выражением вида 

0θ
β

=θ∆
optkL

,  (10) 

где ( )optL,, 21 ξξβ  – коэффициент пропорционально-
сти, зависящий от параметров раствора красителя. В 
случае двухуровневой модели красителя 
( 0,0 == ca ) с точностью ±1,5% коэффициент 

4
0 102 ⋅≅β=β  град2. 
На рис. 3 приведены зависимости коэффициента 

β  от оптимальной толщины голограммы при различ-
ных значениях параметров раствора красителя. Ошиб-
ка в построения кривых составила ±5% и определялась 
точностью линейной аппроксимации зависимости ши-

рины полосы углов от ( ) 1
0

−θoptL . Выбор верхней гра-

ницы рассматриваемого диапазона optL  обусловлен 

тем, что при больших оптимальных толщинах голо-
грамм ДЭГ, соответствующая оптимальной толщине 
нелинейной среды, слабо зависит от толщины [11]. 

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента β   
от оптимальной толщины голограммы  

при 41
0 10=α−k  (1- 021 =ξ=ξ ; 2- 121 =ξ=ξ ;  

3- 1021 =ξ=ξ ; 4- 11 =ξ , 102 =ξ ) 

В случае малой толщины голограммы 
10 <α optL  коэффициент β  слабо зависит от пара-

метров раствора красителя и совпадает со значением 
этого коэффициента для двухуровневой модели рас-
твора красителя. При дальнейшем увеличении оп-
тимальной толщины голограммы наблюдается мо-
нотонное увеличение коэффициента β . Скорость 
изменения коэффициента β  определяется коэффи-
циентом поглощения раствора красителя 

10
0 2 2

10 10

1 (2 1)
1 (2 1) (2 1)

a N I
b N I c N I

+ +
α = α

+ + + +
. С ростом ко-

эффициента поглощения скорость изменения коэф-

фициента β  в зависимости от приведенной толщи-
ны голограммы ( )oLα увеличивается. 

Формула (10) может быть распространена на 
случай, когда толщина голограммы не является оп-
тимальной. В этом случае в (10) optL  заменяется на 
L , возникает зависимость коэффициента β  от раз-
ности optLLL −=∆  (рис. 4). При 0>∆L  наблюдает-
ся рост, а при 0<∆L  – уменьшение коэффициента 
β  по сравнению со значением этого коэффициента 
при оптимальной толщине голограммы. Анализ ко-
эффициента β  при толщине слоя красителя, на ко-
тором ДЭГ уменьшается в 2e  раз по сравнению с 
ДЭГ, соответствующей оптимальной толщине, по-
казывает, что при фиксированном параметре 1ξ  и 

0>∆L  скорость увеличения коэффициента β  про-
порциональна параметру красителя 2ξ . 

  
Рис. 4. Зависимость ДЭГ (1) и коэффициента β  (2) 

от толщины голограммы при 41
0 10=α−k , 310 =bI , 

1021 =ξ=ξ  

В заключение приведем оценки ширины поло-
сы углов динамической голограммы в растворе кра-
сителя. Воспользуемся характеристиками раствора и 
параметрами излучения, записывающего голограм-
му, взятыми из работ [9] и [12]: 0 2,4Lα = , 

5 11,1 10k см−= ⋅ , мрад10 =θ  и 11 =ξ , 2 0,1ξ = . При 
условии, что толщина нелинейного слоя является 
оптимальной, ширина полосы углов такой динами-
ческой голограммы будет 1,38 градθ∆ = . 
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Abstract 

The paper investigates the angular dependence of diffraction efficiency of a dynamic 

hologram in a dye solution generated by a three- and four-level term scheme, taking into 

account the reference wave divergence. An expression is obtained that relates the band width 

of angles of a dynamic hologram to its optimal thickness and the reference wave angular 

divergence, the limits of the expression application are determined. 
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