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Аннотация 
В статье рассматривается возможность применения прямого и спектрального аппроксима-
ционных методов для определения толщины древовидных объектов. Проводится исследо-
вание нескольких математических моделей профиля протяженных объектов. Также произ-
водится исследование точности оценивания параметров толщины синтезированных и ре-
альных объектов. 

Введение 
Существует большой класс изображений, со-

держащих древовидные объекты. К числу таких 
изображений относятся различные диагностические 
изображения: кровеносных сосудов, дорожных се-
тей, речных систем и др. (рис. 1). 

   
  а) б)  в) 

  
 г) д) 
Рис. 1. Изображения древовидных объектов: 

 а) коронарные сосуды; б) сосуды глазного дна;  
в) аэрофотосъемка сети дорог;  

г) фотоснимок электрического разряда; 
 д) вид из космоса дельты реки 

Древовидные объекты можно определить как 
совокупность объектов двух типов: объектов-ветвей 
и объектов-узлов. Ветвь – объект, характеризую-
щийся геометрическим местом точек трассы и рас-
пределением толщины ветви вдоль нее. Узел – объ-
ект, характеризующийся количеством исходящих из 
него ветвей и точкой пересечения их трасс.  

Существует большое количество методов оце-
нивания параметров древовидных структур, в част-
ности параметров толщины [1, 4, 5]. Большинство 
методов основано на использовании различных мо-
делей профилей интенсивности, при этом парамет-
ры древовидных структур оцениваются на основе 
параметров модели. Целью настоящей работы явля-
ется разработка прямого и спектрального методов 
аппроксимации древовидных объектов для оценки 
их параметров толщины, а также разработка и ис-
следование различных моделей профилей.  

1. Математические модели  
яркостного сечения сосудов 

В работе производится исследование изобра-
жений, содержащих древовидные объекты [1] (рис. 2).  

 
Рис. 2. Модель древовидного объекта 

Основными характеристиками узлов древо-
видных объектов являются количество исходящих 
из узла ветвей, точки пересечения и направления 
трасс ветвей, входящих в узел. Основной параметр 
характеризующий трассу – толщина ветви. 

Профилем яркостного сечения сосудов называ-
ется вектор отсчетов изображения фиксированной 
длины N (рис. 3б). Значения этого вектора соответ-
ствуют значениям яркости точек на диагностиче-
ском изображении (рис. 3а), по которым проходит 
дискретный отрезок толщиной в одну точку. 

Протяженным объектом на изображении на-
зывается область изображения, средняя яркость ко-
торой значительно отличается от средней яркости 
изображения. При этом продольные размеры облас-
ти в несколько раз больше поперечных. 

Как следует из определения толщины ветвей 
древовидных объектов, сечение объекта на изобра-
жении должно быть перпендикулярно трассе ветви 
(рис. 4). Длину отрезка сечения необходимо выби-
рать таким образом, чтобы она была больше толщи-
ны исследуемого объекта. При этом отрезок должен 
пересекать только один объект. Значения яркости 
нормализуются по действительной шкале от 0 до 1.  
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а)  

б)  
Рис. 3. Изображение яркостного сечения 

а) профиль на изображении, 
б) график значений отсчетов 

2. Модели профиля объекта 
На рис. 4 показаны изображения различных 

объектов и яркостные сечения.  

a)   
 

б)   
 

в)   
Рис. 4. Яркостные сечения изображений 
Для определения параметра толщины объекта 

предлагается три различных модели яркостного 
профиля. 

Модель 1. Функция Rect: 
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где xc – координата центра скачка яркости; Fmax – 
максимальная яркость скачка; Fmin – средняя яр-
кость фона. 

Модель 2. Функция Гаусса: 
2
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где D – искомая толщина. 
 

Модель 3. Дробно-рациональная функция [5] 
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Здесь D – величина, пропорциональная иско-
мой толщине. Значения величин A и B определяются 
соотношением: A-B=1.  

На рис. 5 показаны графики различных моде-
лей сечений. 

 
Рис. 5. Математические модели,  

приведенные к одному параметру толщины 

3. Методы оценивания параметров  
толщины объекта 

3.1. Аппроксимационные методы 
В основе аппроксимационных методов лежит 

следующая идея: в начале из исследуемого изобра-
жения выделяется профиль исследуемого объекта. 
Этот профиль должен быть перпендикулярен трассе 
ветви. Далее производится аппроксимация этого од-
номерного профиля (прямой метод) либо его спек-
тра (спектральный метод).  

Достоинством аппроксимационных методов 
является их высокая точность и помехоустой-
чивость. Недостатком аппроксимационных методов 
является необходимость точного указания сечения, а 
также вычислительная сложность. 

3.2. Спектральный анализ моделей  
яркостного сечения 

В основе спектрального метода лежит преобра-
зование Фурье. Для оценки толщины используются 
модели Rect (4, 5) и Гаусса (6, 7). На стадии аппрок-
симации производится аппроксимация дискретного 
спектра (5,7) непрерывным спектром дискретной 
последовательности (4, 6). 
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где D – искомая толщина. 

3.3. Спектральный анализ смещенного профиля 
Для исключения влияния фазового множителя, 

образующегося при сдвиге последовательности,, ап-
проксимация будет производиться по квадрату мо-
дуля спектра. 

4. Алгоритм определения параметров толщины 

4.1. Спектральный алгоритм 
В процессе исследовании метода был получен 

алгоритм, состоящий из двух основных стадий: 
предварительной обработки и аппроксимации спек-
тра профиля. 

Исходный профиль – профиль объекта, выде-
ленный непосредственно с изображения древовид-
ной структуры. 

Модифицированный профиль – формируется на 
этапе предварительной обработки исходного про-
филя объекта. Для этого производится повышение 
контрастности профиля и дополнение его нулевыми 
отсчетами, необходимыми для получения отсчетов 
спектра с необходимой точностью. На стадии пред-
варительной обработки также производится, если 
это необходимо, медианная фильтрация. 

В результате предварительной обработки по-
лучается профиль, нормированный от 0 до 1, с чис-
лом отсчетов, кратным степени 2. 

4.2. Формирование оценки спектра профиля 
На следующей стадии с помощью быстрого 

преобразования Фурье [2] вычисляется спектр 
профиля. 

В результате быстрого преобразования Фурье 
отсчетов модифицированного профиля получаем 
спектр последовательности (рис. 6). 

 
Рис. 6. Спектр яркостного сечения 

Далее производится аппроксимация получен-
ного спектра в частотной области. 

Из свойств спектра известно, что высокочас-
тотные его компоненты отвечают за шумовые со-
ставляющие сигнала. Поэтому аппроксимация про-
водилась по главному пику, который соответствует 
низкочастотной части спектра, а его ширина про-
порциональна ширине объекта. 

Аппроксимация производилась численно [3] 
путем минимизации целевой функции (8): 
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В качестве значений функций G и F в точках x 
были взяты значения аналитического спектра и ап-
проксимируемой последовательности, соответст-
венно. D – искомая толщина. 

В качестве функции G рассматриваются (5) и (7). 
Аппроксимация профиля производится по 

площади. Этим достигается отсутствие необходимо-
сти осуществлять центровку профиля. 

4.3. Аппроксимация профиля  
дробно-рациональной функцией 

Для оценки работы спектрального и прямого 
методов, а также проведения исследований в данной 
работе был реализован прямой аппроксимационный 
метод. 

Алгоритм этого метода основан на модифици-
рованном алгоритме спектрального метода, из кото-
рого исключено преобразование Фурье. 

5. Экспериментальное исследование 
5.1. Имитационное моделирование 

Для исследования работы различных алгорит-
мов оценивания толщины необходимо провести ими-
тационное моделирование тестовых изображений, 
параметры которых точно известны. При этом пара-
метры тестовых изображений (рис. 7) должны мак-
симально соответствовать реальным изображениям.  

В качестве тестового объекта предлагается ис-
пользовать прямолинейные участки ветвей древо-
видных объектов. Их толщина может быть постоян-
на или изменяться относительно положения сечения 
относительно трассы объекта. Длина должна в не-
сколько раз превосходить измеряемую толщину. 
Яркость объекта может быть различна, но при этом 
должна быть ниже средней яркости фона. 

 
Рис. 7. Модель изображения 

Фон, на который накладываются объекты, мо-
жет быть следующих трех видов и отличаться авто-
корреляционными функциями [2]: 

1) однородный, 
2) изотропный [2], 
3) биэкспоненциальный [2].  
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5.2. Устойчивость к шуму 
Оценка устойчивости аппроксимационных ме-

тодов к белому шуму производится следующим об-
разом: в начале вычисляется дисперсия и математи-
ческое ожидание исходного изображения. Далее на 
изображение накладываются различные шумы, ма-
тожидание которых равно матожиданию исходного 
изображения, а величина дисперсии определяется 
исходя из отношения сигнал / шум [2]. На основа-
нии этого строится зависимость относительной 
ошибки от отношения сигнал / шум (рис. 8): 

€| |D DD
D
−

∆ = , (9) 

где D – истинное значение толщины, €D  – значение 
толщины объекта, на изображение которого нало-
жен шум. 

Для эксперимента было смоделировано изо-
бражение объекта толщиной 20 пикселей на одно-
родном и биэкспоненциальном фоне с дисперсией 
равной 200 и коэффициентом корреляции равным 
0,49. Далее на изображения накладывался белый 
шум с различной дисперсией d . Для каждого зна-
чения дисперсии шума было проведено 100 измере-
ний относительной ошибки, из которых выбиралось 
среднее.  

Аппроксимация профиля функцией Гаусса и 
квадрата Гаусса во многом совпадают с аппрокси-
мацией функциями Sinc и Sinc2 соответственно и по-
этому на графиках не представлены. Отличие ап-
проксимаций функциями Sinc и Sinc2 состоит в том, 
что в первом случае в качестве параметра аппрок-
симации берется положительное действительное 
значение корня из аппроксимирующей функции. То 
же относится и к спектру. 

 

Рис. 8. Зависимость относительной ошибки  
от отношения сигнал / шум для объекта, 
помещенного на экспоненциальный фон 

 с дисперсией D=200 
 и коэффициентом корреляции 0,49 

На рис. 9 показана зависимость относительной 
точности измерения толщины от отношения сигнал / 
шум для коррелированного шума. В качестве адди-
тивного коррелированного шума было использовано 
биэкспоненциальное поле с дисперсией, определяе-
мой из отношения сигнал / шум и коэффициентом 
корреляции равным 0,9 и 0,6. 

а)  

б)  

Рис. 9. Зависимость относительной погрешности 
измерений толщины объекта, наложенного  

на коррелированный фон с d =200 и ρ =0,7, от 
отношения сигнал / шум для коррелированного шума 

c коэффициентом корреляции между соседними 
отсчетами равной: а) 0,9, б) 0,6 

Таким образом, в случае коррелированного 
шума более точное значение оценки толщины полу-
чается при использовании ДРФ, если же шум явля-
ется белым, то лучшие результаты дает использова-
ние функции Sinc. Кроме того, следует отметить, 
что даже в самом худшем случае относительная 
ошибка составляет порядка 1%. 

5.3. Исследование влияния гауссовского фильтра  
на точность измерений 

Для фильтрации шумов и повышении точности 
измерений может быть применен гауссовский 
фильтр. В результате была получена зависимость, 
показанная на рисунке 10. 

 
Рис. 10. Зависимость точности измерения 
толщины от радиуса размытия и отношения 

сигнал / шум 

На рис. 10 по оси d определяется значение от-
ношения сигнал/ шум. По оси R – радиус размытия 
гауссовским фильтром. По оси ∆D – значение точ-
ности.  



 

 150

В этом случае исследования показали, что мак-
симальная погрешность уменьшается и составляет 
0,8%. Что говорит о высокой устойчивости метода к 
аддитивному шуму. 

5.4. Зависимость точности измерений от фона 
Для исследования точности измерений объек-

та, наложенного на коррелированный фон, была по-
строена зависимость (рис.11) относительной ошиб-
ки от дисперсии фона для различных коэффициен-
тов корреляции фона. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 11. Зависимость относительной точности 

измерения толщины от дисперсии 
коррелированного фона для коэффициента 

корреляции, равного: 
a) 0,49; б) 0,74; в) 0,90 

 
Результаты исследований показывают что при 

относительной равномерности фона, т.е. дисперсия 
порядка 500-600 точность определения толщины 
очень высокая и практически не зависит от диспер-
сии фона, однако при сильной неравномерности фо-
на ошибка начинает сильно возрастать. 

Заключение 
Для оценки толщины древовидных объектов 

было разработано несколько различных методов 
прямой и спектральной аппроксимации древовид-
ных объектов.  

Исходя из вида профиля сечения объекта, были 
выбраны три модели аппроксимации: функциями 
Rect, Гаусса и дробно-рациональной. Особенность 
алгоритма аппроксимации спектра профиля заклю-
чается в том, что возможно производить аппрокси-
мацию квадрата модуля спектра, этим достигается 
инвариантность к сдвигу исходного профиля, а так-
же при аппроксимации главного лепестка спектра 
устраняется влияние высокочастотных помех. Ап-
проксимация спектра производилась функцией Sinc 
и функцией Гаусса. 

В ходе исследований было установлено, что 
разработанные алгоритмы имеют очень высокую 
точность и устойчивость к различным искажениям. 
Разработанные алгоритмы могут быть применены 
как составная часть системы анализа древовидных 
структур. 

Поскольку во всех рассмотренных выше алго-
ритмах первоначальное положение профиля указы-
валось вручную, то это неизбежно влекло за собой 
такие недостатки, как неверный угол между трассой 
древовидного объекта и сечением, а также необхо-
димость проведения большого количества экспери-
ментов для уяснения истинной толщины объекта. 
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