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Аннотация 

Проведено сравнение аналитического решения дифракции непараксиального гауссова 
пучка на круглом цилиндре с быстрым итеративным алгоритмом расчета. Рассчитаны си-
лы давления, оценена эффективность оптического захвата круглого диэлектрического ци-
линдра с помощью гауссова пучка с острой фокусировкой в двумерном случае. 

Введение 
В [1, 2] рассмотрена дифракция непараксиально-

го гауссова пучка на круглом диэлектрическом ци-
линдре. При этом центр круга может не совпадать с 
центром перетяжки цилиндрического гауссова пуч-
ка. Приведены аналитические формулы, описываю-
щие напряженность электрического и магнитного 
полей дифракции в виде рядов по цилиндрическим 
функциям Бесселя и Ханкеля. В [3-7] получены об-
щие выражения для силы давления света на трех-
мерный диэлектрический объект, основанные на 
электромагнитном тензоре Максвелла [3]. Сила дав-
ления электромагнитной волны на диэлектрический 
объект выражается через интеграл по поверхности, 
охватывающей это тело, от квадратичной комбина-
ции проекций векторов напряженности электриче-
ского и магнитного полей. Поэтому чтобы рассчи-
тать силу давления света требуется решить задачу 
дифракции света на объекте. 

В [8, 9] был предложен быстрый итеративный 
метод расчета дифракции двумерной электромаг-
нитной волны с TE- и TM-поляризациями на ди-
электрическом бесконечно-протяженном цилиндре с 
произвольной формой сечения. В двухмерной по-
становке мощность падающего на объект света рас-
считывается как линейная плотность, то есть мощ-
ность цилиндрического пучка света на единицу 
длины цилиндра. Также рассчитывается и сила дав-
ления света на цилиндр, как сила на единицу длины 
цилиндра. 

В данной работе проведено численное сравнение 
двух методов расчета дифракции ТЕ-волны на круг-
лом диэлектрическом цилиндре – аналитического 
[1, 2] и итеративного [8, 9]. Получены условия, при 
которых оба метода отличаются не более чем на 1%. 
Кроме этого показано, что при увеличении смеще-
ния центра круглого цилиндра из центра перетяжки 
гауссова пучка растет число ненулевых членов ряда, 
которые должны быть учтены в аналитическом рас-
чете, чтобы сохранить точность решения. 

Также в работе показана возможность оптиче-
ского захвата цилиндрическим непараксиальным га-
уссовым пучком с радиусом перетяжки, равным по-
ловине длины волны, круглого диэлектрического 
цилиндра с диаметром, равным длине волны, и ди-
электрической проницаемостью, равной 2. 

1. Расчет поля дифракции и силы давления света 
на диэлектрический цилиндр 

Для расчета сил, действующих на объект со сто-
роны света, необходимо рассчитать все компоненты 
электрического и магнитного полей дифракции ла-
зерного излучения на этом объекте. В частности для 
двумерного случая с ТЕ-поляризацией необходимо 
рассчитать электрическую компоненту xE  и маг-
нитные компоненты yH , zH . 

Далее рассмотрим быстрый итеративный алго-
ритм расчета поля дифракции и расчет аналитиче-
ским методом с разложением по цилиндрическим 
волнам. Рассчитанные поля дифракции затем под-
ставим в расчет силы давления света на двумерный 
объект. 

1.1 Итеративный алгоритм 
В [8] описан итеративный метод расчета ди-

фракции произвольной электромагнитной волны, 
удовлетворяющей уравнению Гельмгольца, на ци-
линдрических диэлектрических микрообъектах с 
произвольной формой сечения (ТЕ-поляризация). 
Ядром итеративного алгоритма является уравнение 
Фредгольма второго рода: 
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где ( , )z y S∈ ; 1nE +  и nE  – амплитуда электрическо-
го поля внутри области S на (n+1)-ом и n-ом шагах 
итераций; γ  – постоянная релаксации алгоритма, 
которая регулирует скорость его сходимости, 
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 – волновое число света, ε  - 

диэлектрическая проницаемость цилиндра, 
( , ) Sξ η ∈  – декартовы координаты внутри объекта, 

(1)
0 ( )H x  – функции Ханкеля 1-го рода нулевого по-

рядка. В качестве начального приближения можно 
брать падающее поле: 

1 0( , ) ( , )xE x y E x y= . (2) 

Данный алгоритм сходится при условии 
4kdε ≤ π , где d – диаметр сечения цилиндра. Для 

моделирования оптического захвата цилиндриче-
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ских микрообъектов можно воспользоваться анали-
тическим решением дифракции гауссова пучка. 

1.2. Аналитическое решение задачи дифракции 

 
Рис. 1. Схема падения гауссова пучка  

с фокусом в точке (- 0Z , 0Y ) на круглый цилиндр  
с центром в точке (0;0) 

Следуя [2], рассмотрим дифракцию двумерного 
непараксиального гауссова пучка на круглом одно-
родном цилиндре (рис. 1). Для случая ТЕ-
поляризации, когда (Ex, Hy, Hz) – отличны от нуля, 
напряженность электрического поля для непаракси-
ального гауссова пучка можно записать в виде: 
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Напряженность электрического поля вне цилин-
дра равна сумме рассеянного и падающего полей: 
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 - волновое число в среде с диэлек-

трической проницаемостью 1ε . 
Связь между проекциями yH , zH  и xE  следует 

из уравнений Максвелла: 
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1.3 Сила давления света на объект 
Сила, действующая на объект со стороны па-

дающего поля, рассчитанная в общем случае с по-
мощью электромагнитного тензора Максвелла [9] в 
2D случае, может быть вычислена интегрированием 
по контуру S  вокруг объекта: 
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где 0ε  – диэлектрическая постоянная,  
2
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⋅
 (в системе СИ). 

2. Численное моделирование 
Исследуем работоспособность итеративного и 

аналитического методов расчета дифракции элек-
тромагнитной волны на микрообъектах. Далее, на 
основании результата вычислений поля дифракции 
электромагнитной волны на микрообъекте, рассчи-
таем силу давления света на этот микрообъект. 

2.1. Сравнение итеративного  
и аналитического расчетов. 

  
а)   б) 

Рис. 2. а) Амплитуда Ex поля дифракции 
непараксиального гауссова пучка на цилиндре,  
б) модуль проекции вектора Умова-Пойнтинга  

на ось распространения света Z.  
Параметры: длина волны λ =1 мкм, диаметр круглого 
цилиндра d=1 мкм, диэлектрическая проницаемость 
цилиндра ε =2, среды 1ε =1, все поле 1,5×1,5 мкм,  

цилиндр помещен в центр перетяжки 
 с радиусом σ =0,5 мкм 

На рис. 2 представлено поле дифракции, рассчи-
танное по формуле (5). СКО между данным решени-
ем и расчетом картины дифракции при помощи ал-
горитма, описанного в [8], составляет 0,08% при па-
раметрах: длина волны λ =1 мкм, диаметр круглого 
цилиндра d=1 мкм, диэлектрическая проницаемость 
цилиндра ε =2, среды 1ε =1, все поле 1,5x1,5 мкм, 
256x256 отсчетов, объект помещен в центр перетяж-
ки с радиусом σ =0,5 мкм, количество коэффициен-
тов ряда N=8. Вектор Умова-Пойнтинга рассчитыва-
ется по формуле: 

2
0S c E H⎡ ⎤= ε ×⎣ ⎦  (10) 

а его проекция на ось распространения света Z будет 
равна: 

2
0z x yS c E H= ε . (11) 
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На рис. 3 приведены те же поля для цилиндра, 
смещенного на 0,25 мкм (вверх) по оси Y из пере-
тяжки. По картине модуля проекции вектора Умова-
Пойнтинга на ось распространения света хорошо 
заметно, что энергия в пучке отклоняется в сторону 
смещения цилиндра. 

  
а)   б) 

Рис. 3. а) амплитуда Ex поля дифракции  
непараксиального гауссова пучка на цилиндре,  
б) модуль проекции вектора Умова-Пойнтинга  

на ось распространения света Z. Параметры те же,  
что и на рис. 2, цилиндр смещен на L=0,25 мкм по оси Y 
Точность расчета поля дифракции аналитиче-

ским методом зависит от количества коэффициентов 
ряда nC  (4). Зависимость невязки δ  между ампли-
тудами электрических полей, полученных при по-
мощи итеративного алгоритма и по формуле (5), от 
количества коэффициентов показана на рис. 4, рас-
считываемая по формуле: 
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∑
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Рис. 4. Зависимость невязки δ  между амплитудами  

поля Ex, рассчитанного итеративным и аналитическим 
методами, от количества коэффициента nC  ряда (5) 

Количество коэффициентов ряда nC  изменяется 
от -3..3 до -9..9, остальные параметры моделирова-
ния те же, что и для рис. 2. 

Диапазон параметров, при которых поле ди-
фракции рассчитывается корректно у аналитическо-
го метода шире, чем у итеративного алгоритма. Од-
нако аналитический метод дает погрешность при 
расчете дифракции гауссова пучка на цилиндре, на-
ходящегося в теневой области. На рис. 5 представ-
лен график зависимости невязки δ  между итера-

тивным и аналитическим методами расчета дифрак-
ции от смещения круглого цилиндра вдоль 
вертикальной оси Y (рис. 1) по линии, проходящей 
точно через перетяжку (Z=0). 

а) 

 

б) 

 
Рис. 5. Зависимость невязки δ  между амплитудами 
электрических компонент электромагнитной волны, 

рассчитанных итеративным и аналитическим методами. 
В аналитическом методе бралось:  

а) N=7 коэффициентов; б) N=9 коэффициентов 
Как можно увидеть из рис. 5, невязка сильно 

возрастает при смещении цилиндра из фокуса в те-
невую область. Однако это можно исправить взяти-
ем большего количества коэффициентов nC . Такая 
необходимость взятия большего количества коэф-
фициентов nC  возникает из-за смещения значимых 
для расчета больших по модулю коэффициентов nC  
от 0-го номера в сторону больших номеров, что 
проиллюстрировано на рис. 6. 

На рис. 6а, б изображена зависимость модуля ко-
эффициентов nC  от номера n. Как видно из графи-
ков, при взятии того же количества коэффициентов 
и смещении цилиндра в вычислении принимают 
участие не все значимые коэффициенты, что дает 
увеличение погрешности расчетов. 

Зависимость невязки δ  между картинами ди-
фракции, рассчитанными итеративным и 
аналитическим методами, от смещения вдоль оси 
Z дает иную картину. Так, на рис. 7 можно 
увидеть, что невязка незначительно возрастает 
при смещении цилиндра из фокуса вдоль оси 
распространения света на большее смещение, чем 
вдоль оси Y. Параметры вычислительного 
эксперимента те же, что и для рис. 2. 

Это объясняется другой зависимостью коэффи-
циентов nC  от смещения, отображенной на рис. 8. 
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а) 

 

б) 

 
Рис. 6. Зависимость модуля коэффициента nC   
от номера n: а) цилиндр совпадает с фокусом  
гауссова луча, б) цилиндр смещен из фокуса  

гауссова пучка на L=1 мкм по оси Y 

 
Рис. 7. Зависимость СКО между амплитудой Ex  
поля дифракции, рассчитанного итеративным  

и аналитическим методами, от смещения L цилиндра 
вдоль оси Z через фокус при Y=0 

 
Рис. 8. Зависимость модуля коэффициентов nC  от 

номера n. Перетяжка смещена от цилиндра по оси Z на 
расстояние L=-1,56 мкм 

Как видно из рис. 8, ширина полосы значимых 
коэффициентов nC  расширяется при смещении пе-

ретяжки из центра координат (и от центра цилинд-
ра), и, чтобы это компенсировать, необходимо брать 
тем больше коэффициентов nC , чем дальше смеще-
на перетяжка гауссова пучка. В данном примере 
(рис. 8) взятие коэффициентов nC  от -9 до 9 дает 
невязку δ  между амплитудами Ex, рассчитанных 
аналитическим и итеративным методами, порядка 
1% (рис. 7). 

Взятие большего количества коэффициентов nC  
сопряжено с увеличением вычислительной сложно-
сти и, следовательно, с увеличением временных за-
трат на расчет поля дифракции. Так, например, рас-
чет поля дифракции размером 5x5 мкм (256x256 от-
счетов) при параметрах: длина волны λ =1 мкм, 
диэлектрическая проницаемость среды 1ε =1, ди-
электрическая проницаемость цилиндра ε =2, диа-
метр цилиндра d=1 мкм (перетяжка расположена в 
центре координат) аналитическим методом при взя-
тии коэффициентов nC  от -7 до 7 требует 40 секунд 
для компьютера с ЦП Celeron 1000, СКО между ам-
плитудами Ex, рассчитанными аналитическим и 
итеративным методами составляет 0,038%. Расчет 
поля дифракции в том же случае, но при располо-
жении перетяжки в координатах (Z=–1,56 мкм, 
Y=0 мкм) и взятии коэффициентов nC  от -13 до 13 
требует 19 минут 53 секунды, невязка δ  между 
амплитудами Ex, рассчитанными аналитическим и 
итеративным методами составляет 0,077%. 

2.2 Расчет силы давления 
На рис. 9. приведен пример графиков зависимо-

сти проекций силы, действующей на круглый ци-
линдр со стороны гауссова пучка, вдоль осей Y, Z от 
смещения цилиндра по тем же осям, из которых 
видна возможность «захвата» объекта лазерным из-
лучением в оптическую ловушку.  

а
) 

 

б
) 

Рис 9. Зависимость проекций силы,  
действующей на цилиндр, от его смещения  

вдоль той же оси: а) вдоль оси Z; б) вдоль оси Y 
Параметры моделирования: все поле размером 

5x5 мкм, 256x256 отсчетов, длина волны λ =1 мкм, 
диэлектрическая проницаемость среды 1ε =1, ди-
электрическая проницаемость цилиндра ε =1,3, 
диаметр цилиндра d=1,5 мкм, радиус перетяжки в 
фокусе σ =0,5 мкм. Линия смещения объекта на 
обоих графиках проходит через центр перетяжки. Из 
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рис. 9 видно, что сила, действующая на микроци-

линдр, равна по порядку величины 1010 H
м

−  при 

мощности лазера гауссова пучка 100 мВт
м

. 

Из рис. 9 видно, что при смещении в любом 
направлении из фокуса гауссова пучка сила дей-
ствует на частицу в направлении, противополож-
ном смещению. Проекция силы вдоль оси Z скла-
дывается из градиентной и рассеивающей сил 
[10]. Градиентная сила всегда направлена в мак-
симум интенсивности излучения, а рассеивающая 
– вдоль оси распространения света. Поэтому 
центр захвата частицы не совпадает с геометриче-
ским центром перетяжки гауссова пучка, и воз-
можность захвата определяется балансом между 
рассеивающей и градиентной составляющими 
проекциями силы вдоль оси Z. 

На рис. 10 представлен график зависимости эф-
фективности захвата Q от смещения вдоль осей Y, Z, 
рассчитываемой по формуле: 

cFQ
nP

= , (13) 

где с – скорость света в вакууме, F – сила, дейст-
вующая на объект, n = ε  – показатель преломле-
ния объекта, P – мощность излучения лазера.  
 

а) 

 

б) 

 
Рис. 10. Графики зависимости эффективности захвата 

вдоль оси от смещения вдоль той же оси:  
а) ось распространения света Z; б) ось Y 

 
В случае силы, направленной вдоль рассматри-

ваемой оси, Q>0, и Q<0 в обратном случае, что по-
казывает возможность оптического «захвата» час-
тицы. Физический смысл эффективности захвата – 
это часть излучения, пошедшего на создание силы, 
действующей на частицу. 

Заключение 
В работе получены следующие результаты: 

− проведено сравнение точности расчета дифрак-
ции гауссова пучка на диэлектрических микро-
объектах аналитическим и итеративным метода-
ми (рис. 4, 5, 7) 

− Рассмотрено влияние количества взятых для рас-
чета коэффициентов nC  на точность расчета по-
ля дифракции при смещении объекта из центра 
перетяжки непараксиального гауссова пучка 
вдоль осей Y (рис. 5) и Z (рис. 7) 

− оценена эффективность захвата диэлектрическо-
го цилиндра отдельно для смещения вдоль осей 
Y и Z (рис. 10) по формуле (10). 
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Abstract: 

The analytical solution of diffraction of a nonparaxial Gaussian beam on a round cylinder is 

compared with a fast iterative calculation algorithm. The pressure forces are calculated, and the 

efficiency of optical capture of a circular dielectric cylinder is estimated using a Gaussian beam 

with sharp focusing for the two-dimensional case. 
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