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Аннотация 

В работе предложен способ параллельной реализации вычислений с гиперкомплексными 
числами в многомерном пространстве. В частности, предложен параллельный алгоритм вы-
числения многомерного дискретного гиперкомплексного преобразования Фурье (ГДПФ).  

Введение 

В работе [1] было дано определение многомер-
ного ГДПФ вещественного сигнала: 
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предложены и исследованы алгоритмы параллель-
ного вычисления этого преобразования в двумерном 
случае. Однако, во-первых, существует интерес к 
вычислению ГДПФ больших размерностей [2], [3], 
[4], а, во-вторых, проблема эффективных вычисле-
ний с гиперкомплексными числами не ограничива-
ется быстрой реализацией ГДПФ [5, 6, 7, 8].  

Таким образом, в статье рассматривается много-
мерная гиперкомплексная алгебра и способ парал-
лельной реализации вычислений с элементами этой 
алгебры, основанный на ее структуре. Затем предла-
гается параллельный алгоритм многомерного 
ГДПФ, использующий разработанный способ вы-
числений.  

Многомерная гиперкомплексная алгебра 
Ниже приводятся некоторые сведения о структу-

ре рассматриваемой многомерной гиперкомплекс-
ной алгебры (см., например, [9]). 

Определение. Коммутативно-ассоциативной ги-
перкомплексной алгеброй dB  будем называть 

2d -мерную R -алгебру с базисом: 
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где 0 11,i i iε = ε = ε . Закон умножения базисных 
элементов алгебры индуцирован следующим прави-
лом преобразования произведений базисных эле-
ментов пространстваV : 

2, , , , 1.i j j i i i ii j Iε ε = ε ε ε = β ∈ β = ±  

Произвольный элемент Bdg ∈  записывается в 
виде:  
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В этой гиперкомплексной алгебре операция сложе-
ния выполняется покомпонентно. Умножение опреде-
ляется правилами умножения базисных элементов: 

( ), , ,t tE E t E t Tτ ⊕τ= Ψ τ ∀ τ∈ , 

где ⊕  – поразрядное сложение по модулю 2, 
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Доказательство приведенных соотношений может 
быть найдено, например, в [9]. Ниже мы будем рас-
сматривать 2d -мерную гиперкомплексную алгебру 
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которая может быть представлена в виде прямой 
суммы комплексных алгебр.  

В этом случае существует, по крайней мере, один 
элемент iα , которому соответствует 1iβ = − . Далее, 
без потери общности, будем считать, что 1 1β = −  и 

1iβ =  для остальных значений i I∈ .  
Как показано в [9], такая структура обеспечивает 

наименьшее количество вещественных операций 
необходимых для выполнения умножения и сложе-
ния элементов алгебры dB . Кроме того, в этом слу-
чае существует возможность синтеза эффективного 
алгоритма распараллеливания арифметических опе-
раций над элементами алгебры. 

Параллельные вычисления в алгебре dB  

В работе [1] предложен алгоритм вычислений в 
четырехмерной гиперкомплексной алгебре 2B  с рас-
параллеливанием операции умножения на 2 ветви. 

Пусть произвольный элемент Bdg ∈  определя-
ется соотношением (2). Разобьем множество 
{ }t t TE ∈  на две части: t T ′∈ , если tE  не содержит 

сомножителя 1ε , и t T ′′∈  в противном случае. При 
выбранном способе нумерации элементов первое 
подмножество будет содержать tE  для четных t, а 
второе – для нечетных. Введем замену переменных: 

0 0=U A E , 1 1=U A E , (3) 

где 

{ }0 t t TE ′∈=E , { }1 t t TE ′′∈=E , 
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Каждая строка и каждый столбец матрицы A содер-
жат ровно 2d-2 отрицательных чисел из 2d-1 значений. 

Правило умножения новых базисных элементов 
записывается в виде: 
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где 12dp −= . Заметим, что многие произведения 
равны нулю. Это позволяет нам представить произ-
ведение двух произвольных элементов алгебры Bd 
следующим образом: 
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так как остальные слагаемые будут включать произ-
ведение 0j ku u = .  

Таким образом, произведение двух произволь-
ных элементов алгебры Bd сводится к p независи-
мым произведениям, каждое из которых требует 
трех вещественных умножений и трех веществен-
ных сложений (по аналогии с умножением ком-
плексных чисел). 

В таком представлении вычисления могут быть 
распараллелены на p независимых ветвей, не тре-
бующих обмена данными. Так как замена перемен-
ных линейна, сложение остается покомпонентным. 

Можно показать, что для произвольного Bdg∈  
переход к новому представлению требует 14d−  ве-
щественных сложений. Однако для вещественных и 
комплексных чисел не требуется выполнения каких-
либо нетривиальных арифметических операций. 
Обратный переход к исходному представлению так 
же требует 14d−  вещественных сложений. 

Пример 1: d=2. См. [1]. 
Пример 2: d=3. Произвольный элемент восьми-

мерной гиперкомплексной алгебры 3B  имеет вид: 
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где 2
1 1ε = − , 2 2

2 3 1ε = ε = . Замена переменных выгля-
дит следующим образом: 

0 2 3 2 31u = + ε + ε + ε ε ,  
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2 2 3 2 31u = − ε + ε − ε ε ,  
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Правила умножения новых базисных элементов 
приведены в Таблице 1. 

Таблица 1. Правило умножения  
базисных элементов (d =3) 

 0u  1u  2u  3u  4u  5u  6u  7u  

0u
 

04u
 

0 0 0 44u  0 0 0 

1u 0 14u 0 0 0 54u  0 0 

2u
 

0 0 24u 0 0 0 64u  0 

3u
 

0 0 0 34u 0 0 0 74u  

4u
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0 0 0 04u−  0 0 0 
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0 54u 0 0 0 14u−  0 0 
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0 0 64u 0 0 0 24u− 0 
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0 0 0 74u 0 0 0 34u−
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достаточно независимо вычислить четыре произве-
дения: 

( )( )0 0 4 4 0 0 4 4x u x u y u y u+ + , 

( )( )1 1 5 5 1 1 5 5x u x u y u y u+ + , 

( )( )2 2 6 6 2 2 6 6x u x u y u y u+ + , 

( )( )3 3 7 7 3 3 7 7x u x u y u y u+ + . 

Главным достоинством предложенного способа 
распараллеливания вычислений является сущест-
венное снижение вычислительной сложности ариф-
метических операций в алгебре Bd  по сравнению с 
оценками работы [9]: 
− сложения гиперкомплексных чисел в 2d-1 раз; 
− умножения  - в ( )12 2 1 3d d− +  раз. 
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Таким образом, представленный способ позволя-
ет нам распараллелить любой линейный алгоритм 
обработки многомерных сигналов с небольшим ко-
личеством дополнительных операций и высокой 
эффективностью. 

Параллельный алгоритм ГДПФ 
Рассмотрим преобразование (1). Известно, что 

алгоритмы быстрого преобразования Фурье, постро-
енные по аналогии с многомерно схемой Кули-
Тьюки, требуют только операций сложения и умно-
жения. В данном случае нам необходимо опериро-
вать с гиперкомплексными числами. Структура бы-
строго алгоритма ГДПФ [9] такова, что позволяет 
нам полностью разделить вычисления на 2d-1 неза-
висимых ветвей с использованием представления 
(3)-(4). В этом случае алгоритм ГДПФ будет состо-
ять из следующих основных шагов. 
Шаг 1. Переход от исходного представления (2) к 
представлению (3)-(4) (тривиально, так как входные 
данные вещественные, а корни kw  – комплексные). 
Шаг 2. Распределение данных по 2d-1 процессорам. 
Шаг 3. Вычисление преобразования (1) на каждом 
процессоре с использованием алгоритмов типа Ку-
ли-Тьюки [9]. 
Шаг 4. Реконструкция гиперкомплексного спектра. 

Одним из достоинств такого алгоритма (в дополне-
ние к указанным в предыдущей части) является сохра-
нение важнейшего качества последовательного алго-
ритма - использования свойств симметрии гиперком-
плексного спектра вещественного сигнала (см., напри-
мер, [9]). Однако использование симметрии требует 
обмена данными между процессорами, что несколько 
снижает общую эффективность распараллеливания. 

Дополнительные возможности для снижения 
времени вычисления преобразования, по-
прежнему, могут быть найдены во внутреннем па-
раллелизме многомерной схемы Кули-Тьюки. На 
шаге 3 описанного алгоритма может быть выпол-
нено дополнительное распараллеливание каждой 
ветви на 2d процессоров. Однако, как показывают 
исследования, этот способ обладает низкой эф-
фективностью [1], и применять его следует только 
в том случае, если снижение времени вычисления 
более актуально, чем эффективность использова-
ния вычислительных мощностей. 

В работе [1] нами было показано, что в случае 
d=2 эффективность распараллеливания ГДПФ за 
счет структуры алгебры составляет около 90%, а 
эффективность дополнительного распараллеливания 
в рамках схемы Кули-Тьюки составляет 60-75%. Для 
сравнения отметим, что эффективность параллель-
ных алгоритмов классического дискретного преоб-
разования Фурье составляет от 20% до 60% (см., на-
пример, [10], [11]). 

Заключение 
В статье рассмотрен метод распараллеливания 

вычислений в многомерной гиперкомплексной ал-
гебре достаточно общего вида.  

Метод основан на особенностях структуры ал-
гебры, а именно, на ее изоморфности прямой сумме 
комплексных алгебр. Главное достоинство - сущест-
венное снижение времени выполнения арифметиче-
ских операций над элементами алгебры. 

Предложенный подход использован для по-
строения высокоэффективного параллельного алго-
ритма гиперкомплексного дискретного преобразо-
вания Фурье. Кроме того, предложенный способ 
вычислений может быть использован для решения 
других задач многомерной обработки сигналов. 
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