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Аннотация 
Получено аналитическое выражение для дифракции в дальней зоне конической волны 

на спиральной фазовой пластинке (СФП) с произвольным целым порядком сингулярно-
сти n . Дифракция конической волны на СФП эквивалентна дифракции плоской волны на 
винтовом аксиконе. Аналитически произведено сравнение дифракции конической волны и 
Гауссового пучка на СФП. Показано, что в обоих случаях формируется световое кольцо, и 
функция интенсивности при малых значениях радиальной переменной ρ  растет пропор-
ционально 2nρ , а при больших ρ  убывает как 2 4n −ρ . 

Прямой записью электронным лучом на резисте изготовлена 32-уровневая СФП 2-го по-
рядка диаметром 5 мм. С помощью этой СФП пучок гелий-неонового лазера был преобра-
зован в пучок с фазовой сингулярностью и кольцевым распределением интенсивности. 
 

 

Введение 
Спиральная фазовая пластинка (СФП) как опти-

ческий элемент, функция пропускания которого 
пропорциональна ( )exp inϕ , ϕ  – полярный угол, 
n  – целое число (порядок СФП), впервые изготов-
лен и проанализирован в [6]. В последнее время, 
особенно в связи с оптической манипуляцией мик-
рочастицами, возрос интерес к СФП [3, 9, 10, 12, 
15, 16]. В [12] СФП диаметром несколько милли-
метров с 3n =  изготовлена и охарактеризована для 
длины волны 831 нм с помощью технологии фор-
мовки с максимальной высотой микрорелье-
фа 5 мкм. Точность изготовления рельефа поверхно-
сти СФП на полимере была очень высокой (ошиб-
ка ~3%). В [3] с помощью обычного сканирующего 
электронного микроскопа, переделанного в элек-
тронный литограф, в режиме прямой записи на не-
гативном фоторезисте SU-8 была записана СФП 
диаметром 500 мкм с 1n =  и с непрерывным про-
филем рельефа с максимальной высотой ступеньки 
1,04 мкм для гелий-неонового лазера. Сформиро-
ванная картина дифракции Гауссового пучка на 
СФП отличалась от идеальной формы «пончика» 
только на 10%. Изготовленная таким образом СФП 
была использована для оптического захвата одно-
временно 6 латексных микросфер диаметром 3 мкм 
каждая и с показателями преломления 1,59n′ = . 
В [10] те же авторы показали, что при смещении 
центра СФП от оси Гауссового пучка происходит 
формирование неосевого вихря (vortex), поперечное 
распределение интенсивности которого вращается 
вокруг оптической оси при распространении пучка. 

В [15] с помощью стандартной фотолитографиче-
ской техники с использованием четырех бинарных 
амплитудных масок (фотошаблонов) была изготовле-
на и исследована 16-уровневая и 16-секторная СФП 
для импульсного твердотельного лазера с длиной 
волны 789 нм. СФП была изготовлена на 2Si O  диа-
метром 100 мм и с максимальной высотой ступеньки 

рельефа 928 нм. В [9] с помощью прямой записи 
электронным лучом на негативном фоторезисте для 
длины волны 514 нм была изготовлена СФП диамет-
ром 2,5 мм и глубиной рельефа 1082 нм. Кроме того, 
в [9] проведен теоретический анализ дифракции Фре-
неля для плоской волны и Гауссового пучка на СФП. 
В [16] с помощью жидко-кристаллического про-
странственного модулятора света и неодимого лазера 
с удвоенной частотой и длиной волны 532 нм сфор-
мирована СФП с высоким порядком сингулярности 

80n = . Кроме того, в [16] получены аналитические 
выражения для дифракции Фраунгофера Гауссового 
пучка на СФП с большими порядками сингулярности 

1n >> . 
СФП может быть использована в качестве про-

странственного фильтра для выполнения обобщен-
ного преобразования Гильберта [6] и для повыше-
ния контраста при наблюдении фазовых объектов в 
микроскопии [4]. В [5] приведены результаты ком-
пьютерного моделирования векторной дифракции 
линейно-поляризованного света на СФП. В частно-
сти, численно рассчитано распределение интенсив-
ности в фокусе сферической линзы с числовой апер-
турой, близкой к единице, и показано, что из-за 
влияния поляризации распределение интенсивности 
по кольцу становится не симметричным. 

Кроме исследований дифракции плоской волны 
и Гауссового пучка на СФП рассматривалась также 
и дифракция конической волны на СФП. В [8] с по-
мощью полутоновой фотолитографии был изготов-
лен на низкоконтрастном фоторезисте оптический 
элемент, пропускание которого пропорционально 
произведению функции пропускания аксикона и 
СФП. Этот элемент в [8] назван трохосоном, то есть 
формирующим световую трубку. Такой оптический 
элемент иногда называют винтовым аксиконом [13]. 
Дифракция плоской волны на таком элементе тож-
дественна дифракции конической волны на СФП. 
В [7] с помощью 16-уровнего винтового аксикона 5-
го порядка диаметром 6 мм, изготовленного с по-
мощью прямой записи электронным лучом, и гелий-
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неонового лазера был осуществлен оптический за-
хват и вращение с периодом 2 сек частиц дрожжей и 
полистироловых шариков диаметром 5 мкм. 

В [2] с помощью жидко-кристаллического про-
странственного модулятора света сформированы 
конико-винтовые оптические пучки, распределение 
интенсивности которых не кольцевое, а спиральное. 

В [11] была изготовлена и исследована СФП для 
излучения с круговой поляризацией и длиной волны 
10,6 мкм. Этот оптический элемент состоял из набо-
ра пространственно-инвариантных субволновых ди-
электрических дифракционных решеток. Недоста-
ток метода в том, что (а) предполагается круговая 
поляризация падающей волны и (б) оптическая схе-
ма содержит дополнительные элементы (четверть-
волновая пластинка и поляризатор), снижающие 
дифракционную интенсивность. Кроме того, суб-
волновые дифракционные решетки для видимого 
диапазона трудоемки в изготовлении. 

В данной работе получено аналитическое выра-
жение, описывающее световое поле в фокальной 
плоскости идеальной, безаберрационной, линзы, ос-
вещенной монохроматической коническо-винтовой 
волной. Анализ полученного выражения показал, 
что в случае неограниченной коническо-винтовой 
волны в фокальной плоскости формируется свето-
вое кольцо с бесконечной интенсивностью. Ради-
альное распределение интенсивности вблизи центра 
картины дифракции пропорционально 2nr , где r  – 
радиальная координата, а n  – порядок сингулярно-
сти СФП. При больших r  интенсивность за коль-
цом спадает пропорционально 2 4n r− . В [14, 9] было 
получено аналитическое выражение для дифракции 
Фраунгофера Гауссового пучка на СФП. В данной 
работе показано, что Гауссовый пучок при дифрак-
ции на СФП в дальней зоне также формирует коль-
цо, и функция интенсивности при малых r  внутри 

кольца меняется пропорционально ( )2nwr , где w  – 
радиус перетяжки Гауссового пучка, а при больших 
r  снаружи кольца интенсивность убывает также как 
и для винтового аксикона, пропорционально 2 4n r− . 

Также в данной работе проведены эксперимен-
тальные исследования по формированию с помо-
щью СФП высококачественного трубчатого пучка с 
кольцевым распределением интенсивности. СФП 
была изготовлена по технологии прямой записи 
электронным пучком на резисте. В отличие от рабо-
ты [3] используемая технология не накладывает же-
стких ограничений на диаметр СФП. 

1. Дифракция Фраунгофера  
конической волны на СФП 

Функция пропускания винтового аксикона [8] 
имеет вид: 

( , ) exp ( ) , 0, 1, 2,...nf r i r in nθ = α + θ = ± ± , (1) 

где α  – параметр аксикона, который связан с углом 
ν  при вершине конуса с показателем преломления 
n′  и длиной волны λ  соотношением: 

2 ( ' 1)
tan( / 2)

nπ −
α =

λ ν
. (2) 

Функцию (1) можно также рассматривать, как 
комплексную амплитуду света сразу за СФП с 
функцией пропускания 

( , ) exp( ), 0, 1, 2,...θ = θ = ± ±ng r in n , (3) 

при ее освещении конической волной с углом при 

вершине 2β . В этом случае параметр конической 
волны α  будет равен 

2 sinπ β
α =

λ
. (4) 

Дифракция Фраунгофера плоской неограничен-
ной волны на винтовом аксиконе или дифракция 
конической волны на СФП описываются преобразо-
ванием Фурье от функции (1). В полярных коорди-
натах комплексная амплитуда света в дальней зоне 
дифракции будет иметь вид: 

2

0 0

( , )
2

exp cos( ) d d ,

n
ikF
f

iki r in r r r
f

∞ π

−
ρ ϕ = ×

π

⎡ ⎤
× α + θ− ρ θ−ϕ θ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

 (5) 

где 2= π λk  – волновое число, f  – фокусное рас-
стояние сферической линзы, в задней фокальной 
плоскости которой формируется картина дифракции 
Фраунгофера. 

Уравнение (5) после преобразований можно за-
писать в виде: 

2

0

( )( , ) exp ( )

d exp ( ) ( )d ,
d

n

n

n

i kF in
f

ki r J r r
f

+

∞

−
ρ ϕ = ϕ ×

× α ρ
α ∫

 (6) 

где ( )nJ x  – функция Бесселя n -го порядка первого 
рода. На основе справочного интеграла [1] можно 
получить следующее выражение: 
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 (7) 
Применив (7) к уравнению (6), получим явное 

выражение для комплексной амплитуды дифракции 
Фраунгофера конической волны на СФП: 
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 (8) 

где k fρ = ρ . Из уравнения (8) следует, что при 
0n =  простое выражение для дифракции Фраунго-

фера плоской волны на обычном аксиконе: 

( )

( )

3 / 22 2

3 / 22 2

, ,

( )
, .

n
kF

if

α⎧ α < ρ⎪
ρ −α⎪−

ρ = ⎨ − α⎪ α > ρ
⎪ α − ρ⎩

 (9) 

Из уравнений (8) и (9) видно, что амплитуда 
( ),nF ρ ϕ  имеет особенность при α = ρ . Это означа-

ет, что на расстоянии от центра Фурье-плоскости, 
равном 0 f kρ =α , формируется световое кольцо с 
бесконечной плотностью энергии, но конечной ши-
рины. Под шириной кольца с бесконечной интен-
сивностью можно понимать расстояние по радиусу 
между двумя точками, в которых интенсивность 
равна, например, единице (если интенсивность вы-
ражать безразмерной величиной). Из уравнения (8) 
следует выражение для интенсивности 
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2
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ρ −α⎪
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 (10) 

Для нахождения ширины кольца приравняем ин-
тенсивность к некоторому значению 0I  и найдем из 
(10) при 0n =  два числа 1ρ  и 2ρ , которые равны 
внешнему и внутреннему радиусам кольца: 

1/ 22 / 3
2

1,2
f k
k f

⎡ ⎤⎛ ⎞α
ρ = α ±⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. (11) 

Полная ширина кольца по спаду интенсивности 
до уровня ( )0 0I Iρ =  равна 1 2ρ + ρ  и увеличивается 
с ростом параметра аксикона α . Заметим, что при 

( )1 2k fα <  внутренний радиус кольца становиться 
нулевым или отрицательным. Это связано с тем, что 
на оптической оси при 0ρ =  интенсивность стано-

вится больше единицы, ( )0 00I Iρ = > . Действитель-
но, из уравнения (10) при 0ρ =  следует: 

2

2

0 , 0 ,

( 0)
, 0 .n

n

I k n
f

≠⎧
⎪

ρ = = ⎨⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎪ α⎝ ⎠⎩

 (12) 

Из уравнения (12) видно, что для винтового ак-
сикона ( 0n ≠ ) в центре Фурье-плоскости ( 0ρ = ) 
при любом α  будет наблюдаться нулевая интенсив-
ность, ( )0 0nI = . 

Найдем функцию, описывающую интенсивность 
на внутренней стороне кольца, при ρ , стремящемся 
к нулю. Из уравнения (10) при α >> ρ  получим: 

2 2 2

4

( 1)( )
4

n

n n

k nI
f

⎛ ⎞ ρ +⎛ ⎞ρ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α⎝ ⎠⎝ ⎠
. (13) 

Из уравнения (13) видно, что если стремить к ну-
лю одновременно и иα ρ , но так, чтобы их от-
ношение /α ρ  оставалось постоянным, то получим: 

4( 0, 0) .nI −ρ → α→ ≈ α  (14) 

Из уравнения (14) следует, что интенсивность 
вблизи центра Фурье-плоскости 0ρ =  при 0α →  
будет стремиться к бесконечности, но в самой цен-
тральной точке ( 0ρ = ) интенсивность будет оста-
ваться нулевой, ( 0) 0nI ρ = = , при любом малом α . 

Из уравнения (13) также видно, что вблизи центра 
Фурье-плоскости интенсивность будет расти к беско-
нечности пропорционально радиусу в степени 2n : 

2

( ) ,
n

nI ρ⎛ ⎞ρ ≈ ρ << α⎜ ⎟α⎝ ⎠
. (15) 

Из уравнения (10) следует также, что функция 
интенсивности на внешней стороне кольца при 
α << ρ  спадает с увеличением радиальной пере-
менной ρ следующим образом: 

2

2( ) .⎛ ⎞
ρ ≈ ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

n
fnI

k
 (16) 

Из уравнения (16) видно, что поведение функции 
интенсивности при больших ρ  не зависит от α . В 
частности, при 0α = , когда плоская волна освещает 
СФП, из уравнения (16) следует, что 

2

2

0 , 0 ,

( )
, 0 .

ρ =⎧
⎪

ρ = ⎨⎛ ⎞
ρ ≠⎜ ⎟⎪ ρ⎝ ⎠⎩

nI kn
f

 (17) 

На рис. 1 показан вид функции интенсивности на 
внутренней и внешней сторонах кольца для двух 
разных значений номера n  ( 1k f =  мм2). 

На рис. 1б, в показаны результаты численного 
моделирования дифракции Фраунгофера кониче-
ской волны конечного радиуса R  на СФП. Показана 
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зависимость распределения интенсивности I , вы-
численной с помощью преобразования Фурье, от 
радиальной переменной ρ . Из рис. 1б видно, что с 
ростом порядка СФП n  происходит незначительное 
уменьшение максимального значения интенсивно-
сти на главном кольце (при 12мм−ρ = ) из-за незна-
чительного расширения кольца, и незначительного 
сдвига макимальной интенсивности в сторону боль-
ших значений радиальной переменной ρ . При 
изменении n  от 0 до 10 радиус кольца возрастает 
приблизительно на 7%. Это можно предположить из 
рис. 1а, из которого видно, что для неограниченного 
конического пучка возрастание порядка СФП n  
также приводит к сдвигу кривых интенсивности на 
внешней стороне кольца в направлении больших 
значений ρ . 

Из рис. 1в видно, что при постоянном n  умень-
шение радиуса R  конической волны приводит к 
расширению главного кольца на дифракционной 
картине и к уменьшению максимального значения 
интенсивности. Заметим, что радиус кольца, т.е. 
расстояние от точки с максимальной интенсивно-
стью на кольце до центра, который равен 2 мм-1, ос-
тается неизменным. Следует отметить, что самое 
узкое распределение интенсивности получается в 
случае, когда радиус конической волны бесконечен. 

Таким образом, аналитические выражения, по-
лученные для дифракции неограниченной кониче-
ской волны на СФП, применимы для анализа ди-
фракции в реальных ситуациях, когда радиус кони-
ческой волны конечен. 

В заключении этого раздела исследуем подроб-
нее амплитуду (9) как функцию с разрывом второго 
рода при α = ρ . Внутри кольца при α > ρ  амплиту-
да ( )0F ρ  из уравнения (9) является действительной 
функцией, а снаружи кольца при α < ρ  функция 

( )0F ρ  является чисто мнимой. То есть при переходе 

по радиусу ρ  через точку α = ρ  функция ( )0F ρ  
приобретает фазовый сдвиг на ( 2−π ). При α = ρ  
функция ( )0F ρ  стремится к бесконечности, и если 
α  будет равна нулю (коническая волна вырождает-
ся в плоскую), то функция ( )0F ρ  становится δ -
функцией. Это следует из уравнения (5) при 0n =  и 

0α = : 

0 0
0

( )( ) ( ) d .ik ikF J r r r
f f

∞− − δ ρ
ρ = ρ =

ρ∫  (18) 

По свойству δ -функции интеграл от нее должен 
быть равен единице: 

( )d 1x x
∞

−∞

δ =∫ ,  

и тогда для функции (18) получим равенство: 

0
0

( ) d .
2
ifF
k

∞ −
ρ ρ ρ =∫  (19) 

а)  

б)  

в)  
Рис. 1. Радиальное распределение интенсивности  

в частотной плоскости при дифракции конической волны 
на СФП ( 21k f мм−= ): (а) апертура - бесконечная, 
различные порядки сингулярности n : 0 (кривая A),  
3 (кривая B) и 5 (кривая C), (б) апертура конечна  

(R=35 мм), различные порядки сингулярности n : 0, 3, 5, 
10 (кривые A, B, C и D), и (в) порядок сингулярности n=3, 

различные апертуры – бесконечная (кривая A),  
R=50 мм, 35 мм, и 20 мм (кривые B, C, и D) 

Чтобы получить выражение, аналогичное (19), 
исходя из явного вида функции ( )0F ρ  из уравнения 
(9), требуется временно избавиться от расходимости 
при α = ρ . Это можно сделать, используя известный 
интеграл [1]: 

[ ] 0
0

2 2 2 3 / 2

exp ( ) ( ) d

.
( 2 )

i r J r r r

i
i

∞

− α +β ρ =

α +β
=

ρ −α +β + αβ

∫
 (20) 

Видно, что функция в правой части уравнения 
(20) совпадает с правой частью уравнения (9) при 
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0β = . У функции в правой части уравнения (20) в 
знаменателе не может быть нуля ни при каких дей-
ствительных значениях и   α ρ . Пользуясь этой 
идеей, рассмотрим функцию вида: 

( )0 3 / 22 2
( , )

2

kF
f i

−α
ρ β =

ρ −α + αβ
. (21) 

При 0β =  функция ( )0 , 0F ρ β =  совпадает с 
функцией (9). Найдем интеграл от этой функции: 

0 1/ 2
0

( , ) d .
2 (1 2 )

ifF
k i

∞ −
ρ β ρ ρ =

− β∫  (22) 

Уравнение (22) совпадает с уравнением (19) при 
0β = . Причем уравнение (22) верно при любом α , 

в том числе и при 0α = . Это и доказывает, что 
функция (21) при стремлении α  к нулю и при 0β =  
стремиться к δ -функции. Хотя интеграл от функции 
амплитуды (22) конечен, несмотря на разрыв второ-
го рода при α = ρ , интеграл от интенсивности све-
тового поля (полная энергия) будет равен бесконеч-
ности. Действительно, из уравнения (21) имеем: 

2
0 0

2
3 / 22 2 2 2 2

( , ) ( , )

( ) 4 .

I F

k
f

−

ρ β = ρ β =

⎛ ⎞α ⎡ ⎤= ρ −α + α β⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 (23) 

Интеграл от функции (23) равен: 
1/ 22

0 2 2
0

1( , ) d 1 1 4
8

I
−∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞β

⎢ ⎥ρ β ρ ρ = + +⎜ ⎟β α⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ . (24) 

Из уравнения (24) следует, что при 0β→  неза-
висимо от величины α  интеграл от интенсивности 
(23) будет стремиться к бесконечности. 

2. Дифракция Фраунгофера  
Гауссового пучка на СФП 

В [14, 9] получены явные аналитические выра-
жения, описывающие дифракцию Френеля Гауссова 
пучка на СФП. В [9] путем предельного перехода от 
дифракции в зоне Френеля к дальней зоне, также 
получено выражение для дифракции Фраунгофера 
Гауссова пучка на СФП. В этом разделе выведена 
аналитическая формула для описания дифракции 
Фраунгофера Гауссова пучка на СФП, расположен-
ной в его перетяжке, которая формируется в фо-
кальной плоскости сферической линзы. Также крат-
ко повторены некоторые результаты из [9, 14] с це-
лью сравнения дифракции обоих пучков – 
конического и Гауссова – на СФП. 

Вместо уравнения (1) рассмотрим исходную 
функцию в виде: 

2

2' ( , ) expn
rf r in
w

⎛ ⎞
θ = − + θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (25) 

где w  – радиус перетяжки Гауссового пучка. Тогда 
комплексная амплитуда дифракции Фраунгофера 

Гауссового пучка в перетяжке на СФП будет описы-
ваться выражением: 

1

2

2
0

( )' ( , ) exp ( )

exp ( ) ( )d .

n

n

n

i kF in
f

r kJ r r
fw

+

∞

−
ρ ϕ = ϕ ×

× − ρ∫
 (26)  

Известен справочный интеграл [1]: 
2

2
3/ 2

0

2 2

( 1) / 2 ( 1) / 2

exp ( ) ( ) d exp
88

,
8 8

n

n n

c cpx J cx x x
pp

c cI I
p p

∞

− +

⎛ ⎞π
− = − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

× −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
 (27) 

где ( )I xν  – модифицированная функция Бесселя 
или функция Бесселя второго рода. С учетом урав-
нения (27) выражение (26) перепишем в виде: 

2
1

( 1) / 2 ( 1) / 2

' ( , ) ( ) exp( ) 2
4

exp( ) ( ) ( ) ,

n
n

n n

kwF i in x
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x I x I x
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− +

⎛ ⎞
ρ ϕ = − ϕ π ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤× − −⎣ ⎦

 (28) 

где 
2

1
2 2

kwx
f

⎛ ⎞ρ
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Функция интенсивности картины дифракции 
Фраунгофера Гауссового пучка на СФП имеет вид: 

22
2

2

( 1) / 2 ( 1) / 2

' ( ) ' ( , ) 2
4

exp( 2 ) ( ) .

n n

n n

kwI F
f

x x I x I− +

⎛ ⎞
ρ = ρ ϕ = π ×⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤× − −⎣ ⎦

 (29) 

Из уравнения (29) видно, что при 0x =  в центре 
Фурье-плоскости интенсивность будет равна нулю 
( 0n ≠ ): ( )0 0nI ′ = . Сомножители ( )exp 2x x−  в урав-
нении (29) показывают, что в дальней зоне форми-
руется кольцевое распределение интенсивности. Ра-
диус кольца можно найти из уравнения [9]: 

( 1) / 2 ( 1) / 2( 4 ) ( ) ( 4 ) ( ) 0n nn x I x n x I x− +− + + = . (30) 

Найдем вид функции интенсивности на внешней 
стороне кольца при ρ→ ∞  (или x →∞ ). 

Для этого воспользуемся асимптотикой функции 
Бесселя: 

2exp( ) 4 1( ) 1 , 1
82v

x vI x x
xx

⎛ ⎞−
≈ − >>⎜ ⎟

π ⎝ ⎠
. (31) 

Тогда, вместо уравнения (29) при x →∞ , полу-
чим: 

2

2' ( )n
nfI
k

⎛ ⎞
ρ ≈ ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

. (32) 

Интересно, что уравнение (32) не зависит от ра-
диуса перетяжки Гауссова пучка и совпадает с урав-
нением (16). Из этого совпадения можно сделать 
вывод о том, что асимптотика функции интенсивно-
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сти при ρ→ ∞  определяется только номером 
СФП, величиной фокуса сферической линзы и 
длиной волны излучения и не зависит от ампли-
тудно-фазовых параметров освещающего СФП 
пучка α  и w . 

Заметим, что выражение (32) можно получить из 
уравнения (29), устремляя к бесконечности радиус 
Гауссова пучка w →∞  при фиксированном ρ . 

Найдем вид функции интенсивности на внутренней 
стороне кольца. При стремлении ρ  к нулю (при фик-
сированном w ) аргумент функции Бесселя x  также 
стремится к нулю, и можно использовать первые чле-
ны разложения в ряд цилиндрической функции: 

1( ) ( 1) , 1
2

v

v
xI x v x−⎛ ⎞≈ Γ + <<⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (33) 

где ( )xΓ  – гамма-функция. Тогда вместо уравнения 
(29) при 0ρ→ , получим: 

( )
22

2 1
2' ( )

4

n

n
n

kw kwI
f f

− + ⎛ ⎞⎛ ⎞ρ
ρ ≈ πΓ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. (34) 

Из уравнения (34) видно, что интенсивность 
вблизи центра Фурье-плоскости растет как степень 
2n  от радиальной координаты: 

2' ( ) ( ) , 1n
nI wρ ≈ ρ ρ << . (35) 

Вид асимптотики (35) совпадает с уравнением 
(15) для дифракции конической волны на СФП, если 
заменить w  на 1 α . 

Если одновременно со стремлением ρ  к нулю 
устремить к бесконечности радиус Гауссового пучка 
w  так, чтобы их произведение wρ  оставалось по-
стоянным, то из уравнения (34) следует, что интен-
сивность вблизи центра Фурье-плоскости будет 
стремиться к бесконечности пропорционально квад-
рату радиуса перетяжки: 

2' ( 0, ) ,nI w w w constρ→ →∞ ≈ ρ = , (36) 

но в самой центральной точке при 0ρ =  интенсив-
ность будет нулевой, ( )0 0nI ′ ρ = = , при любом w . 

3. Экспериментальные исследования  
дифракции света на СФП 

Ранее уже сообщалось об изготовлении и экспе-
риментах с СФП, изготовленных по современным 
технологиям микролитографии [3, 6, 9, 10, 12, 15]. 
Однако все эти технологии имеют свои недостатки. 
Например, в [3] для изготовления СФП использо-
вался обычный сканирующий электронный микро-
скоп, специально переделанный для прямой записи 
на резисте. Но система управления электронным лу-
чом микроскопа не позволяет «рисовать» на резисте 
качественные «изображения» диаметром большим 
500 мкм. Технология фотолитографии с помощью 
нескольких фотошаблонов, которая использовалась 
в [15] для изготовления СФП, включает в себя кри-

тическую операцию совмещения фотошаблонов, ко-
торая вносит дополнительные ошибки в изготавли-
ваемый микрорельеф. Использование стандартного 
электронного литографа в режиме прямой записи 
лучом на резисте для изготовления СФП свободно 
от перечисленных недостатков. 

В данной работе с помощью изготовленной 
32-уровневой СФП было сгенерировано световое по-
ле с сингулярностью второго порядка. Размер эле-
мента равен 2,5×2,5 мм2 и размер отсчета 5×5 нм2. 
Эти СФП предназначены для длины волны света 
λ=633 нм. Глубина микрорельефа, измеренная с по-
мощью контактного профилометра, составила 
1320 нм. Оптимальная глубина 32-уровнего микро-
рельефа 1341 нм в предположении, что показатель 
преломления резиста равен rn =1,457 (точное значе-
ние неизвестно). Тем самым отклонение от опти-
мальной глубины составляет только около 1%. В [9] 
СФП изготавливалась по этой же технологии, но для 
длины волны 514 нм, а в экспериментах использова-
лась длина волны 543 нм. Это привело к невысокому 
качеству формирования трубчатого пучка. В этой ра-
боте и при проектировании СФП и в экспериментах 
использовалась одна и та же длина волны гелий-
неонового лазера 633 нм. Поэтому распределение ин-
тенсивности сформированного пучка действительно 
обладает кольцевой симметрией. На рис. 2 показаны 
экспериментальные результаты генерирования лазер-
ного поля с фазовой сингулярностью второго поряд-
ка. На рис. 2а показано оцененное распределение фа-
зы (белый цвет означает нулевую фазу, черный - 

( )2 1 1 Nπ − , где N  – число уровней квантования). 
На рис. 2б показан микрорельеф СФП, полученный с 
помощью интерферометра NEWVIEW 5000 Zygo 
(200-кратное увеличение, наклонный вид). Рисунки 
2в-д показывают распределения интенсивности, заре-
гистрированные CCD-камерой на различных рас-
стояниях от СФП. На рис. 2е показана дифракция 
Фраунгофера, полученная с помощью сферической 
линзы с фокусным расстоянием 135f = мм, при ди-
фракции плоской волны на указанной СФП. 

На рис. 3 показано экспериментальное распре-
деление в фокальной плоскости сферической лин-
зы с фокусным расстоянием f =135 мм. Кольце-
вое распределение интенсивности на рис. 3а было 
получено в результате дифракции плоской волны 
радиуса 2,5R = мм на дифракционном аксиконе с 
параметром 144,5 −α = мм  и СФП пятого порядка 
( 5n = ). Длина волны лазерного пучка была равна 

0 , 6 3 3λ =  мкм, мощность – 1 милливатт. Второе 
большее кольцо (рис. 3а) появляется потому, что 
максимальная высота микрорельефа не позволяет 
получать точную задержку фазы на 2π . Кольце-
вое распределение интенсивности на рис. 3б по-
лучено в результате дифракции Гауссова пучка с 
радиусом перетяжки 0,8ммσ=  на СФП второго 
порядка ( 2n = ). 
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а) б) в) 

   
г) д) е) 

Рис. 2. Генерация лазерного поля с фазовой сингулярностью второго порядка: (а) теоретическое распределение фазы, 
(б) центральная часть микрорельефа СФП, и распределения интенсивности поля, зарегистрированные CCD-камерой  

на различных расстояниях от СФП: (в) z=10 мм, (г) z=40 мм, (д) z=80 мм,  (е) в фокальной плоскости линзы 
 

  
а) б) 

Рис. 3. Дифракция Фраунгофера от (а) конической волны 
(параметр аксикона: 144,5 −α = мм ) на СФП порядка n=5 
и (б) Гауссова пучка (радиус перетяжки: 0,8σ = мм )  

на СФП порядка n=2 (б) 
В результате неточного совмещения центра Га-

уссова пучка и центра СФП на дифракционной кар-
тине нарушается круговая симметрия. Заметим, что 
при дифракции на СФП плоской ограниченной вол-
ны этой проблемы не возникает (рис. 2е). На рис. 4 
показано сравнение теоретических и эксперимен-
тальных профилей кольцевых распределений интен-
сивности, показанных на рис. 3. Графики интенсив-
ности на рис. 4 а, б калиброваны с учетом мощности 
освещающего лазерного пучка, измеренной ватт-
метром с точностью 15%. Радиус кольца на рис. 4а 
приблизительно равен оценке из выражения (8): 

0 605f kρ =α =  мкм, в то время как ширина кольца 
может быть получена с помощью выражения 

2 68f R∆ρ = λ ≈ мкм. Радиус кольца на рис. 4б мо-
жет быть получен с помощью соотношения из [9]: 

2 0, 46 45fρ = λ σ =  мкм. Из рис. 4а, б видно, что 

экспериментальные и теоретические кривые до-
вольно хорошо согласуются. 

Заключение 
В работе достигнуты следующие результаты. 

Получено аналитическое выражение для дифракции 
в дальней зоне конической волны на спиральной фа-
зовой пластинке с произвольным целым порядком 
сингулярности n . Дифракция конической волны на 
СФП эквивалентна дифракции плоской волны на 
винтовом аксиконе. Получено аналитическое выра-
жение для дифракции Фраунгофера Гауссова пучка 
на СФП, расположенной в его перетяжке. Аналити-
чески произведено сравнение дифракции кониче-
ской волны и Гауссова пучка на СФП. Показано, что 
в обоих случаях формируется световое кольцо и 
функция интенсивности при малых значениях ради-
альной переменной ρ  растет пропорционально 2nρ , 
а при больших ρ  убывает как 2 4n −ρ . 

С помощью электронной литографии прямой за-
писью электронным лучом на резисте изготовлена 
32-уровневая СФП 2-го порядка диаметром 5 мм. С 
помощью этой СФП пучок гелий-неонового лазера 
был преобразован в пучок с фазовой сингулярно-
стью и кольцевым распределением интенсивности. 
Экспериментально были получены результаты ди-
фракции Фраунгофера для ограниченной плоской 
волны на СФП второго порядка ( 2n = ) и на ди-
фракционном аксиконе (при 5n = ), а также для ди-
фракции Гауссова пучка на СФП второго порядка. 
Вычисленные и полученные экспериментально кри-
вые радиального распределения интенсивности хо-
рошо согласуются между собой. 



 

 36

а)  

б)  
Рис. 4. Дифракция (а) конической волны  

и (б) Гауссова пучка на СФП: ─── экспериментальное 
 и ─*─* теоретическое распределение интенсивности 
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Abstract 

An analytical expression is obtained for the diffraction in the far zone of a conical wave on 

a spiral phase plate (SPP) with an arbitrary integer order of singularity n. Diffraction of a 

conical wave by an SPP is equivalent to the diffraction of a plane wave on a screw axicon. The 

diffraction of a conical wave and a Gaussian beam by an SPP is compared analytically. It is 

shown that in both cases a light ring is formed and the intensity function for small values of the 

radial variable ρ increases in proportion ρ2n, and for large ρ decreases as n2ρ-4. A 32-level 

second-order SPP with a diameter of 5 mm was made by way of direct recording with an 

electron beam on a resist. Using this SPP, a beam of a helium-neon laser was converted into a 

beam with a phase singularity and an annular intensity distribution.  

Keywords: Gaussian beam, conical wave, spiral phase plate, axicon, diffraction of a conical 
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