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Аннотация 
Получены точные трехмерные решения нелинейных дифференциальных уравнений, описы-
вающих в различных приближениях прохождение линейно-поляризованного оптического 
излучения в нелинейном изотропном диэлектрике. Показано, что найденные трехмерные 
решения содержат в себе, как частный случай, известные двумерные решения. 

 
Введение 

Многие математические модели физических, тех-
нических, биологических задач могут быть описаны с 
помощью нелинейных уравнений в частных произ-
водных. Наиболее доступными для анализа являются 
решения в виде уединенных волн, не испытывающих 
дисперсионного уширения, и сохраняющих свою 
форму и скорость. Прогресс в изучении нелинейных 
уравнений в частных производных, достигнутый в 
последние десятилетия, представляется одним из са-
мых важных и интересных достижений современной 
науки. Перечень практических приложений нелиней-
ных уравнений и их решений в виде уединенных 
волн в настоящее время чрезвычайно обширен. Так, 
например, нелинейное уравнение Шредингера и свя-
занные с ним уравнения описывают многие явления в 
нелинейной оптике, теории волн на глубокой воде, 
физике плазмы, физике низких температур, а ком-
плексные уравнения типа Гинзбурга-Ландау находят 
применение в теории нелинейных волн, описывают 
на качественном, а иногда и на количественном 
уровне, такие явления, как фазовые переходы второго 
рода, сверхпроводимость, сверхтекучесть, конденса-
цию Бозе-Эйнштейна, жидкие кристаллы, зарожде-
ние турбулентности в гидродинамике и так далее. В 
одном пространственном и одном временном изме-
рениях теория таких уравнений детально разработа-
на. Известны также стационарные решения в двух 
пространственных измерениях. Большинство реаль-
ных систем требуют описания в трех пространствен-
ных измерениях, но на сегодняшний день не сущест-
вует ни одного систематического метода нахождения 
трехмерных решений. 

Единичные точные трехмерные решения некото-
рых сложных систем получены лишь благодаря 
изощренным приемам, приводящим к упрощению 
полевых уравнений, только для данных систем. Для 
подавляющего большинства реальных моделей при-
ходится изучать общие свойства решений, не решая 
полевых уравнений. 

Объектом исследования в данной статье являют-
ся нелинейные уравнения, описывающие комплекс-
ное скалярное поле в трехмерном пространстве на 
примере уравнений нелинейной оптики. 

Целью работы является разработка прямого ме-
тода нахождения точных аналитических решений 
некоторых модельных эволюционных уравнений 

для комплексного скалярного поля типа нелинейно-
го уравнения Шредингера и волнового уравнения 
типа Гинзбурга-Ландау, когда естественной поста-
новкой задачи является получение решений в виде 
модулированной периодической волны. 

В данной работе рассматриваются нелинейные 
дифференциальные уравнения, описывающие в раз-
личных приближениях распространение оптического 
излучения в нелинейных изотропных средах. Полу-
чены точные трехмерные аналитические решения та-
ких уравнений в виде уединенных волн. Для некото-
рых из рассматриваемых уравнений такие решения 
известны, однако они зависят всего от двух простран-
ственных переменных, т.е. исходные уравнения, за-
писанные в реальном трехмерном пространстве, ре-
дуцируются на пространство меньшей размерности, 
где разработаны методы решения таких уравнений. 

Рассмотрим прохождение вдоль оси х линейно по-
ляризованного оптического излучения через изотроп-
ный диэлектрик. Электрическое поле Е представим в 
виде произведения медленно меняющейся функции Е0 

(r,t) и быстро осциллирующей функции 0( )i k x te −ω , где 
k0 – модуль волнового вектора k0, направленного вдоль 
оси х,ω  – циклическая частота, т.е. 

0( )
0( , ) ( , ) i k x tt t e −ω=E r E r . 

Медленная изменяемость функции E0 (r,t) озна-
чает, что мало ее относительное изменение на ин-
тервалах времени ~ 1/ω  и расстояниях 0~ 1/ k . Вхо-
дящие в Фурье-разложение этого поля волновые 
векторы распределены в небольшом интервале зна-
чений вокруг вектора k0, направленного вдоль оси x.  

Для поля 0 0(0,0, )E=E линейно поляризованного 
вдоль оси z получено [1] приближенное уравнение: 
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где ( )η ω  – коэффициент нелинейности, u – группо-
вая скорость 01/ d / du k= ω , причем принято 

2 2
0 ( / ) ( )k c= ω ε ω  согласно линейной теории, ( )ε ω  – 

линейная проницаемость среды. 
Следуя [1], рассмотрим стационарную задачу о 

пространственном развитии возмущений вдоль на-
правления распространения волны, т.е. рассмотрим 
уравнение 
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Приведем вкратце некоторые известные резуль-
таты. 

Если считать, что поле Е зависит только от од-
ной поперечной координаты y, то (2) упрощается: 

2
20 0

0 0 022 2 0
E E

i k E E
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∂ ∂
+ + η =

∂ ∂
. (3) 

Решение этого уравнения в виде 

0 ( ) i xE F y e γ= ,  (4)  

где γ  – малая поправка к волновому вектору k0,  
F(y) – вещественная функция, найдено в [1]: 

( )
0

0

2 /
( )

2

k
F y

ch k y

γ η
=

γ
.  

Решение имеет смысл при положительных зна-
чениях γ . Тогда (4) принимает вид: 

( ) { }0
0

0

2 /
exp

2

k
E i x

ch k y

γ η
= γ

γ
. (5) 

Таким образом, уравнение (3) допускает решение 
в виде стационарного нерасширяющегося пучка (от-
влекаясь от того обстоятельства, что пучок имеет 
бесконечную ширину в направлении оси z). Такое 
самоканалирование или самофокусировка – специ-
фический нелинейный эффект, возникающий на 
частоте ω  первичной волны, проходящей через не-
линейную среду. В линейной среде всякий ограни-
ченный по сечению пучок расходится из-за дифрак-
ции. В нелинейной же среде дифракция может точно 
скомпенсироваться фокусирующими свойствами 
среды. Этот эффект возникает от кубичной нели-
нейности по полю Е, так как квадратичные члены 
содержат [1] частоты 2ω  и 0. 

Обратим внимание на то, что уравнение (3) явля-
ется нелинейным одномерным уравнением Шредин-
гера, в котором роль времени играет 0/ 2x k . Теория 
нелинейного одномерного уравнения Шредингера 
детально разработана [2]-[4]. Если записать его в 
форме [4] 

2
2

2 0i
t x

∂ϕ ∂ ϕ
+ +βϕ ϕ =

∂ ∂
, (6) 

то решение, представляющее собой уединенную 
волну, имеет вид [4]: 

2 22 1 1exp ( )
2 4

( )

a i bx b a t

ch a x bt

⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎨ ⎬⎢ ⎥β ⎣ ⎦⎩ ⎭ϕ =
−

, (7) 

где а и b – произвольные константы.  
Осциллирующая часть имеет огибающую  

1/ ( )ch a x bt− .  

Если в (6) положить 

0 0, / 2 , , 2E t x k x yϕ = = = β = η , 

то получим уравнение (3). Проделав то же с (7), на-
ходим: 
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k

E
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k

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− −⎨ ⎬⎢ ⎥η ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
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. (8) 

Прямой подстановкой в уравнение (3) легко убе-
диться, что найденная функция (8) является его ре-
шением.  

1. Точные трехмерные решения  
исходной математической модели 

В этой главе будут найдены точные решения 
уравнений (1) и (2) в аналитической форме, как 
функции трех пространственных переменных. 

Начнем с более простого уравнения (2): 

220
0 , 0 0 02 2 0y z
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i k E E E

x
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+∇ + η =
∂

. (1.1) 

Его решение ищем в виде 

0 ( , ) i xE y z e γ= ϕ , (1.2) 

где ( , )y zϕ  – вещественная функция, γ  – малая по-
правка к волновому вектору k0. Подстановка (1.2) в 
(1.1) дает 

2 3
, 02 2y z k∇ ϕ = γϕ− ηϕ . (1.3) 

Будем искать решение уравнения (1.3) в виде 
сложной функции  

( )( , )u y zϕ = ϕ ,  

где  

0 0

2 2

( ) ( )
( , ) y z

y z

b y y b z z
u y z

b b

− + −
=

+
. (1.4) 

Здесь 0 0, , ,y zb b y z  – произвольные постоянные.  

Подставляя ( )( , )u y zϕ = ϕ , где ( , )u y z определя-
ется формулой (1.4), в (1.3), получим 

3
0( ) 2 ( ) 2 ( )u k u u′′ϕ = γϕ − ηϕ . (1.5) 

Перепишем уравнение (1.5) в виде 

( )( ) Vu ∂ ϕ′′ϕ =
∂ϕ

, (1.6) 

где 
2 4 2 2

0 0( ) / 2 ( / 2)V k kϕ = γϕ −ηϕ = ϕ γ −ηϕ . (1.7) 

«Потенциал» ( )V ϕ  положителен при 

02 /kϕ < γ η  и имеет нули 1 0,ϕ =  2 02 / ,kϕ = γ η  

3 02 /kϕ = − γ η , поэтому [5] граничными условиями 
для уравнения (1.3) примем  
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( , ) , 1, 2,3; / / 0iy z i y zϕ = ϕ = ∂ϕ ∂ = ∂ϕ ∂ =   
при |у|=∞, |z|=∞ . 

Так как  
2 2

2 2

/ ( ) / ,

/ ( ) / ,

y u a a b

z u b a b

′∂ϕ ∂ = ϕ +

′∂ϕ ∂ = ϕ +
 

то из граничных условий следует, что ( ) 0u′ϕ =  при 
|и|=∞.  

Умножим (1.6) на ( )u′ϕ  и проинтегрируем. По-
лучим  

2 ( ) ( )
2

u V C
′ϕ

= ϕ + .  

Из граничных условий следует, что С=0.  
Интегрируя еще раз, находим  

2 ( )
d u
V
ϕ

=
ϕ∫ , 

или с учетом (1.4) и (1.7) 

0 0

2 2 2
0

( ) ( )

2

y z

y z

b y y b z zd

k b b

− + −ϕ
=

ϕ γ −ηϕ +
∫ .  

Вычисляя интеграл [6] и обращая полученное 
выражение, имеем 

( )
0

2 2
0 0 0

( , )

2 /

2 ( ) ( ) /y z y z

y z

k

ch k b y y b z z b b

ϕ =

γ η
=

⎡ ⎤γ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

В силу симметрии уравнений (1.3) и (1.5) отно-
сительно преобразования ϕ↔ −ϕ , решением будет 
также aϕ = −ϕ . Очевидно, что 

02 /kϕ ≤ γ η .  

Итак, окончательно решение (1.2) имеет вид: 

{ }

( )

0

0

0
0 02 2

( , , )

2 / exp

2 ( ) ( )y z
y z

E x y z

k i x

kch b y y b z z
b b

=

± γ η γ
=

⎡ ⎤γ⎢ ⎥− + −
+⎢ ⎥⎣ ⎦

. (1.8) 

Полагая здесь bz=0, y0=0, получим известное ре-
шение (5), модуль которого зависит только от одной 
поперечной координаты у.  

В решении (1.8), как и в (5), учтена только про-
дольная поправка γ  к волновому вектору k0. Реше-
ние, учитывающее поперечные поправки yq и zq , 

запишем в виде:  

{ }0 ( , ) exp ( ) ,y zE y z i x q y q z= ϕ γ + +  (1.9) 

где ( , )y zϕ  – вещественная функция. 
Подстановка (1.9) в (1.1) дает  

( )

2
0 ,

2 2 3

2 2

2 0.

y z y z

y z

k i q q
y z

q q

⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ
− γϕ+∇ ϕ+ + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

− + ϕ+ ηϕ =

  

Приравнивая к нулю мнимую и вещественную 
части этого уравнения, получим:  

0y zq q
y z
∂ϕ ∂ϕ

+ =
∂ ∂

, (1.10) 

2 2 2 3
, 0(2 ) 2y z y zk q q∇ ϕ = γ + + ϕ− ηϕ . (1.11) 

Уравнения (1.10) и (1.11) совместны, так как 
(1.10) является линейным однородным уравнением 
первого порядка, теория которых хорошо разрабо-
тана [7]. Как известно из теории таких уравнений, 
решением уравнения (1.10) является любая диффе-
ренцируемая функция ( )( , )s y zϕ = ϕ , где ( , )s y z  – 
полный интеграл уравнения  

0y z
s sq q
y z
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. (1.12) 

Для нахождения полного интеграла этого урав-
нения применим метод уравнений характеристик 
(метод Коши) [7]: 

y z

dy dz
q q

=  или z

y

qdz
dy q

= . 

Решение последнего уравнения при начальном 
условии 0 0( )z y z=  имеет вид:  

0 0( )z

y

q
z y y z

q
= − + . 

Выражаем отсюда 0 0( , , )z y y z= ψ :  

)( 0yy
q
qzz

y

z
o −−= . 

Искомый полный интеграл имеет вид: 

0 0( , ) ( , , )s y z b y y z b= ψ +   

или  

( )0 0( , ) ( ) /z ys y z b z y y q q b= − − + , 
где b и b0 – произвольные постоянные. 

Аддитивную произвольную постоянную b0 вы-
берем в виде b0=-bz0. Тогда  

( )0 0( , ) ( ) /z ys y z b z z y y q q= − − − ,  

или, приводя к общему знаменателю и обозначая 
b/qy = c, окончательно находим  

0 0( , ) ( ) ( ) .y zs y z c q z z q y y⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦  (1.13)  

Прямой подстановкой (1.13) в (1.12) легко убедить-
ся, что (1.13) является решением уравнения (1.12). 

Теперь подставим ( )( , )s y zϕ = ϕ , где ( , )s y z  вы-
ражается формулой (1.13), в уравнение (1.11)  
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2 2 2

2 2 3
0

( ) ( )

(2 ) ( ) 2 ( )
y z

y z

s c q q

k q q s s

′′ϕ + =

= γ + + ϕ − ηϕ
. (1.14) 

Положим  

22

1

zy qq
c

+
= ,  

тогда (1.13) и (1.14) примут вид: 

22

00 )()(
),(

zy

zy

qq

yyqzzq
zys

+

−−−
= , (1.15) 

2 2 3
0( ) (2 ) ( ) 2 ( )y zs k q q s s′′ϕ = γ + + ϕ − ηϕ . (1.16) 

Перепишем (1.16) в виде: 

( )( ) Vs ∂ ϕ′′ϕ =
∂ϕ

, (1.17) 

где  
2 2 2 4

0( ) (2 ) / 2 / 2y zV k q qϕ = γ + + ϕ −ηϕ . 

Для краткости введем обозначение 
2 2 2

02 y za k q q= γ + + . (1.18) 

Тогда 
2 2 2( ) ( ) / 2V aϕ = −ηϕ ϕ . (1.19) 

«Потенциал» ( )V ϕ положителен при aϕ < η  и 

имеет нули 1 20, /aϕ = ϕ = η , 3 /aϕ = − η , по-
этому граничными условиями для (1.11) примем  

( , ) ,iy zϕ = ϕ  i = 1, 2, 3; / / 0y z∂ϕ ∂ = ∂ϕ ∂ =  

при ,y z= ∞ = ∞ .  

Умножим (1.17) на ( )s′ϕ и проинтегрируем, по-
лучим:  

2 / 2 ( )V C′ϕ = ϕ + . 

Из граничных условий следует, что С=0.  
Интегрируя еще раз, находим  

2 ( )
d s
V
ϕ

=
ϕ∫ ,  

или с учетом (1.19)  

2 2

d s
a

ϕ
=

ϕ −ηϕ
∫ . 

Вычисляя интеграл и обращая полученное выра-
жение, имеем  

a
ch as

ϕ =
η

. (1.20) 

Прямой подстановкой легко убедиться, что (1.20) 
является решением обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения 

2 3( ) ( ) 2 ( )s a s s′′ϕ = ϕ − ηϕ . (1.21) 

В силу симметрии уравнений (1.11) и (1.21) от-
носительно преобразования ϕ↔ −ϕ , решением бу-
дет также aϕ = −ϕ .  

Итак, с учетом (1.15) и (1.18) решение (1.9) при-
нимает окончательный вид: 

{ }

( )

0

2 2
0

0
0 0 2 2

(2 ) / exp ( )

(2 )
( ) ( )

y z y z

y z
y z

y z

E

k q q i x q y q z

k q y q z
ch q z z q y y

q q

=

± γ + + η γ + +
=

⎧ ⎫γ + +⎪ ⎪⎡ ⎤− − −⎨ ⎬⎣ ⎦ +⎪ ⎪⎩ ⎭

 (1.22) 

Отметим тот факт, что решение в форме (1.22) не 
содержит в себе решения (1.8), имеющего две про-
извольные постоянные by и bz . 

Найдем теперь решение, в котором 0E  зависит 
от всех трех пространственных координат, т.е. 

0 ( ) iE f e= qrr . (1.23) 

Подставляя (1.23) в (1.1) и приравнивая к нулю 
мнимую и вещественную части полученного урав-
нения, имеем 

0 0y z
f f fk q q
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, (1.24) 

2 2 2 3
, 0(2 ) 2y z x y zf k q q q f f∇ = + + − η . (1.25) 

Так как ось х является направлением распро-
странения волны, то запишем (1.24) в виде 

0 0
0y zq qf f f

x k y k z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

. 

Это линейное однородное уравнение первого по-
рядка имеет своим решением любую дифференци-
руемую функцию ( )( )f f s= r , где ( )s r  – полный 
интеграл уравнения 

0 0
0y zq qs s s

x k y k z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

. (1.26) 

Его уравнения характеристик 

0 01 / /y z

dx dy dz
q k q k

= =  или 
0 0

;y zq qdy dz
dx k dx k

= = . 

Эта система обыкновенных дифференциальных 
уравнений при начальных условиях 

0 0 0 0( ) , ( )y x y z x z= =  имеет решения 

0 0 0 0
0 0

( ) ; ( )y zq q
y x x y z x x z

k k
= − + = − + , 

откуда  

0 0 0 0
0 0

( ); ( )y zq q
y y x x z z x x

k k
= − − = − − . 

Полный интеграл уравнения (1.26)  

0 0 0( ) y zs b y b z b= + +r  
или  
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0
0

0 0
0

( ) ( )

( ) ,

y
y

z
z

q
s b y x x

k

q
b z x x b

k

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
 

где 0, ,y zb b b  – произвольные постоянные.  

Положим 0 0 0y zb b y b z= − − . Тогда  

0 0
0

0 0
0

( ) ( )

( )

y
y

z
z

q
s b y y x x

k

q
b z z x x

k

⎛ ⎞
= − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
  

или 

0 0
0

0 0
0

( )
( )

( )
,

y
y

z
z

q
b y y x x

k
s

B
qb z z x x
k

B

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠= +

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠+

r
 (1.27) 

где, в силу линейности уравнения (1.26), постоянная 
В введена для удобства. 

Подставляя f=f (s), где s(r) определяется форму-
лой (1.27) в (1.25), находим 

( )
( )

2 2 2

2 2 3
0

( ) /

2 ( ) 2 ( ).

y z

x y z

f s b b B

k q q q f s f s

′′ + =

= + + − η
 

Выберем 2 2
y zB b b= + , тогда 

( )2 2 3
0( ) 2 ( ) 2 ( )x y zf s k q q q f s f s′′ = + + − η . 

Вводя обозначение  
2 2

02 x y za k q q q= + + ,  

последнее уравнение приводим к виду 
2 3( ) ( ) 2 ( )f s a f s f s′′ = − η ,  

совпадающему с (1.21) и, следовательно, имеющему 
решение, согласно (1.20) 

( )
( )

af
ch as

=
η

r
r

,  

где из (1.27) 

 
[ ]

0 0 0

2 2
0

0 0 0
2 2

0

( ) ( )
( )

( ) ( )
.

y y

y z

z z

y z

b k y y q x x
s

k b b

b k z z q x x

k b b

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦= +
+

− − −
+

+

r

 

В силу симметрии (1.25) относительно преобра-
зования f f↔ − , решением будет также af f= − . 

Окончательно решение (1.23) принимает вид: 

{ }

{ }
2 2

0
0

2 2
0

(2 ) / exp

( ) 2

x y z

x y z

k q q q i
E

ch s k q q q

± + + η
=

+ +

qr

r
. (1.28) 

Заметим, что решение (1.28) содержит в себе ре-
шение (1.8). Если в (1.28) положить 0y zq q= = , а 

xq = γ , то получим (1.8). Покажем, что (1.28) со-
держит и известное решение (8). Полагая в (1.28) 
bz=0, y0 =x0=0, qz=0, имеем  

{ }2
0

0
2

0
0

2 exp ( )

2

x y x y

y
x y

k q q i q x q y
E

q x
ch k q q u

k

+ +
=

⎡ ⎤⎛ ⎞
η + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 . 

Введем обозначение 2
02 x ya k q q= + , откуда 

2 2
0( ) / 2x yq a q k= − . Тогда  

2 2

0
0

0

exp ( )
2y y

y

xa i a q q y
k

E
q x

ch a y
k

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭=

⎛ ⎞
η −⎜ ⎟

⎝ ⎠

.  

Полагая здесь qy=b/2, получим (8). 
Итак, для уравнения (1.1) мы нашли три точных 

решения, выражающихся формулами (1.8), (1.22) и 
(1.28), причем, при переходе к низшим размерно-
стям (1.28) трансформируется в известные решения 
(5) и (8).  

Представляет также интерес особый интеграл [7] 
уравнения (1.26), имеющий вид 

2 2

0 0 0 0
0 0

( ) ( ) ( )y zq q
s y y x x z z x x

k k
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

r

 
нелинейной функции от пространственных пере-
менных. 

Подстановка ( )f f s= в (1.25) дает:  

2 3( )( ) ( ) 2 ( ).f sf s a f s f s
s
′

′′ + = − η  

Точные аналитические решения этого обыкно-
венного дифференциального уравнения автору не-
известны, однако легко найти приближенное реше-
ние при больших значениях s, выраженных в едини-
цах длин волн. Тогда вторым слагаемым в левой 
части последнего уравнения можно пренебречь, и 
мы получим уже известное уравнение: 

2 3( ) ( ) 2 ( )f s a f s f s′′ = − η , 

имеющее решение ( ) /
( )

( )
a

f s r
ch as

η
=

r
 с нелинейной 

функцией ( )s r . 
Займемся теперь нестационарным решением 

уравнения (1): 
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20 0
0 0

2
0 0

1 1
2

( ) 0,

yz
E E

ik E
x u t

E E

∂ ∂⎛ ⎞+ + ∇ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+η ω =

 (1.29) 

Функцию E0 (r, t) будем искать в виде 

0 ( , ) ( , ) iE t f t e= qrr r , (1.30) 

где f ( , )tr  – вещественная функция, q – малая по-
правка к волновому вектору k0 . Подстановка (1.30) 
в (1.29) дает:  

2
0

2 2 3

12

2 ( ) 2 0.

x yz

y z y z

f fi k iq f f
x u t

f fi q q q q f f
y z

∂ ∂⎛ ⎞+ + +∇ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

+ + − + + η =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Приравнивая к нулю мнимую и вещественную 
части этого уравнения, получим 

0
0 0,y z

kf f f fk q q
x u t y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2 2 3
02 ( ) 2 0yz x y zf k q f q q f f∇ − − + + η =  

или 

0 0
0,y zuq uqf f f fu

t x k y k z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (1.31) 

2 2 2 3
0(2 ) 2yz x y zf k q q q f f∇ = + + − η . (1.32) 

Положим в (1.31) ( )( , )f f s t= r . Поскольку  

( ) ; ( )
i i

f s f sf s f s
t t x x

∂ ∂ ∂ ∂′ ′= =
∂ ∂ ∂ ∂

,  

то, подставляя это в (1.31) и сокращая на ( ),f s′  на-
ходим 

0 0
0y zuq uqs s s su

t x k y k z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

. (1.33) 

Записываем уравнения характеристик для (1.33): 

0 01 / /y z

dt dx dy dz
u uq k uq k

= = = ,  

или  

0 0

d d d; ;
d d d

y zuq uqx y zu
t t k t k
= = = .  

Эта система обыкновенных дифференциальных 
уравнений при начальных условиях 0(0) ,x x=  

0 0(0) , (0)y y z z= =  элементарно интегрируется: 

0 0 0
0 0

; ;y zuq uq
x ut x y t y z t z

k k
= + = + = + . 

Выражаем отсюда начальные координаты 

0 0 0
0 0

; ;y zuq uq
x x ut y y t z z t

k k
= − = − = − . (1.34) 

Согласно метoду Коши полный интеграл уравне-
ния (1.33) имеет вид  

0 0 0 0( ) x y zs t b x b y b z b= + + +r ,  , 

где bx, by , bz – произвольные постоянные, b0 – адди-
тивная произвольная постоянная, а 0 0,x y и 0z  вы-
ражаются формулой (1.34), т.е. 

0
0 0

( , ) ( ) .y z
x y z

uq uq
s t b x ut b y t b z t b

k k
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

r  

Аддитивную постоянную b0 выберем в виде 
0 0 0 0x y zb b x b y b z= − − − .  

Тогда 
0

0 0
0 0

( , ) ( )x

y z
y z

s t b x x ut
uq uq

b y y t b z z t
k k

= − − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

r

,  

что можно записать в векторной форме 
0( , ) ( )s t t= − −r b r r v , (1.35) 

где ⊥= + δv u u  – вектор скорости с проекциями 

0 0( ; / ; / )y zu uq k uq k=v . (1.36) 

В силу линейности уравнения (1.33), его реше-
ние (1.35) можно умножить на любой числовой 
множитель 1/А, что сделано для дальнейшего удоб-
ства. Итак, окончательно полный интеграл уравне-
ния (1.33) имеет вид: 

0( , ) ( ) /s t t A= − −r b r r v . (1.37) 

Решим теперь уравнение (1.32). 
Подставляем f=f (s), где s – определяется форму-

лой (1.37), в уравнение (1.32). Так как  
2 2

2 2 2 2
2 2( ) / , ( ) /y z
f ff s b A f s b A

y z
∂ ∂′′ ′′= =
∂ ∂

,  

то из (1.32) получим 

( )2 2 2

2 2 3
0

( )

(2 ) ( ) 2 ( )

y z

x y z

f s b b A

k q q q f s f s

′′ + =

= + + − η
. (1.38) 

Выберем 2 2
y zA b b= + . Тогда (1.37) и (1.38) 

принимают вид 
2 2

0( ) / y zs t b b= − − +b r r v , (1.39) 

2 2 3
0( ) (2 ) ( ) 2 ( )x y zf s k q q q f s f s′′ = + + − η . (1.40) 

Введем, как и ранее, обозначение 
2 2

02 x y za k q q q= + + . Тогда (1.40) принимает вид: 
2( ) ( ) 2 ( )f s a f s f s′′ = − η , совпадающий с уравнением 

(1.21), и, согласно (1.20), имеет решение: 

( )
( , ) ,

( , )
af t

ch as t
=

η
r

r
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где ( , )s tr  выражается формулой (1.39). В силу сим-
метрии уравнений (1.32) и (1.40) относительно пре-
образования f ↔ - f , решением будет также fa=- f.  

Окончательно решение (1.30) имеет вид: 

( ) { }2 2
0

0
2 2

0
02 2

2 / exp
( , ) .

2
( )

x y z

x y z

y z

k q q q i
E t

k q q q
ch t

b b

± + + η
=

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥− −
⎢ ⎥+
⎣ ⎦

qr
r

b r r v

 

2. Математическая модель нелинейного 
волнового уравнения 

Уравнение (1) выведено в [1] при предположени-
ях, что 2 2

0 /E x∂ ∂  много меньше поперечных произ-
водных, а также, что можно воспользоваться при-
ближенной формулой  

2 2
2 0

2
( ( ))( ) i tdi e

d tt
− ω∂∂ ω ε ω

≈ −ω ε ω −
ω ∂∂

ED E . 

В этом разделе мы откажемся от этих предполо-
жений и выведем нелинейное волновое уравнение. 

Рассмотрим прохождение интенсивного лазерно-
го луча с частотой ω  через прозрачный однородный 
изотропный диэлектрик с плавным распределением 
центрально-симметричных атомов с плотностью n 
атомов на кубический сантиметр. 

Будем исходить из уравнений Максвелла, ис-
ключив из них магнитное поле [1]: 

2

2 2
1rot rot 0
c

∂
+ =

∂
DE
t

, 

div 0=D . 

Подставив сюда 4= + πD E P , где Р – вектор по-
ляризации, получим: 

2 2

2 2 2 2
1 4rot rot 0
c t c t

∂ π ∂
+ + =

∂ ∂
E PE , (2.1) 

div 4 div 0+ π =E P . (2.2) 

Поляризацию Р представим в виде [3]: 
2

1 3n n= α +αP E E E , (2.3) 

где 1( )α ω  – линейная, а 3 ( )α ω  – нелинейная поля-
ризуемость. 

Подстановка (2.3) в (2.1) и (2.2) даёт 

( )
2 2

2
2 2 2rot rot 2 0

c t t
α ∂ ∂

+ + γ =
∂ ∂

EE E E , (2.4) 

2
2 div 2 div 0

c
α

+ γ =E E E , (2.5) 

где 2
1 31 4 ; 2 /n n cα = + π α γ = π α . Для слабонели-

нейных диэлектриков γ  – малая величина. 
Воспользовавшись формулой  

div grad divf f f= +a a a ,  

перепишем (2.5) в виде 

2 2
2 2 div 2 grad 0

c
α⎛ ⎞+ γ + γ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
E E E E . (2.6) 

Пусть луч распространяется вдоль оси x. Поле Е 
будем искать в виде произведения быстро осцилли-
рующей функции 0( )i k x te −ω  и медленно меняющейся 
функции Е0 (r,t), т.е. 

0( )
0( , ) ( , ) i k x tt t e −ω=E r E r . 

Тогда в (2.6) последним слагаемым можно пре-

небречь, так как 22
02 grad 2 gradγ = γE E E E  явля-

ется малой величиной за счёт производных от мед-
ленно меняющейся функции Е0 (r, t) и дополни-
тельно мала в силу малости коэффициента 
нелинейности γ . Следовательно, из (2.6) имеем 
div 0≈E , т.е. поле остается поперечным, как в ли-
нейной теории. Далее 

2 2rot rot grad div E= −∇ ≈ −∇E E E , 

( ) ( )0

0

2 2
22 ( )

0 02 2

2 2( )2 2
0 0

2 2

2 2 .

i k x t

i k x t

e
t t

e

−ω

−ω

∂ ∂
γ = γ ≈
∂ ∂

≈ − γω = − γω

E E E E

E E E E

 

Тогда (2.4) примет вид: 
2

22
2 2 2 0

c t
α ∂

−∇ − η =
∂

E E E E , (2.7) 

где 2η = γω .  
Пусть поле Е поляризовано вдоль оси z, т.е. 

Е= (0,0,Е). Тогда, подставляя 0( )
0 ( , ) i k x tE E t e −ω= r  в 

уравнение  

2
22

2 2 2 0E E E E
c t
α ∂

−∇ − η =
∂

,  

получим 

2 2
2 20

0 0 02 2 2

2 0 0
0 0 022 2 0

E
E k E

c t c

E E
E E i k

t xc

⎛ ⎞∂α αω
−∇ + − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∂ ∂αω⎛ ⎞− η − + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (2.8) 

Функцию 0 ( , )E tr ищем в виде  

0 ( , ) ( , ) iE t t e= ϕ qrr r , (2.9) 

где ( , )tϕ r  – вещественная функция, q – малая по-
правка к волновому вектору k0 =(k0 ,0,0). Подставляя 
(2.9) в (2.8) и приравнивая к нулю мнимую и веще-
ственную части полученного уравнения, находим 

2 2
0 ( ) 0

c k c
t x

∂ϕ ∂ϕ
+ + ∇ϕ =

∂ αω ∂ αω
q , (2.10) 
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2
2

2 2

2
2 2 3
0 0 22 2 0.

α ∂ ϕ
−∇ ϕ+

∂
⎛ ⎞αω

+ + + − ϕ− ηϕ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

c t

k q k q
c

 (2.11) 

Уравнения (2.10) и (2.11) совместны, так как 
(2.10) является линейным однородным уравнением 
первого порядка. Как известно из теории таких 
уравнений [7], решением уравнения (2.10) является 
любая дважды дифференцируемая функция 

( )sϕ = ϕ , где s(r, t) – полный интеграл уравнения 
(2.10), если в нем ϕ  заменить на s. 

Раскрывая скалярное произведение ( )∇ϕq , пере-
пишем (2.10) в виде 

2 2
0

2 2
0.

x

y z

c k c q
t x

c q c q
y z

⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ
+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ αω αω ∂⎝ ⎠

∂ϕ ∂ϕ
+ + =
αω ∂ αω ∂

 (2.12) 

Заметим, что каждый множитель перед / ix∂ϕ ∂  
имеет размерность скорости, и примем обозначения  

2 2
0

0

2 2

, ,

,

x
x

y z
y z

c k c q
u u

c q c q
u u

= = δ
αω αω

= δ = δ
αω αω

. (2.13) 

Тогда (2.12) можно записать в векторной форме 

( ) 0
t

∂ϕ
+ ∇ϕ =

∂
u , (2.14) 

где 0= + δu u u , с проекциями на оси координат  

0

0

( ,0,0), ( , , ),

( , , )

u u u u

u u u u

= δ = δ δ δ

= + δ δ δ
0 x y z

x y z

u u

u
. 

Положим ( )sϕ = ϕ .  

Поскольку ( ) , ( )ss s s
t t

∂ϕ ∂′ ′= ϕ ∇ϕ = ϕ ∇
∂ ∂

, то, под-

ставляя это в (2.14) и сокращая на ( )s′ϕ , находим:  

( ) 0s s
t
∂

+ ∇ =
∂

u ,  

или в развернутом виде: 

 0x y z
s s s su u u
t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

. (2.15) 

Запишем уравнения характеристик [7] для (2.15): 
d d d d
1 x y z

t x y z
u u u

= = = ,  

откуда 
d d d; ;
d d dx y z
x y zu u u
t t t
= = = . 

Эта система обыкновенных дифференциальных 
уравнений элементарно интегрируется при началь-
ных условиях 0 0 0(0) , (0) , (0)= = =x x y y z z :  

0 0 0, , .x y zx u t x y u t y z u t z= + = + = +  

Выражаем отсюда начальные координаты:  
0 0 0; ; .x y zx x u t y y u t z z u t= − = − = −  

Согласно методу Коши [7] полный интеграл 
уравнения (2.15) имеет вид: 

0 0 0 0x y zs b x b y b z b= + + + , 

где bx, by, bz – произвольные постоянные, b0 – адди-
тивная произвольная постоянная, т.е. 

0( ) ( ) ( ) .x x y y z zs b x u t b y u t b z u t b= − + − + − +  

Аддитивную произвольную постоянную b0 вы-
берем в виде  

0 0 0 0x y zb b x b y b z= − − − ,  

тогда  
0

0 0

( )
( ) ( ),

x x

y y z z

s b x x u t
b y y u t b z z u t
= − − +

+ − − + − −
  

что можно записать в векторной форме: 

0( ).s t= − −b r r u  (2.16) 
В том, что (2.16) является решением уравнения 

(2.15) легко убедиться прямой подстановкой. 
В силу линейности уравнения (2.15) его решение 

(2.16) можно умножить на любой числовой множи-
тель 1/А, что сделано для дальнейшего удобства. 
Итак, окончательно 

0( , ) ( ) /s t t A= − −r b r r u . (2.17) 

Займемся теперь решением уравнения (2.11).  
Подставляя в уравнение (2.11) ( )sϕ = ϕ , где s оп-

ределяется формулой (2.17), находим: 
2 2

2 2

2 2 2 2
2

2 2

( )( ) ;

( ) ( ) ;x y z

s
t A

b b b bs s
A A

∂ ϕ ′′= ϕ
∂

+ +
′′ ′′∇ ϕ = ϕ = ϕ

bu

  

тогда (2.11) принимает вид: 

2 2
2 2

2 3

( ) ( )

( ) 2 ( ) 0,

s b
A c
a s s

′′ϕ α⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ϕ − ηϕ =

bu
 (2.18) 

где принято обозначение 
2 2 2 2 2

0 02 / .xa k q k q c= + + −αω  (2.19) 

Положим 2 2 2( ) / .A b c c= −α bu  Тогда (2.17) и 
(2.18) примут вид: 

0

2 2 2

( )
( , )

( )

c t
s t

b c

− −
=

−α

b r r u
r

bu
, (2.20) 

2 3( ) ( ) 2 ( )s a s s′′ϕ = ϕ − ηϕ , (2.21) 

или 
( ) /V′′ϕ = ∂ ϕ ∂ϕ , 

где  
2 2 4 2 2 2( ) / 2 / 2 ( ) / 2V a aϕ = ϕ −ηϕ = −ηϕ ϕ . 
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Нулями функции ( )V ϕ  являются 1 0ϕ = , 

2 /aϕ = η  и 3 /aϕ = − η , поэтому граничными 
условиями для (2.11) примем:  

iϕ = ϕ , i=1,2,3; 0
x y z
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

= = =
∂ ∂ ∂

  

при →∞r . 
Уравнение (2.21) элементарно интегрируется. 

Умножив его на ( )s′ϕ  и проинтегрировав, получим 
2 2 2 4

1/ 2 / 2 / 2 .a C′ϕ = ϕ −ηϕ +  
Из принятых граничных условий следует, что 

С1 = 0. Тогда  
2 2/ ,s a∂ϕ ∂ = ϕ −ηϕ  

откуда 

2 2
.d s

a

ϕ
=

ϕ −ηϕ
∫   

Выполняя интегрирование и обращая получен-
ное выражение, находим 

( ) ( )
/

( , )
( , )

a
s t

ch a s t
η

ϕ = ϕ =r
r

, (2.22) 

где a и s(r, t) определяются формулами (2.19) и 
(2.20). 

С учетом (2.20) приходим к выводу, что найден-
ное решение (2.22) является гладкой функцией, ло-
кализованной вдоль направления r(t)=r0+ut и его 
центр движется с постоянной скоростью u. 

В силу симметрии уравнения (2.18) относительно 
преобразования ϕ↔ −ϕ , решением будет также 

aϕ = −ϕ . 
Таким образом, огибающая, имеющая форму гипер-

болического секанса, модулирует монохроматическую 
несущую волну в последовательность sech-импульсов, 
каждый из которых отклонен от оси x на угол 

2 2

0

2 2

0

( ) ( )
arctg

( ) ( )
arctg .

i i
y zi

i
x

i i
y z

u u

u u

q q

k

δ + δ
β = ≈

+ δ

+
≈

 

Средняя скорость импульсов 
2

0
0

c
= =

αω
k

u u  

направлена вдоль оси x. 
Установим дисперсионное соотношение. Полный 

волновой вектор k=k0+q имеет проекции 
(k0+qx , qy , qz ) и равенство (2.19) записывается в виде 

2 2 2 2 2 2
0( ) /x y za k q q q c= + + + −αω   

или 
2 2 2 2/ .a k c= −αω  (2.23) 

С другой стороны, из (2.22) следует, что 

0 max / .a= ηE  Отсюда 0 maxa = η E и из (2.23) на-

ходим 

2
22

0 max2 ,k
c
αω

= +η E  

что и является дисперсионным соотношением. 
Установим область значений волнового векто-

ра k, где среда обладает фокусирующими свойст-
вами. 

Во-первых, из (2.23) имеем: 
2 2 2

2
2 0,k ca

c
−αω

= >   

откуда 

kc > αω . (2.24)  
Во-вторых, скорость движения огибающей u 

должна быть меньше скорости света в вакууме: 
2 2 2 2

0
0 0( ) ,

c c c c
= + δ = + = + =

αω αω αω αω
k q ku u u k q  

следовательно, 2 / ,c k cαω <  откуда: 

.kc < αω  (2.25) 
Объединяя (2.24) и (2.25), имеем:  

/ / .c k cαω < < αω   

Это и есть дозволенная область значений волно-
вого вектора. 

Функция s(r, t) из (2.20) должна быть веществен-
ной. Следовательно, 2 2 2( ) 0−α >b c bu  или 

2 2 2 2 2cos ( ) 0.b c b u ∧− α >b u  Учитывая, что 
2 /u c k= αω , отсюда имеем / cos( )kc ∧< αω b u . 

Разрешая это неравенство совместно с (2.25) нахо-
дим cos( ) 1/ ,∧ ≤ αb u  что можно записать в виде 

/ 1/ ,bu ≤ αbu  или / 1/bk ≤ αbk .  
Последнее неравенство налагает ограничение на 

произвольные постоянные bx, by, bz .  

Заключение 
Разработан прямой метод решения модельных эво-

люционных уравнений типа нелинейного уравнения 
Шредингера и волнового уравнения типа Гинзбурга-
Ландау на примере уравнений нелинейной оптики. 

Найдены точные решения нелинейного уравне-
ния Шредингера в виде гладких стационарных и не-
стационарных функций, содержащих полные инте-
гралы линейных однородных уравнений в частных 
производных первого порядка. 

Из уравнений Максвелла выведено нелинейное 
волновое уравнение типа Гинзбурга-Ландау, описы-
вающее распространение оптического излучения в 
нелинейном однородном изотропном диэлектрике, и 
найдены его точные аналитические решения для 
стационарного и нестационарного случаев. 

Показано, что использование особого интеграла 
линейного однородного уравнения в частных произ-
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водных первого порядка приводит к неавтономному 
обыкновенному дифференциальному уравнению 
второго порядка, для которого найдены асимптоти-
ческие и численные решения. 

Огибающие всех найденных решений имеют 
форму гиперболического секанса, аргументом кото-
рого являются различные функции, порой достаточ-
но громоздкие.  
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