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Аннотация 
Рассмотрено новое семейство параксиальных лазерных пучков, образующих ортогональный 
базис. При распространении в однородном пространстве эти пучки сохраняют свою струк-
туру  с точностью до масштаба. Распределение интенсивности в поперечном сечении таких 
пучков похоже на распределение интенсивности для мод Бесселя и представляет собой на-
бор концентрических чередующихся светлых и темных колец. Комплексная амплитуда та-
ких пучков пропорциональна вырожденной (конфлюэнтной) гипергеометрической функ-
ции, и поэтому мы назвали такие пучки гипергеометрическими модами. Мы сформировали 
такие моды с помощью жидко-кристаллического микродисплея. 

 
 

Введение 
Уравнение Гельмгольца, которое описывает 

распространение непараксиальной монохромати-
ческой световой волны в однородном пространст-
ве, допускает решения с разделяющимися пере-
менными в 11 различных системах координат [1]. 
Это означает, что существуют световые поля, 
распространяющиеся без изменения своей струк-
туры. Примером являются хорошо известные мо-
ды Бесселя [2]. Параксиальный аналог уравнения 
Гельмгольца – это параболическое уравнение типа 
Шредингера, которое описывает распространение 
параксиальных световых полей. Это уравнение 
допускает решения с разделяющимися перемен-
ными в 17 системах координат [1]. Световые поля, 
которые описываются такими решениями, при 
распространении сохраняют свою структуру с 
точностью до масштаба. Примером являются хо-
рошо известные моды Эрмита-Гаусса и Лагерра-
Гаусса [3].  

В последнее время резко увеличилось количест-
во работ, в которых решения с разделяющимися пе-
ременными для уравнения Гельмгольца и Шредин-
гера используются в оптике [4-12]. Новые непара-
ксиальные световые пучки, которые сохраняют 
свою структуру при распространении, рассматрива-
лись в [4-6]. Это параболические пучки [4], волны 
Гельмгольца-Гаусса [5] и Лапласа-Гаусса [6]. Новые 
параксиальные световые пучки, сохраняющие свою 
структуру с точностью до масштаба, рассматрива-
лись в [7-10]. Это моды Айнса-Гаусса [7], элегант-
ные пучки Айнса-Гаусса [8], моды Эрмита-Лагерра-
Гаусса [9] и чистые оптические вихри [10]. Некото-
рые из этих пучков были реализованы с помощью 
лазерных резонаторов [9, 11], дифракционных опти-
ческих элементов [10] и жидко-кристаллических 
дисплеев [12].  

 
 

В этой работе рассмотрено еще одно семейство 
лазерных мод, представляющих собой ортонорми-
рованный базис и являющихся решением с разде-
ленными переменными параксиального параболиче-
ского уравнения в цилиндрической системе коорди-
нат. В цилиндрической системе координат уравне-
ние Шредингера кроме решений в виде мод Бесселя 
и мод Лагерра-Гаусса также имеет решения в виде 
вырожденных гипергеометрических функций (по-
этому эти моды названы авторами гипергеометриче-
скими). Распределения интенсивности в поперечном 
сечении таких пучков близко к распределению ин-
тенсивности для мод Бесселя. Это набор концентри-
ческих световых колец, интенсивность которых спа-
дает с ростом радиальной переменной как r-1. Как и 
моды Бесселя гипергеометрические моды имеют 
бесконечную энергию. В отличие же от мод Бесселя, 
радиусы световых колец гипергеометрических мод 
увеличиваются с ростом продольной координаты z 
как z1/2. Описан также эксперимент по генерации та-
ких лазерных мод с помощью жидкокристалличе-
ского микро-дисплея.  

1. Теоретические основы 

Комплексная амплитуда параксиального свето-
вого поля E(r,ϕ,z) в цилиндрической системе коор-
динат (r,ϕ,z) удовлетворяет уравнению типа Шре-
дингера: 

2 2

2 2 2

1
2 ( , , ) 0,ik E r z

z r r
⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟+ + ϕ =

∂ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠
 (1) 

где 
λ
π2

=k  волновое число света с длиной волны λ. 

Уравнению (1) удовлетворяют функции, образующие 
ортонормированный базис: 
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где −∞<x<∞, n=0, ±1, ±2, … непрерывный и дис-
кретный параметры, от которых зависят функции (2) 

и которые будем называть номерами моды; 
2

0 2
kw

z =  

- аналог длины Релея, w – параметр моды, аналогич-
ный радиусу гауссового пучка, хотя здесь он имеет 

другой смысл; 
2

2
kr

x
z

= ; Γ(x) – гамма функция; 

1F1(a,b,x) – вырожденная или конфлюэнтная гипер-
геометрическая функция [13]: 
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где Re(b)>Re(a)>0. Из (3) видно, что 1F1(a,b,x) – 
это целая аналитическая функция. В случае (2) 
Re(x)=0 и тогда уравнение (3) является одномер-
ным преобразованием Фурье от ограниченной 
функции на отрезке [0,1]. По теореме Шеннона 
асимптотически при r→∞ период модуляции 
функции (2) (т.е. расстояние между соседними 
максимумами или минимумами) равно 2π. При 
больших значениях аргумента x>>1 имеет место 
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. Такое 

поведение модуля функции (2) совпадает с асим-
птотикой функции Бесселя. Кроме того, нули вы-
рожденной гипергеометрической функции 
1F1(a,b,x0m)=0 близки к нулям функции Бесселя  

Jb-1(xb-1,m)=0 [13]: 
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Реализовать световые пучки (2), которые в даль-
нейшем будем называть гипергеометрическими (ГГ) 
модами, можно с помощью оптического элемента, 
имеющего функцию пропускания: 

,
1

( , ) exp ln
2n

w
E i in

wγ

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ρ
ρ θ = γ + θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦π ρ⎝ ⎠

. (4) 

При освещении оптического элемента (4), распо-
ложенного в плоскости z=0, неограниченной плоской 
волной на расстоянии z сформируется световое поле с 
комплексной амплитудой (2). Энергия световых полей 
(2) и (4) неограниченна, как и у моды Бесселя  

2

, ( , , ) ( ) exp
2n n

zE r z J r i in
k

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
β

βϕ β ϕ ,  

 

которая также удовлетворяет ур. (1). Поэтому на прак-
тике для реализации моды (2) оптический элемент (4) 
следует ограничивать кольцевой диафрагмой. При 
этом на конечном расстоянии ( )0 tanz R R< γ , где R – 
больший радиус кольцевой диафрагмы, будет эф-
фективно формироваться мода (2). 

Световое поле (2) при распространении сохра-
няет свою структуру и меняется только масштаб-
но. Поперечное распределение интенсивности ГГ-
моды (2) представляет собой набор концентриче-
ских световых колец, радиусы которых удовле-
творяют условию: 

m
m

zα λ
ρ =

π
, (5) 

где αm – постоянные, зависящие от номера кольца m и от 
номеров моды (γ,n). Из (5) следует, что радиусы колец 
увеличиваются с ростом z как z1/2. Из соотношения [13]: 
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следует, что фаза гипергеометрической функции 

равна x/2: 1 1
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. Инте-

ресно, что эта фаза не зависит от номеров моды 
(γ,n). Тогда можно записать выражение для фазы 
ГГ-моды: 
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где первое слагаемое имеет смысл фазы Гоу (Gouy). 

2. Численное моделирование 
Формула (2) позволяет рассчитывать идеаль-

ные (бесконечные) ГГ-моды. Однако при генера-
ции этих мод используется оптический элемент 
конечного размера, поэтому при моделировании 
формирования ГГ-моды использовалось преобра-
зование Френеля:  

2
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∫∫
 (7) 

от входной функции ),(, θργ nE  (4). 

На рисунках 1-3 показаны распределения ин-
тенсивности и фазы различных ГГ-мод и их су-
перпозиций, рассчитанные по формулам (2) и 
(7),на расстояниях z=1000 мм и z=2000 мм. Пара-
метры расчета: длина волны λ=633 нм, размер 
изображений – 4×4 мм, число отсчетов – 256×256. 
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z=1000 мм z=2000 мм 

Рис. 1. Распределения интенсивности и фазы ГГ-моды (γ,n)=(2,3), рассчитанное по формуле (2) (верхняя строка) 
 и по формуле (7) (нижняя строка) на различных расстояниях 

    

    
z=1000 мм z=2000 мм 

Рис. 2. Распределения интенсивности и фазы суперпозиции из двух ГГ-мод (γ,n)=(0,2)+(-3,-2),  
рассчитанное по формуле (2) (верхняя строка) и по формуле (7) (нижняя строка) на различных расстояниях 

    

    
z=1000 мм z=2000 мм 

Рис. 3. Распределения интенсивности и фазы суперпозиции из четырех ГГ-мод (γ,n)=(0,1)+(0,-2)+(0,3)+(0,-4), 
рассчитанное по формуле (2) (верхняя строка) и по формуле (7) (нижняя строка) на различных расстояниях 
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Среднеквадратичное отклонение распределения 
интенсивностей для идеальных пучков (формула 
(2)) и полученных через преобразование Френеля 
(формула (7)) составило 15-23%. 

На рис. 4 показаны радиальные сечения интен-
сивности ГГ-моды (γ,n)=(2,3) на расстояниях z=100 
мм и z=200 мм. Видно, что радиусы световых ко-
лец увеличиваются с ростом z. На рис. 5 приведен 
график расходимости интенсивности этой моды в 
зависимости от пройденного расстояния z.  

Среднеквадратичное отклонение численных ре-
зультатов от аппроксимирующей функции 
y=0,0405 z1/2 составило 14%.   

На рис. 6 приведены радиальные сечения интен-
сивности ГГ-мод с одинаковым параметром γ=2 и 
различными индексами n на одном и том же рас-
стоянии. Видно, что с ростом индекса n радиус пер-
вого светового кольца увеличивается. Это связано с 
возрастанием номера винтовой сингулярности, ко-
торую содержат ГГ-моды.  
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3,603
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0,219
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z=100 мм       z=200 мм 

Рис. 4. Радиальные сечения интенсивности ГГ-моды (γ,n)=(2,3), рассчитанные по формуле (7) на различных расстояниях 
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Рис. 5. График расходимости интенсивности ГГ-моды (γ,n)=(2,3) в зависимости от пройденного расстояния z: сплошной 
линией отображен результат численных расчетов по формуле (7), пунктирной – аппроксимация функцией y=0,0405 z1/2  
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Рис. 6. Радиальные сечения интенсивности ГГ-мод с одинаковым параметром γ=2  
и различными индексами n на расстоянии z=100 мм 
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(γ,n)=(0,1)     (γ,n)=(2,1) 

Рис. 7. Распределения интенсивности и фазы ГГ-мод с одинаковым индексом n=1  
 и различными параметрами γ на расстоянии z=1000 мм 

 
На рис. 7 показаны распределения интенсивно-

сти и фазы ГГ-мод с одинаковым индексом n=1 и 
различными параметрами γ на одном и том же рас-
стоянии. Видно, что с ростом параметрами γ радиус 

первого светового кольца также увеличивается. При 
этом фазовая практически сохраняет свой вид, так 
как фазовая функция ГГ-мод (6) главным образом 
определяется номером винтовой сингулярности n. 

 

 
Рис. 8. Оптическая схема для эксперимента. L- твердотельный лазер с длиной волны 532 нм и мощностью 500 мВт, 

K – коллиматор, SLM- динамический модулятор света, TV – телекамера, PC - персональный компьютер 
 

3. Экспериментальное формирование 
Экспериментально ГГ-моды формировались с 

помощью жидко-кристаллического микро-дисплея с 
использованием оптической установки, схема кото-
рой представлена на рис.8. Луч лазера расширяется 
коллиматором и попадает на динамический модуля-
тор света под углом близким к 90° и отражается в 
направлении телекамеры 

ДОЭ формировался на динамическом модулято-
ре CRL OPTO с разрешением 1316×1024 и физиче-
ским размером 6,5 мм. Модулятор освещался пло-
ским пучком от твердотельного лазера с длиной 
волны 532 нм и мощностью 500 мВт. При этом би-
нарная фаза, получаемая на модуляторе, кодирова-
лась двумя способами.  

1. Бинарная фаза S(r,ϕ) при добавлении линей-
ной несущей, удовлетворяет уравнению: 

( , ) sgn cos ln
r

S r n x
w

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎨ ⎬ϕ = γ + ϕ+α⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

 (8) 

где sgn(x) – знаковая функция, α - пространственная 
несущая частота, x – декартова координата. Ампли-
туда r−1 функции (4) заменялась на постоянное зна-
чение. 

Закодированный элемент формирует в плоскости 
дифракции Фраунгофера два симметричных порядка 
с гипергеометрическими модами. 

2. При квадратичном радиальном кодировании 
бинарная фаза ДОЭ рассчитывается по формуле  

2

( , ) sgn cos ln
2

r kr
S r n

w f

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪
⎨ ⎬ϕ = γ + ϕ+⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (9) 

где f – фокусное расстояние сферической линзы.  
Это значит, что из-за фактического добавления 

линзы, гипергеометрические моды формируются в 
сходящемся пучке.  

На рис.9 представлены фазы линейно кодиро-
ванных ДОЭ и распределения интенсивности на 
расстоянии 2000мм от пространственного модуля-
тора для различных n и γ.  
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Рис. 9. Фаза сформированная на динамическом 
пространственном модуляторе света для  n=10, γ=5 (а), 

n=10, γ=10 (в) и n=5, γ=10 (д) и соответствующие 
распределения интенсивности на расстоянии 2000 мм  

от модулятора (б), (г) и (е) 
 

Так как при линейном кодировании энергия де-
лится между двумя порядками, а дифракционная 
эффективность ДОЭ сформированного на модуля-
торе невысока  полученные изображения обладают 
недостаточным контрастом. Для избавления от это-
го недостатка было использовано квадратичное ко-
дирование (9).  

На рис. 10 представлены виды фаз таких элемен-
тов (центральные части) формирующих гипергео-
метрические моды и распределения интенсивностей 
на расстоянии 700 мм от ДОЭ. 

На рис. 11 представлено распределение интен-
сивности на разных расстояниях от ДОЭ.  

Уменьшение размера гипергеометрической моды 
связано с тем, что фиксируемое изображение сни-
малось в сходящемся пучке. 

Как видно из рис. 11, структура распределения 
сохраняется, что доказывает модовый характер све-
тового пучка.  

  
а   б 

  
в   г 

Рис. 10. (а) фаза ДОЭ для гипергеометрической моды  
с параметрами n=10, γ=1, (б) распределение 

интенсивности в зоне дифракции Френеля, (в) фаза ДОЭ 
для гипергеометрической моды с параметрами n=10, 

γ=10, (г) распределение интенсивности  
в зоне дифракции Френеля 
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Рис. 11. Распространение пучка n=10, γ=1 (а) 700 мм,  
(б) 725 мм, (в) 750 мм, (г) 775 мм 

 

Заключение 
В работе впервые (по нашему мнению) рассмотре-

но теоретически и экспериментально новое семейство 
оптических вихрей, названных гипергеометрическими 
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модами. ГГ-моды удовлетворяют параксиальному 
уравнению типа Шредингера, образуют ортогональ-
ный базис функций, при распространении сохраняют 
свою структуру с точностью до масштаба и близки к 
известным модам Бесселя. Заметим, что при γ =−i ГГ-
моды переходят в однопараметрическое семейство 
чистых оптических вихрей [10].  
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Abstract 
The paper analyzes a new family of paraxial laser beams forming an orthogonal basis. When 

propagating in homogeneous space, these beams retain their structure with the accuracy of the 
scale. The intensity distribution in the cross section of such beams is similar to the intensity 
distribution for Bessel modes and is represented as a set of concentric alternating light and dark 
rings. The complex amplitude of such beams is proportional to the degenerate (confluent) 
hypergeometric function, and therefore we called such beams hypergeometric modes. We formed 
such modes using a liquid crystal microdisplay. 
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