
Параксиальные гипергеометрические лазерные пучки …А.А. Ковалев, В.В. Котляр, С.Н. Хонина, В.А. Сойфер  

9 

ПАРАКСИАЛЬНЫЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЛАЗЕРНЫЕ ПУЧКИ  
С ОСОБЕННОСТЬЮ В ЦЕНТРЕ ПЕРЕТЯЖКИ 

А.А. Ковалев1,2, В.В. Котляр1,2, С.Н. Хонина1,2, В.А. Сойфер1,2 
1Институт систем обработки изображений РАН, Самара, Россия, 

2Самарский государственный аэрокосмический университет им. С.П. Королева, Самара, Россия 

Аннотация 
Рассмотрено новое двухпараметрическое семейство параксиальных лазерных пучков, ко-

торые порождаются начальной комплексной амплитудой, состоящей их трех сомножителей: 
Гауссового пучка, логарифмического аксикона, спиральной фазовой пластинки или угловой 
гармоники, а также амплитудной гиперболической функции, имеющей особенность в начале 
координат. В ближней зоне комплексная амплитуда таких пучков пропорциональна вырож-
денной гипергеометрической функции, и поэтому пучки названы – гипергеометрическими. 
При замене Гауссового пучка плоской волной эти пучки переходят в гипергеометрические 
моды, сохраняющие свою структуру с точностью до масштаба. Распределение интенсивности 
в поперечном сечении таких пучков похоже на распределение интенсивности для мод Бесселя 
и представляет собой набор концентрических чередующихся светлых и темных колец. 

Введение 
В современных научных исследованиях интерес 

к различным типам лазерных пучков заметно воз-
рос. Продолжаются исследования хорошо известных 
мод Лагерра-Гаусса [1]. В [2] с помощью функции 
Вигнера рассмотрены непараксиальные моды Ла-
герра-Гаусса. Продолжают исследоваться элегант-
ные пучки Лагерра-Гаусса [3] и Эрмита-Гаусса [4]. 
Эти пучки описываются соответствующими поли-
номами с комплексными аргументами. В [5, 6] ис-
следовались разными методами эллиптические пуч-
ки Лагерра-Гаусса. Лазерный пучок с эллиптической 
симметрией можно сформировать при наклонном 
падении плоской волны, например, на аксикон. В [7] 
исследуются лазерные пучки, сформированные при 
наклонном падении на аксикон. Интерес также вы-
зывает линейная комбинация лазерных мод. Так, 
в [8] показано, что с помощью подбора мод в осевой 
линейной комбинации можно получить лазерные 
пучки с вращающейся поперечной интенсивностью, 
но не обладающие орбитальным угловым моментом. 
Можно также сформировать лазерный вихревой пу-
чок, картина дифракции которого будет представ-
лять собой только одно светлое кольцо, а все пери-
ферийные кольца будут подавлены [9]. 

В недавних работах авторов [10, 11] рассматри-
валось новое семейство параксиальных лазерных 
пучков – гипергеометрические моды. Эти моды 
близки к известным модам Бесселя [12, 13], они 
также обладают бесконечной энергией и могут быть 
сформированы с помощью ДОЭ только приближен-
но. В данной работе рассматривается некоторое 
обобщение гипергеометрических мод – гипергео-
метрические пучки, которые переходят в моды при 
замене исходного Гауссового пучка плоской волной 
или при стремлении радиуса перетяжки гауссового 
пучка к бесконечности. Показано, что комплексная 
амплитуда у некоторых из таких пучков в дальней 
зоне пропорциональна модифицированной функции 
Бесселя целого или полуцелого порядков. 

1. Гипергеометрические лазерные пучки 
Рассмотрим световое поле с начальной функцией 

комплексного пропускания вида: 

( )
2

2
1, ,0; exp ln

2n
w r rE r i in
r wγ ϕ σ γ ϕ

π σ

 
= − + +  2  

,(1) 

где ( ),r ϕ  – полярные координаты в начальной 
плоскости ( 0z = ), w  и γ  – действительные пара-
метры логарифмического аксикона, σ  – радиус пе-
ретяжки гауссова пучка, n  – целый порядок спи-
ральной фазовой пластинки. Комплексная амплиту-
да (1) описывает световое поле с бесконечной энер-
гией и с особенностью при 0r = . Несмотря на это, в 
любой другой поперечной плоскости на расстоянии 
z  от начальной плоскости комплексная амплитуда 
светового поля, порожденная функцией (1), уже не 
будет иметь особенности и будет конечной. 

При параксиальном распространении светового 
поля (1) его комплексная амплитуда на расстоянии 
z  будет определяться преобразованием Френеля, 
которое в полярных координатах имеет вид: 

( ) ( )

( )

2

2 2

, , , ,0
2

exp 2 cos d d ,
2

R

ikE z E r
z

ik r r r r
z

ρ θ ϕ
π

ρ ρ ϕ θ ϕ

= − ×

  × + − −   

∫∫
 (2) 

где ( ),ρ θ  – полярные координаты в плоскости, пер-
пендикулярной оптической оси, k  – волновое число. 

Подставляя (1) в (2) и используя справочный ин-
теграл [14] 

( ) ( )

( )

1 2 12

0
2

1
1 1

exp d 2

1 , 1, ,
2 2 4

v
v v

vx px J cx x c p

v v cv F v
p

α
α

α α

+∞ −− − −

−

− = ×

 + + ×Γ Γ + + −       

∫
 (3) 

получим следующее выражение для комплексной 
амплитуды в плоскости z : 
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 = − × 
 

  × + − ×     
    + + + +    ×Γ + −     −  
 

(4) 

где ( )1 1 , ,F a b x  – вырожденная или конфлуэнтная 
гипергеометрическая функция (функция Куммера): 

( )
( )
( )1 1

0
, ,

!

m
m

m m

a xF a b x
b m

∞

=
= ∑ , (5) 

( ) ( ) ( )ma a m a= Γ + Γ  – символ Похгаммера. Из 
выражения (4) видно, что комплексная амплитуда 
светового поля на расстоянии 0z >  имеет конечный 
модуль в каждой точке ρ . 

При большом удалении от начальной плоскости 
( 2z kσ>> ) выражение (4) упростится: 

( ) ( ) 1 11
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1 1 , 1, .
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z
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+ +−

+

+ +
−

−  >> = × 
 

  × + ×     
  + + + +   ×Γ + −         

(6) 

Частным случаем пучков (6) являются пучки при 
0γ = . Из (6) следует, что комплексная амплитуда 

таких пучков пропорциональна функции Бесселя 
второго рода (модифицированной) с целым и полу 
целым порядками: 

( ) ( ) 12
0

2 22

2

, , ;
2 2

exp .
2 2 2

n
n

n

k wE z k i
z

ik k kin I
z z z

σρ θ σ σ
π

ρ ρσ ρσθ

+>> = − ×

      × − +               

 (7) 

2. Гипергеометрические моды 

При устремлении радиуса перетяжки гауссового 
пучка к бесконечности (σ →∞ , т.е. Гауссов пучок 
переходит в плоскую волну) выражение (4) суще-
ственно упрощается: 

( )
1
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−
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 + +
× + −  

 

 (8) 

Для функции Куммера известно соотношение: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1, , exp , ,F a b z z F b a b z= − − . (9) 

Тогда (8) преобразуется: 

( ) ( )
1

2 22
1 1

1, , exp
2 ! 2

1 , 1, .
2 2 2

n n

n

n i

w n iE z in
n

ikw n i ikF n
z z

γ

γ

ρ γρ θ θ
π

γ ρ

−

+ −

+ + = Γ × 
 

   + −
× − +      
   

(10) 

Следует отметить, что справочный интеграл (3) 
определен для случаев, когда ( )Re 0p > , что не со-
блюдается при σ →∞ . Однако при подстановке (10) 
в параксиальное уравнение распространения света 

( )
2

2 2 2
1 12 , , 0ik U z

z
ρ θ

ρ ρρ ρ θ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =  ∂ ∂∂ ∂ 

, (11) 
получается верное тождество, а именно, дифферен-
циальное уравнение Куммера: 

( ) ( )
2

2 , , 0b a F a bχ χ χ
χχ

 ∂ ∂
+ − − = 

∂∂ 
, (12) 

где 

2

1 ,
2

1,

.
2

n ia

b n

ik
z

γ

ρχ

 + −
=

 = +

 =


 (13) 

Гипергеометрическая мода (10) формируется из 
начальной комплексной амплитуды ( 0z = ) c осо-
бенностью в начале координат: 

( ) 1, ,0 exp lnw rE r i in
r w

ϕ γ ϕ
π

 = + 2  
. (14) 

3. Гипергеометрические моды при 0γ =  

Рассмотрим однопараметрическое семейство ги-
пергеометрических мод (10) при условии, что 0γ = . 

В этом случае воспользуемся известным соот-
ношением для конфлюэнтной функции [15] 

2

1

2 2 2

2

1

2
.

1 , 2 1, 1
2 2 2 2 2

exp
4 8 4n

n

n n ik nF
z

ik k kJ
z z z

ρ

ρ ρ ρ

×

−

×

   + + = Γ +     

    
    
    

 (15) 

После подстановки (15) в (10) получается 

( ) ( )
1
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2 2

2

, , exp 1
2 2 4

exp .
4 4

n
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w kE z i n
z

ik kin J
z z

πρ θ
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ρ ρθ

   = − + ×      
   

× +   
   

 (16) 
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Из (16) видно, что комплексная амплитуда гипер-
геометрических мод при 0γ =  пропорциональна 
функции Бесселя первого рода (сравните с уравнени-
ем (7), где появляется функция Бесселя второго рода) 
целого и полу целого порядков. Заметим, что все рас-
смотренные выше поля (и гипергеометрические пуч-
ки (6) и моды (10) зависят от квадрата радиальной 
переменной. Это означает, что с ростом переменной 
ρ  будет уменьшаться расстояние между соседними 
локальными максимумами или минимумами. Не-
ограниченное увеличение пространственной частоты 
картины дифракции является следствием особенно-
сти (амплитудной и фазовой) комплексной амплиту-
ды в центре начальной плоскости (в центре перетяж-
ки). В реальности для формирования таких лазерных 
пучков следует использовать кольцевую диафрагму, 
«блокирующую» особенность в центре координат. 
При этом, правда, гипергеометрические пучки можно 
будет сформировать только приближенно, но зато 
пространственная частота картины дифракции будет 
конечной величиной. 

Рассмотрим первую вихревую моду при 1n = . 
Тогда вместо (16) получим комплексную амплитуду: 

( )
2

01
2, , sin exp( )

2
E z z i

z
πρρ θ λ θ

πρ λ
 

=  
 

. (17) 

Нули комплексной амплитуды (17) будут иметь 
координаты 2m m zρ λ= . Первый максимум ампли-

туды находится из уравнения ( )2 tgx x=  и имеет 
координату вблизи точки 

max zρ λ< . Заметим, что 
расстояние между двумя соседними нулями интен-
сивности поля (17) с номерами m  и 1m +  при 

1m >>  равно выражению ( )2m z mρ λ∆ ≈ . То есть 

пространственная частота картины дифракции стре-
миться к бесконечности при ρ →∞ . Устранить это 
можно, ограничив исходное поле (14) кольцевой 
диафрагмой, блокирующей особенность в центре. 

4. Обобщенные гипергеометрические моды 

Рассмотрим функцию следующего вида (более 
общего, чем (10): 

( ) ( ) ( ), ,0 expp q m lE z in F s zρ θ ρ θ ρ= , (18) 

где F  – некоторая функция. 
После подстановки функции (18) в параксиаль-

ное уравнение распространения света (11) получает-
ся следующее соотношение: 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 1

2 2 2 2 1

2 2

1 2 0.

m l

m l m l

s m z F

p m sm z iksl z F

p p p n ikqz F

ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ

−

− −

− − − −

′′ +

′ + + + + 
 + − + − + = 

(19) 

При p n= ±  уравнение упрощается. Для опреде-
ленности рассмотрим случай, когда p n= + : 

( )

2 2 2 2 2

2 1

1

2 2

2 0.

m l

m l m l

s m z F

sm n m z iksl z F

ikqz F

ρ

ρ ρ

−

− −

−

′′ +

′ + + + + 
+ =

 (20) 

Чтобы получить из уравнения (20) уравнение 
Куммера, нужно чтобы коэффициент при производ-
ной второго порядка равнялся аргументу функ-
ции F . Для этого разделим обе части уравнения на 

2 2m lsm zρ − : 
2 1

2

2 1

2

2 2

2 0.

m l

m l

n m ikl zs z F F
m m

ikq z F
sm

ρρ

ρ

−

− − −

 +′′ ′+ + + 
 

+ =

 (21) 

Далее нужно, чтобы коэффициент при производ-
ной первого порядка был равен разности константы 
и аргумента функции F , это возможно только в 
случае, когда 

2

2,
1,
2 .

2

m
l

ikl iks
m


 =

= −


 = − =


 (22) 

Тогда вместо (21) получим уравнение вида: 

2 1 2 11 0
2 2
ik ikz F n z F qFρ ρ− − ′′ ′+ + − + = 

 
. (23) 

Получено уравнение Куммера, в котором 
,
1.

a q
b n
= −

 = +
 (24) 

Решением такого уравнения является конфлу-
энтная функция: 

2

1 1 , 1,
2

ikF a n
z
ρ 

+ 
 

, (25) 

т.е. решением параксиального уравнения распро-
странения (11) является следующая функция: 

( ) ( )
2

, 1 1, , exp , 1, .
2

n a
a n

ikE z z in F a n
z
ρρ θ ρ θ−

+

 
= + 

 
(

26) 
При p n= −  получается 

( ) ( )
2

, 1 1, , exp ,1 , .
2

n a
a n

ikE z z in F a n
z
ρρ θ ρ θ− −

−

 
= − 

 
 (27) 

Объединяя (26) и (27) в одно выражение, полу-
чится семейство функций 

( ) ( )
2

1 1, , exp , 1, .
2

n a
an

ikE z z in F a n
z
ρρ θ ρ θ−  

= ± + 
 

 (28) 

Комплексную амплитуду (28) можно рассматри-
вать как обобщенный параксиальный гипергеомет-



2007 Компьютерная оптика, том 31, №1 
 

12 

рический пучок, который переходит в модовые пуч-
ки при условии ( )1 2a n iγ= + + . 

5. Численное моделирование 

Формула (10) описывает комплексную амплитуду 
для идеальной гипергеометрической моды, сформи-
рованной с помощью начального поля вида (14). На 
практике это поле должно быть ограничено в разме-
рах. Модуль функции комплексного пропускания 
также должен быть ограничен единицей. На рис. 1а и 
б показаны рассчитанные по формуле (14) радиаль-
ные распределения амплитуды в плоскости 0z = : 
неограниченное (1а) и ограниченное кольцевой диа-
фрагмой с радиусами 1 0, 2R = мм и 2 10R = мм. На 
рис. 1в и г показаны рассчитанные соответствующие 
радиальные распределения амплитуды в плоскости 

2000z = мм: по формуле (10) (1в) и с помощью пре-
образования Френеля (1г). Параметры расчета: поря-

док СФП 10n = , параметры логарифмического акси-
кона 0,5w = мм и 0γ = , длина волны 514,5λ = нм, 
дискретизация 0,16ρ∆ =  мм. 

На рис. 2 показано рассчитанное радиальное 
распределение амплитуды на расстоянии 

2000z =  мм от исходного поля (14) для двух раз-
личных значений параметра логарифмического ак-
сикона γ . Видно, что с ростом γ  радиус первого 
(главного) кольца увеличивается. 

На рис. 3 показано радиальное распределение 
амплитуды на расстоянии 2000z = мм от исходного 
поля (1) для двух различных значений радиуса пере-
тяжки гауссового пучка σ  при 0γ = . Видно, что с 
ростом σ  уменьшается контраст дифракционной 
картины. 

На рис. 2 и 3 остальные параметры расчета такие 
же, что и на рис. 1. 

а)  б)  

в)  г)  

Рис. 1. Радиальные распределения модуля комплексной амплитуды в плоскостях 0z = мм (а и б) и 2000z = мм (в и г)  
для светового поля (14) с бесконечной апертурой (а и в) и ограниченного кольцевой диафрагмой с радиусами 1 0, 2R = мм  

и 2 10R = мм (б и г) 

 

а)  б)   

Рис. 2. Радиальные распределения модуля комплексной амплитуды для начального поля (14) ( 10n = )  
в плоскости 2000z = мм при 25γ =  (а) и 50γ =  (б) 
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а)  б)  

Рис. 3. Радиальные распределения модуля комплексной амплитуды от исходного поля (1) ( 10n = )  
в плоскости 2000z = мм при 5σ = мм (а) и при 2σ = мм (б) 

Заключение 
Рассмотрено новое двухпараметрическое семей-

ство параксиальных лазерных пучков, которые по-
рождаются начальной комплексной амплитудой, со-
стоящей их трех сомножителей: Гауссового пучка, 
логарифмического аксикона, спиральной фазовой 
пластинки или угловой гармоники, а также ампли-
тудной гиперболической функции, имеющей особен-
ность в начале координат. В ближней зоне комплекс-
ная амплитуда таких пучков пропорциональна вы-
рожденной гипергеометрической функции, и поэтому 
пучки названы – гипергеометрическими. При замене 
гауссового пучка плоской волной эти пучки перехо-
дят в гипергеометрические моды, сохраняющие свою 
структуру с точностью до масштаба. Распределение 
интенсивности в поперечном сечении таких пучков 
похоже на распределение интенсивности для мод 
Бесселя и представляет собой набор концентрических 
чередующихся светлых и темных колец. 

Гипергеометрические моды обладают одной осо-
бенностью: пространственная частота картины ди-
фракции асимптотически стремиться к бесконечности. 
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Abstract 
We study a new two-parameter family of paraxial laser beams generated by initial complex 

amplitude consisting of four cofactors: Gaussian beam, logarithmic axicon, spiral phase plate (or 
angular harmonic), and the amplitude reciprocal function with a singularity at the origin. In the 
near field, complex amplitude of these beams is proportional to the degenerate hypergeometric 
function, and thus the beams are called hypergeometric. If the Gaussian beam is replaced by a 
plane wave, these beams change into hypergeometric modes preserving their shape up to scale on 
propagation in space. The cross-section intensity distribution of these beams is similar to that of 
the Bessel modes and consists of a set of concentric alternating light and dark rings. 
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