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Аннотация 
В работе рассматриваются два алгоритма декомпозиции сигнала построенные на основе  
обобщенных неразделимых вейвлет-преобразований Хаара. Особенностью таких вейвлет 
преобразований является то, что они строятся на фундаментальных областях канонических 
систем счислений в мнимых квадратичных полях. 

Введение 
В настоящее время вейвлет-преобразование 

нашло широкое применение в обработке изображе-
ний, особенно в задачах компрессии цифровых 
изображений. Большинство вейвлетов, используе-
мых в обработке изображений, являются раздели-
мыми, что влечет появление различных артефактов 
на изображении, включая блочные и линейные, к 
которым глаз человека особенно чувствителен [1]. В 
связи с этим возникает вопрос о необходимости раз-
работки методики построения неразделимых вейвлет-
базисов. 

В работе [2] был рассмотрен вопрос о конструи-
ровании многомерных неразделимых аналогов бази-
са Хаара. Такой вейвлет-базис был определен, как 
вейвлет-базис над 2 (R )nL  с компактным носителем, 
соответствующий кратномасштабному анализу, по-
рожденному масштабирующей функцией вида, где 

( )Q xχ  – характеристическая (индикаторная) функ-
ция компактного множества Q : 

1 ,
( )

0 .Q

x Q
x

x Q
∈

χ =  ∉
 

В этой же работе показано, что такой вейвлет-
базис над 2 (R )nL  может быть построен на основе 
характеристической функции ( )Q xχ  компактного 
множества Q , тогда и только тогда, когда Q  – ин-

тегральное самоподобное покрытие nR  с единич-
ной мерой Лебега.  

Построение таких преобразований, а именно, 
отыскание масштабирующей функции, является до-
вольно сложной задачей, что затрудняет использо-
вание этого метода. В работах [1], [3] был предло-
жен метод построения таких вейвлет-базисов над 

2 2(R )L  с использованием систем счислений, осно-
ваниями которых являются целые Гауссовы числа. 

В работе [4] было представлено обобщение ме-
тода построения неразделимых двумерных вейвлет-
базисов Хаара, которое стало возможным после раз-
работки венгерскими математиками Катаем и Кова-
чем теории так называемых канонических систем 
счисления (КСС) в квадратичных полях [5, 6, 7]. В 
настоящей работе предлагаются алгоритмы деком-

позиции исходного сигнала для таких обобщенных 
вейвлет-базисов Хаара. 

Структура статьи следующая: В разделе 1 приве-
дены необходимые данные из теории КСС. В разде-
ле 2 представлены сведения об обобщенных 
вейвлет-базисах Хаара. В разделе 3 приведена об-
щая идея алгоритмов декомпозиции сигнала для та-
ких преобразований. Два алгоритма декомпозиции 
рассмотрены в разделах 4 и 5, соответственно.  

1. Канонические системы счисления  
в квадратичных полях 

Пусть Q( )d  – квадратичное поле 

{ }Q( ) ; , Qd z a b d a b= = + ∈ , Zd ∈ , свободное 

от квадратов. В работе будем рассматривать мни-
мые квадратичные поля, т.е. 1−≤d . 

Определение 1: Если для элемента 
Q( )z a b d d= + ∈  норма и след – целые числа: 

2 2( ) ( )( ) Z,Norm z a b d a b d a db= + − = − ∈  
( ) ( ) ( ) 2 Z,Tr z a b d a b d a= + + − = ∈  

то элемент называется целым алгебраическим чис-
лом поля Q( )d . Целое алгебраическое  число 

dbaz +=  называется целым Гауссовым числом, 
если Za∈  и Zb∈ . 

В работах [5], [6] введено понятие канонической 
системы счисления в кольце S( )d  целых элемен-

тов поля Q( )d . 
Определение 2: Целое алгебраическое число 

называется основанием канонической системы 
счисления в кольце целых поля Q( )d , если любой 
целый элемент  поля однозначно представим в фор-
ме конечной суммы: 

{ }
( )

0
, 0,1, , ( ) 1

k z
j

j j
j

z z z D Norm
=

= α ∈ = α −∑  . 

Определение 3: Пара ( , )Dα  называется канони-

ческой системой счисления в кольце S( )d  целых 

поля Q( )d . 
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Обычно, для представления некоторого числа 
)( dSz∈  в КСС ( , )Dα  используют так называе-

мую позиционную запись этого числа (или адрес 
числа): ( ) ( ) 1 0( , )k z k zz z z z− α=  , где Dz j ∈ . В работе 
[7] описаны рекуррентные соотношения, позволяю-
щие получить такое представление произвольного 
числа )( dSz∈  в КСС ( , )Dα . 

Теорема 1: Пусть 2−≤d . 
(а) При 2,3(mod 4)d ≡  пусть A dα = ±  является 
основанием канонической системы счисления в 
кольце S( )d ; пусть далее для 

1 2 S( ),z z z d d= + ∈  1 2, Zz z ∈  целые рациональ-
ные )(zsk  определены рекуррентными соотноше-
ниями: 

1
1

1 2 0 1 2

( ) ( )
( ) 2 , 0,

( ) ( )
( ) ( ), ( ) .

k k
k

s z s z
s z A k

Norm Norm
s z z Norm s z z z A

−
+

−

   
= − ≥   α α   
= α = 

 

(b) При 1(mod 4)d ≡  пусть 
1 ( )
2

B dα = ±  является 

основанием канонической системы счисления в 
кольце S( )d ; пусть далее для 

1 2
1 S( ),

2
dz z z d+

= + ∈  1 2, Zz z ∈  целые рацио-

нальные )(zsk  определены рекуррентными соот-
ношениями: 

1
1

1 2 0 1 2

( ) ( )
( ) , 0,

( ) ( )
1( ) ( ), ( ) .

2

k k
k

s z s z
s z B k

Norm Norm
Bs z z Norm s z z z

−
+

−

   
= − ≥   α α   

−
= α = 

 

Тогда  
( )

0
,

k z
j

j
j

z z
=

= α∑  где ( )(mod ( ))j jz s z Norm≡ α . 

Определение 4: Фундаментальной областью 
( , ) CT Dα ∈  КСС ( , )Dα  в кольце S( )d  целых 

элементов поля Q( )d , называется множество 
комплексных чисел с нулевой целой частью, т.е.: 

1

( , ) ,j
j j

j
T D d d D

−

=−∞

α = α ∈∑ . 

2. Обобщенные вейвлет-базисы Хаара 
Пусть задана КСС ( , )Dα , ее основание – целое 

алгебраическое число , ( )a b d S dα = + α∈ , ал-

фавит – множество { }0 1 2 ( ) 1, , NormD d d d d α −=  , и 

( , )T Dα  – фундаментальная область этой КСС. 

Положим 
( )S d

Γ = Γ . Матрица умножения произ-

вольного числа ( )z S d∈  на основание системы 
счисления α  имеет вид: 

a bd
A

b a
 

=  
 

, 

Тогда можно построить кратномасштабный ана-
лиз (КМА), ассоциированный с парой ),( ΓA , при-
чем масштабирующей функцией будет характери-
стическая функция фундаментальной области КСС 
( , )Dα  – ( , )T Dαφ = χ . Множество D  образует пол-

ную систему вычетов mod α . Пусть det A q= , то-
гда вейвлет-базис искомого преобразования будем 
искать в виде: 

1, 1,
1

j

q
i

i j d
j

u +
=

ψ = φ∑ , 

где jiu ,  – элементы унитарной матрицы U , в кото-

рой 1/ 2
1, , 1ju q j q−= =  , jd D∈ . Здесь элементы 

нулевой строки матрицы соответствуют фильтрам 

jh , а элементы остальных строк – фильтрам ,i jg . 

3. Общая идея алгоритмов  
декомпозиции сигнала 

Основная идея алгоритмов декомпозиции бази-
руется на интерпретации точек двумерной целочис-
ленной решетки (растра изображения) как элемен-
тов кольца целых алгебраических чисел квадратич-
ного поля, т.е. переход от двумерной целочисленной 
решетки ZΓ  к решетке целых алгебраических чисел 

)( dSΓ  некоторого квадратичного поля. Дадим 

определение решетки. 
Определение 5: Пусть ( )0 1 1, , , ka a a a −=

  

  – 
множество линейно независимых векторов про-
странства R k . Линейная оболочка с целыми коэф-
фициентами Γ  векторов ( )0 1 1, , , ka a a −

  

  называется 

решеткой над R k  порождаемой базисом 
( )0 1 1, , , ka a a a −=
  

 . 

{ }0 0 1 1 1 1| k ka a a− −Γ = ξ ξ = ξ + ξ + + ξ
 

  

 , 

где Ziξ ∈ , 0,1, , 1i k= − . 
Определим решетки целых алгебраических чисел 

квадратичного поля. 
Лемма 1: Решетка целых алгебраических чисел 

)( dSΓ  порождается базисом ( ) ( )( )1,0 , 0,a d= , 

при 2,3(mod 4)d =  и базисом 1 ,0 , 0,
2 2

da
   =           

, 

при 1(mod 4)d = . 
Утверждение данной Леммы является следстви-

ем теоремы 1. 
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Покажем, что решетки целых алгебраических 
чисел изоморфны целочисленным решеткам. 

Лемма 2: Решетка )( dSΓ  над кольцом S( )d  

изоморфна целочисленной решетке ZΓ , для всех d . 
Доказательство: 
Пусть целочисленная решетка ZΓ  над 2R  опре-

деляется базисом ( )0 0
Z Z Z,a a a=

  , а решетка )( dSΓ  

над кольцом S( )d  – базисом 

( )0 0
( ) ( ) ( )

,
S d S d S d

a a a=
  . Поставим в соответствие 

произвольному элементу 0 1
0 Z 1 Za aξ = ξ + ξ
   решетки 

ZΓ  элемент 0 1
0 1( ) ( )S d S d
a a′ξ = ξ + ξ
   решетки )( dSΓ , 

который имеет относительно базиса )( dSa  те же 

самые координаты, что элемент ξ  относительно ба-
зиса Za . 

Покажем, что установленное соответствие явля-
ется взаимно однозначным. Каждому элементу ξ  в 
решетке ZΓ  однозначно соответствуют координаты 

0 1,ξ ξ  (согласно определению базиса), которые, в 
свою очередь, однозначно определяют элемент ′ξ  в 
решетке )( dSΓ . В силу равноправности решеток 

ZΓ  и )( dSΓ  каждому элементу ′ξ  в решетке 

)( dSΓ  соответствует  единственный элемент ξ  в 

решетке ZΓ . 
Поскольку параметр d  определяет лишь базис 

)( dSΓ  в пространстве 2R , то приведенные рассуж-

дения могут быть обобщены для всех d . 
Виду утверждения леммы 2 переход к рассмот-

рению исходного растрового сигнала на решетке ал-
гебраических целых чисел обоснован. 

После перехода к другой решетке двумерная ин-
дексация отсчетов исходного сигнала заменяется 
одномерной, в силу того факта, что каждое алгебра-
ическое целое число имеет уникальный адрес в 
КСС. После этого отсчеты исходного сигнала рас-
сматриваются как точки фундаментальной области 
КСС, и здесь возможно два варианта: либо исход-
ный сигнал полностью покрывается фундаменталь-
ной областью, либо – ее фрагментом. В данной ра-
боте рассмотрены оба этих случая. 

4. Алгоритм с полным деревом декомпозиции 
Данный алгоритм разработан для случая, когда 

фундаментальная область полностью покрывает все 
отсчеты исходного сигнала. 

Пусть заданы КСС с основанием ( )S dα∈ , 

qNorm =)(α  и изображение, ),( nmI , содержащее 

NN ×  точек. При этом выполняется следующее 
2log , ZqL N L= ∈ , т.е. число отсчетов исходного 

изображения совпадает с числом точек фундамен-
тальной области размерности L . 

Шаг 0: Рассчитывается минимальная длина ад-
ресов 2logqL N= . 

Шаг 1: Строится множество LD  всех возмож-
ных адресов длины L . Всем адресам ( , )

L L
Da Dα ∈  

ставятся в соответствие числа решетки )( dS , т.е. 

( , )
L

Da k l dα ↔ + , или ( )( , ) ,L
Da k lα ↔ . Трактуя ис-

ходное изображение как заданное на решетке 
)( dS , осуществляется переход от двумерной ин-

дексации отсчетов изображения, к одномерной, т.е. 
( , )( , ) ( )L

DI k l I a α↔ . 
 

 
Рис. 1.Полное покрытие исходного сигнала 

фундаментальной областью  
Шаг 2: Рассчитываются фильтры , ,d dh g d D∈ . 
Шаг 3: Полагается 

( , )
( , )0,

( )L
D

L
Da

s I a
α

α= . 

Шаг 4: Для всех Ll 1=  выполняется вейвлет-
декомпозиция: 

( , ) ( , ),( ) 1,( )
,L L

D D
dl l a l l a d

d D
s h s

α α− − +
∈

= ∑  

( , ) ( , ),( ) 1,( )
.L L

D D
dl l a l l a d

d D
w g s

α α− − +
∈

= ∑  

В результате работы описанного алгоритма по-
лучается полное дерево декомпозиции, т.е. не со-
держащее пустых узлов. 

5. Алгоритм с частичным деревом декомпозиции 

Данный алгоритм разработан для случая, когда 
исходный сигнал покрывается фрагментом фунда-
ментальной области.  

Пусть заданы КСС с основанием ( )S dα∈ , 
( )Norm qα =  и изображение ),( nmI , содержащее 

NM ×  точек. 
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Шаг 0: Исходное изображение трактуется, как 
заданное на решетке )( dS , т.е. каждой точке 
изображения ставится в соответствие элемент ре-
шетки над кольцом )( dS , а именно, 

dlklkI +↔),( . Каждому числу dlk +  из коль-

ца )( dS  соответствует адрес 
( , )

( , )

k lL
Da α  длины ),( lkL . 

 
Рис. 2.Частичное покрытие исходного сигнала 

фундаментальной областью  
Шаг 1: Рассчитывается длина минимального ад-

реса как 
( , )max{ }, 0 1, 0 1k lL L k M l N= = − = −  . 

Шаг 2: Строится множество LD  всех возмож-
ных адресов длины L  (при этом адреса длины 
меньшей, чем L , дополняются нулями слева до 
длины L ), которое разбивается на два подмноже-

ства 
L

D  и 
L

D . Причем множество 
L

D состоит из 
адресов  ( , )

L
Da α  чисел k l d+ , для которых справед-

ливо NlMk <≤<≤ 00 , , а в множество 
L

D  вклю-

чаются все остальные адреса, т.е.  \
LL LD D D= . 

Шаг 3: Исходное изображение трактуется, как 
заданное на решетке )( dS , и осуществляется пе-
реход от двумерной индексации отсчетов изображе-
ния к одномерной, т.е. ( , )( , ) ( )L

DI k l I a α↔  при 



( , )

LL
Da Dα ∈ . 
Шаг 4: Рассчитываются фильтры , ,d dh g d D∈ . 
Шаг 5: Полагается 

( , )
( , )0,

( )L
D

L
Da

s I a
α

α= , при 



( , )
L

Da Dα ∈  и 
( , )0,

0L
Da

s
α

= , при ( , )
L L

Da Dα ∈  . 

Шаг 6: Для всех Ll 1=  выполняется следующее: 

Конструируются множества 

L l
D

−
 и 

L l
D

−
: 

 

( 1)

( , ) ( , ){( ) : ( 1) }
L l L lL L

D DD l a l a D
− − −

α α= − ∈  и  \
L lL l L lD D D
−− −= . 

Выполняется вейвлет-декомпозиция для всех 

( , ),( ) L
Dl l a

s
α−

 таких, что 

( , )( )
L lL

Dl a D
−

α ∈ : 

( , ) ( , ),( ) 1,( )
,L L

D D
dl l a l l a d

d D
s h s

α α− − +
∈

= ∑  

( , ) ( , ),( ) 1,( )
.L L

D D
dl l a l l a d

d D
w g s

α α− − +
∈

= ∑  

В результате работы описанного алгоритма по-
лучается неполное дерево декомпозиции, т.е. со-
держащее пустые узлы. 

Заключение 
В работе предложены алгоритмы декомпозиции 

сигналов для обобщенных вейвлет-преобразований 
Хаара для случаев с полным и частичным покрыти-
ем исходного сигнала фундаментальными областя-
ми КСС. Эти алгоритмы позволяют применять 
обобщенные вейвлеты Хаара в задачах обработки 
изображений и, в частности, в задаче компрессии 
цифровых изображений.  
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Abstract 
This paper considers two signal decomposition algorithms based on generalized nonseparable 
Haar wavelet transforms. A peculiar feature of these wavelet transforms is that they are based 
on fundamental domains of conical number systems in imaginary quadratic fields.  
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