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Аннотация 
Рассматривается задача дифракции плоской электромагнитной волны на двумерном (ци-
линдрическом) объекте с поглощением, размеры которого сравнимы с длиной волны. Для 
приближенного решения этой задачи разработан объединенный метод конечных элементов 
Галеркина и граничных элементов. Проводится исследование зависимости относительной 
погрешности объединенного метода на примере моделирования дифракции на диэлектриче-
ском и проводящем цилиндрах. 

Введение 

Для задач моделирования дифракции света на 
оптических элементах в однородном пространстве с 
размерами порядка длины волны свет должен рас-
сматриваться как электромагнитное излучение. Чис-
ленные методы моделирования дифракции могут 
классифицироваться как дифференциальные [1], 
разностные [2, 3], интегральные [4-8, 30], вариаци-
онные [9-12], дискретных источников [13], рассмот-
рение хода лучей [14]. 

Для определения электромагнитных полей в точке 
пространства интегральные методы объединяют вклады 
в эту точку от поля источников по объему или на по-
верхности. Популярность интегральных методов осно-
вывается на их способности решать неограниченные 
полевые задачи, т.к. условие излучения Зоммерфельда, 
безусловно, удовлетворяется в формулировке задачи. 
Более того, интегральные методы требуют знания поля 
только на поверхности дифракционного элемента, а не 
полного поля в пространстве, что минимизирует число 
неизвестных. В работах [15, 16] представлен объеди-
ненный метод на основе метода граничных элементов. 
В [17] разработан метод расчета дифракции на плоско-
параллельной пластине с неоднородностью на основе 
интегральных уравнений, связанный с численным ре-
шением тензора Грина. Недостаток таких методов в 
том, что они приводят к полностью заполненным мат-
рицам и, следовательно, требуют большего объема ком-
пьютерной памяти и длительное время вычисления. 
Также границу применения методов необходимо брать 
по физической границе объекта. Если неоднородность 
имеет нетривиальную форму, то это приводит к увели-
чению числа неизвестных. 

Разностное решение дифференциальных уравне-
ний Максвелла рассматривалось в работах [18-21, 
3]. В работе [22] описано разностное решение вол-
нового уравнения. Недостатками такого подхода яв-
ляются невозможность использования условий из-
лучения, ограничения на шаги сетки. Для моделиро-
вания стационарных задач прохождения излучения 
разностными схемами используется конечное коли-
чество длин волн падающего импульса, что искажа-
ет спектр волны. Использование в качестве гранич-
ных условий для неограниченных задач дифракции 

условий поглощающей границы [23, 10] позволяет 
приближенно решать уравнения Максвелла раз-
ностными схемами, точность решения зависит от 
количества слоев на искусственной границе и от 
степени ее замкнутости.  

В отличие от методов разностного решения си-
стемы уравнений Максвелла интегральные и вариа-
ционные методы не требуют конструирования 
сложных поглощающих граничных условий [2, 10].  

Вариационные методы в задачах с ограниченной 
областью задачи определяют решения уравнения 
Гельмгольца путем минимизации функционального 
соотношения. В работе [10] уравнение Гельмгольца 
решалось методом конечных элементов Галеркина с 
использованием граничных условий сложного вида, 
зависящих от неизвестного параметра, что потребо-
вало применение границы, определенной формы. 
Кроме того, данный метод также не включает в себя 
условия излучения Зоммерфельда. 

В работе [24] представлен гибридный метод на 
основе метода конечных элементов, сформулиро-
ванного через метод Ритца, и метода граничных 
элементов. В данном гибридном методе метод ко-
нечных элементов применяется для решения урав-
нения Гельмгольца во внутренней части неоднород-
ного диэлектрического элемента микрооптики и 
применяется интегральная методика, метод гранич-
ных элементов, к области, внешней к элементу, где 
должны удовлетворяться условия излучения. Оба 
метода соединяются на границе между внешней и 
внутренней частями, с удовлетворением условий 
непрерывности поля. Использование метода конеч-
ных элементов для определения поля внутри объек-
та приводит к матрице трехдиагонального вида, что 
требует меньше компьютерной памяти и времени 
вычисления, чем методы объемных интегралов [25]. 
Результатом использования метода граничных эле-
ментов для определения поля на границе является 
более точное решение, чем применение метода ко-
нечных элементов с условиями поглощающей гра-
ницы. Но применение метода Ритца к решению 
уравнения Гельмгольца некорректно, т.к. он накла-
дывает требование положительности оператора ре-
шаемого уравнения. Вывод о знакоопределенности 
оператора уравнения Гельмгольца сделать нельзя. 
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В предыдущих работах авторов [26-29] разрабо-
таны методы анализа и синтеза элементов двухмер-
ной (цилиндрической) диэлектрической микроопти-
ки, основанные на методе, объединяющем метод 
конечных элементов Галеркина (МКЭГ) и метод 
граничных элементов (МГЭ). В данной работе про-
водится исследование разновидности объединенно-
го метода МКГЭ-МГЭ для случая дифракции ТЕ- и 
ТМ-поляризованных волн на проводящих и диэлек-
трических цилиндрических элементах микрооптики. 

Описание метода расчета 
В рассматриваемой задаче источник, находя-

щийся в пространстве, освещает цилиндрическую 
структуру. В отсутствии структуры этот источник 
создал бы падающее поле. При наличии структуры 
он создает другое поле, называемое полным полем. 
Рассеянное поле определяют как разность между 
полным полем и падающим полем. Цель задачи – 
определить полное или рассеянное поле, характери-
зующие структуру. 

Любое двумерное поле может быть разложено на 
Ez-поляризованное и Hz-поляризованное поля. В об-
ласти дифракции поле описывается системой диф-
ференциальных уравнений, различных для случаев 
ТЕ- и ТМ-поляризаций. Для TE-поляризации 

( ) ( )( )( ), 0,0, ,x y E x yz=E  комплексная амплитуда 

u(x,y) обозначает полное электрическое поле Ez(x,y), 
которое направлено вдоль оси z (вдоль образующей 
цилиндрического оптического элемента), координа-
ты (x,y) лежат в плоскости нормального сечения. 
Для TМ-поляризации ( ) ( )( )( ), 0,0, ,x y H x yz=H  ком-
плексная амплитуда u(x,y) обозначает полное маг-
нитное поле Hz(x,y). 

Полное поле uΩ(x,y) в области Ω должно удовле-
творять уравнению: 

2
0

1 ( , )
( , )

( , ) ( , ) ,

u x y
p x y

k q x y u x y f

Ω

Ω Ω

 
∇ ⋅ ∇ + 

 
+ =

 (1) 

где 0 0 zf jk Z JΩ = , ( ,  )= rp x y µ , ( ,  )= rq x y ε  для 
TE-поляризации и 

1 1
y x

r r

f J J
x yΩ

   ∂ ∂
= − +   ∂ ε ∂ ε   

, ( ,  )= rp x y ε , ( ,  )= rq x y µ  

для TM-поляризации. Константы µr и εr представ-
ляют собой отношение магнитной и диэлектриче-
ской проницаемостей среды к аналогичным показа-
телям свободного пространства, т.е., µr=µ/µ0 и 
εr=ε/ε0, k0 представляет собой волновое число волны 
в свободном пространстве 

( )1/ 2
0 0 0

0

2 ,k
c
ω π

= ω µ ε = =
λ

 (2) 

0 0 0/Z = µ ε  – импеданс свободного пространства, 
J – плотность электрического тока источника. 

В рассматриваемой задаче область расчета беско-
нечна. Однако, как известно, МКЭ применим только к 
конечной или ограниченной области. Таким образом, 
чтобы решить уравнение (1), бесконечная область Ψ, 
внешняя к рассеивателю, должна быть ограничена 
введением искусственной границы Г. Соответственно, 
для единственного решения задачи на данной искус-
ственной границе должны быть введены граничные 
условия. Такие условия должны сделать границу как 
можно более прозрачной для рассеянного поля или, 
другими словами, должны минимизировать нефизиче-
ские отражения от границы. Один из классов гранич-
ных условий, разработанных для этих целей, может 
быть получен из граничных интегральных уравнений, 
применяемых к внешней области. Эти граничные 
условия являются глобальными по своей природе, т.е. 
они соотносят поле в одном граничном узле с полем на 
всей границе. Данные граничные условия предотвра-
щают отражение на границе для всех углов падения 
волн и приводят к точному решению. 

Таким образом, требуется определить полное 
поле u(x,y) в областях Ω (внутренняя) и Ψ (внешняя) 
удовлетворяющее указанным условиям. 

Метод Галеркина решения уравнения (1) основан 
на решении соотношений вида: 

21 d 0.u qk u f
p Ω Ω Ω

Ω

 
− ∆ γ − γ − γ Ω = 
 

∫∫  (3) 

где γ – произвольная функция из области определе-
ния уравнения (1). 

Используя первую формулу Грина: 

dd d d ,
d
QP Q P l P Q

Ω Γ Ω

∆ Ω = = ∇ ∇ Ω∫∫ ∫ ∫∫n
 

для функций P и Q, где Ω – область плоскости x, y; 
Г – ее граница, обходимая против часовой стрелки; 
d
d
Q
n

 – производная в направлении внешней нормали 

к кривой Г, получим:  

( ) ( )21 , ,

( , ) d d .

u x y qk u x y
p

du x y f
p d

Ω Ω
Ω

Ω
Ω

Γ Ω

 
∇ ∇γ − γ − 

 
γ

− Γ = γ Ω

∫∫

∫ ∫∫n

 (4) 

Систему базисных функций для Ω обозначим 

( ){ } ,

, , 0
, x yN N

k l k l
x yΩ

=
ω  и систему базисных функций для Г 

обозначим ( ){ }
1

,
M

m m
x yΓ

=
ω , где Nx, Ny – число узлов 

сеточного покрытия прямоугольной области Ω по 
оси x и y, соответственно, М – число узлов сеточно-
го покрытия границы Г. 

Подставляя в соотношение (4) вместо произ-
вольной функции γ систему базисных функций для 
метода Галеркина можно записать систему линей-
ных уравнений: 
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,u v f+ =A B C  (5) 

где ( )1, ...,
x y

T

N Nu u u=  – вектор, составленный из 

коэффициентов { } ,

( ) , , 0

x y

y

N N

N k l k l k l
u u+

=
=  разложения: 

( )
,

, ,
, 0

, ( , ).
x yN N

k l k l
k l

u x y u x yΩ Ω

=

= ω∑  (6) 

Вектор ( )1, ...,
T

NxNyf f f=  – вектор, составлен-
ный из коэффициентов разложения: 

( )
,

, ,
, 0

, ( , ).
x yN N

k l k l
k l

f x y f x yΩ Ω

=

= ω∑  (7) 

Хотя равенства (6) и (7) действительны для всех 
точек (x, y) в области Ω, необходима отдельная об-
работка величин поля и его частных производных на 
границе Г от значений во внутренней области. Раз-
ложение, аналогичное (6) и (7), для поля и его част-
ных производных на границе имеет вид: 

( )
1

, ( , ) ,
M

m m
m

u x y u x yΓ Γ

=

= ω∑  (8) 

( )
1

, ( , ) ,
M

m m
m

v x y v x yΓ Γ

=

= ω∑  (9) 

( )
1

, ( , ) ,
M

m m
m

f x y f x yΓ Γ

=

= ω∑  (10) 

где (x, y) ∈ Г, v=(v1, ..., vM)T – вектор, составленный 
из коэффициентов разложения k kv u= ∂ ∂n . 

Элементы матрицы А вычисляются по формулам: 

)
[ ]

,

( ) , ( )

,,

,,

2
0 , ,

( , )( , )
1

( , ) ( , )( , )

( , ) ( , ) ( , ) d ,

, 1, , , 1, ,

k l

Ny k l Ny i j

i jk l

i jk l

k l i j

x y

a

x yx y
x x

p x y x yx y
y y

k q x y x y x y

k i N l j N

+ +

ΩΩ

ΩΩ
Ω

Ω Ω

=

  ∂ω∂ω
 + 

∂ ∂  = −  ∂ω∂ω
  + ∂ ∂  

− ω ω Ω

 = =  

∫∫
 (11) 

где Ωk, j – область разбиения области Ω, включаю-
щая узлы сети k и j. 

Элементы матрицы В вычисляются по формулам: 

[ ]
,

, d ,

, 1, ,
m s

m s m sb l

m s M

Γ Γ

Γ

= − ω ω

=

∫
 (12) 

где Гm, s – линейная область границы Г, включающая 
узлы границы m и s. 

Элементы матрицы C вычисляются по формулам: 

[ ]
,

( ) , ( ) , ,( , ) ( , ) d ,

, 1, , , 1, ,
k l

Ny k l Ny i j k l i j

x y

c x y x y

k i N l j N

Ω Ω
+ +

Ω

= ω ω Ω

 = =  

∫∫
 (13) 

где Ωk, j – область разбиения области Ω, включаю-
щая узлы сети k и j. 

В качестве кусочно-линейного базиса была 
определена функция вида: 

( ),

1

2

3

4

,

1 ,     если ,

1 ,                   если ,

1 ,                   если ,

1 ,    если ,

1 ,                  если 

k l
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k,l,

k
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x x y y
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h h
x x
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h

y y
x, y

h
x x y y
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h h
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h
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− −
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−
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−
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− −
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−
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6

,

1 ,                  если ,

h
k,l,

hl
k,l,

, y

y y
x, y

h













 ∈Ω

 − − ∈Ω


 (14) 

где h – длина сегмента сети покрытия. 
Элементы ( ),

,
i j
k la  матрицы А, элементы (bm,s) мат-

рицы В и элементы ( ),
,

i j
k lc  матрицы С вычисляются 

из уравнений (11), (12) и (13), соответственно. Тогда 
систему уравнений (10) можно представить в виде: 

 
[ ]

, ,

, ,

, ,

, ,

0

.

Ω
Ω Ω Γ Ω

Γ
Ω Γ Γ Γ

Γ

Ω Ω Γ Ω Ω
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           =              
         =    
          

uA A
u

BA A v

C C f
fC C

 (15) 

Система уравнений (15) не имеет единственного 
решения, так как она состоит из N равенств с N+M 
неизвестными: N=NxNy – общее число узловых вели-
чин поля uk,l(x, y) в области Ω и M производных по 
нормали на граничных узлах vk,l(x, y). 

Определим поля в свободном пространстве Ψ 
(вне области Ω с ее границей Г). Так как это про-
странство однородное, то поле может быть сформу-
лировано в терминах граничных интегралов с соот-
ветствующей функцией Грина. Полное поле uΨ(x, y) 
в области Ψ должно удовлетворять уравнению: 

2
0

1 ( ) ( ) , ,u k qu f
p Ψ Ψ Ψ

 
∇ ⋅ ∇ ξ + ξ = ξ∈Ψ 

 
 (16) 

где 0 0 zf jk Z J Ψ
Ψ = , ( ), rp x y = µ , ( ), rq x y = ε  

для TE-поляризации и 

1 1
y x

r r

f J J
x y

Ψ Ψ
Ψ

   ∂ ∂
= − +   ∂ ε ∂ ε   

,  

( ), rp x y = ε , ( ), rq x y = µ   

для TM-поляризации. J Ψ – плотность электрическо-
го тока источника в свободном пространстве. 

Для построения граничного интегрального урав-
нения для поля и его нормальной производной вве-
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дем функцию Грина u*, удовлетворяющую условиям 
излучения Зоммерфельда и являющуюся фундамен-
тальным решением уравнения Гельмгольца: 

2 2( , ) ( , ) ( , ) , .u k u∗ ∗∇ ξ η + ξ η = −δ ξ η η∈Ψ  (17) 

Фундаментальное решение для уравнения Гель-
мгольца в двумерном однородном пространстве из-
вестно и равно 

(1)
0( / 4) ( )u i H kr∗ = , (18) 

где [ ] [ ]2 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )  r x x x x= η − ξ + η − ξ , 

( ) ( )( )(1)
0 0 0H kr J kr iY kr= +  – функция Ханкеля пер-

вого рода и нулевого порядка, где J0 – функция Бес-
селя первого рода нулевого порядка, Y0 – функция 
Неймана нулевого порядка. 

Для построения граничного интегрального уравне-
ния для рассеянного поля и его нормальной производ-
ной воспользуемся теоремой Грина в следующем виде: 

2 2( , ) ( , ) ( )d

( ) ( , )d

( ) ( , )d ( ) ( , )d .

u k u u

q u

u q f u

∗ ∗

Ψ

∗

Γ

∗ ∗
Ψ

Γ Ψ

 ∇ ξ η + ξ η η Ψ = 

= − η ξ η Γ +

+ η ξ η Γ + η ξ η Ψ

∫

∫

∫ ∫

 (19) 

Функции в обоих интегралах в правой части 
уравнения (19) – это ( ) ( )q u ′η = ∂ η ∂n  – нормальные 
производные амплитуды поля.  

Подставляя равенство (17) в уравнение (19) и 
осуществляя предельный переход точки наблюдения 
ξ из внутренней в граничную, найдем 

( ) ( ) ( ) ( , )d

( ) ( , )d ( ) ( , )d .

c u f u

q u u q

∗
Ψ

Ψ

∗ ∗

Γ Γ

ξ ξ = − η ξ η Ψ +

+ η ξ η Γ − η ξ η Γ

∫

∫ ∫
 (20) 

Это уравнение обеспечивает функциональную 
связь между функциями u и ее нормальной производ-
ной q на границе Г. Функция c в уравнении (20) равна: 

1( ) 1
2

c ξ = − ϕ
π

, (21) 

где φ – внутренней угол кусочно-линейной границы 
в точке ξ. Первое слагаемое в правой части является 
полем, создаваемым источником fΨ в свободном 
пространстве, и может быть обозначено как падаю-
щее поле inuΨ . 

Таким образом, уравнение (20) записывается в 
следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( , )d

( ) ( , )d ( ).in

c u q u

u q u

∗

Γ

∗
Ψ

Γ

ξ ξ = η ξ η Γ −

− η ξ η Γ + ξ

∫

∫
 (22) 

Подставляя вместо функции комплексной ам-
плитуды в уравнении (22) на границе ее аппрокси-
мацию базисными кусочно-линейными функциями 

при ξ∈Γ  (8) и (9), получим соотношение (23), ко-
торое может быть представлено в матричном виде 
(24) с элементами матриц [D] и [G] вида (25) и (26). 

Интегралы в равенствах (25) и (26) могут быть 
оценены численно. Объединяя системы уравнений 
(15) и (24), получим замкнутую систему линейных 
алгебраических уравнений для решения задачи ди-
фракции плоской волны на цилиндрическом микро-
объекте (27). 

( )

(

( )

( )

( )

1

1
1 0

1

1 1
0

1 1 1

1

10

1

1

1 10

[ ]

( , [ ] )d

[ ] ( , [ ] )d

[ ]

( , [ ] )
d

[ ]

( ,

M

m m s s s s s
s

m s s s s s

s s m s s s

s s s s s

m s s s

s s s s

m

c u h v u

u

u

u

u

Γ ∗
+

=

Γ
+ −

∗
− − −

Γ
+

∗
+

Γ
− −

∗

 = ω + − γ × 
 

× + − γ γ + ω +

+ − γ + − γ γ −
− ω + − γ ×

∂ + − γ
× γ +

′∂

+ ω + − γ ×

∂
×

∑ ∫

∫

∫

∫

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
n

ρ ρ ρ

ρ ρ 1 1[ ] )
d ,ins s s

mu− −
+ − γ γ +′∂ 

ρ ρ
n

 (23) 

[ ]1, .m M=  

[ ] [ ]D G .in
Γ Γ Γ+ =u v u  (24) 

( )

( )

1

10

1

1

1 10

1 1

 [ ]

( , [ ] )
d

[ ]

( , [ ] )
d ,

m,s s s s s

m s s s

s s s s

m s s s
m ms

d h

u

u
c

Γ
+

∗
+

Γ
− −

∗
− −

= − ω + − γ ×
∂ + − γ

× γ +
′∂

+ ω + − γ ×

∂ + − ξ
× γ − δ′∂ 

∫

∫

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
n

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
n

 (25) 

( )

( )

1

, 1
0

1
1

1 1
0

1 1

[ ]

( , [ ] )d

[ ]

( , [ ] )d ,

m s s s s s

m s s s

s s s s

m s s s

g h

u

u

Γ
+

∗
+

Γ
− −

∗
− −


= ω + − γ ×


× + − γ γ +

+ ω + − γ ×

× + − γ γ

∫

∫

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

 (26) 

[ ], 1, .m s M=  

[ ]
[ ] [ ]

[ ]

, ,

, ,

, ,

, , ,
in

Ω Ω Γ Ω Ω

Ω Γ Γ Γ Γ

Γ

Ω Ω Γ Ω Ω

Ω Γ Γ Γ Γ

Γ

                =      
      
               =             

A A 0 u
A A B u

v0 D G

C C 0 f
C C 0 f

u0 0 E

 (27) 

где подматрица АΩ,Ω размерностью (N – M)×(N – M) 
включает в себя коэффициенты соотношений поля 
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во внутренних узлах сети разбиения. Подматрицы 
АΩ,Г и АГ,Ω размерностью (N – M)×M и M×(N – M), 
соответственно, включают в себя коэффициенты 
связи поля в граничных и внутренних узлах. Под-
матрица АГ, Г размером M×M включает в себя коэф-
фициенты связи поля в граничных узлах. Подматри-
ца В размером M×M включает в себя коэффициенты 
соотношений между производными поля на границе 
и полем во внутренних узлах сети разбиения. Под-
матрица D размером M×M включает в себя коэффи-
циенты связи поля свободного пространства в гра-
ничных узлах. Подматрица G размером M×M вклю-
чает в себя коэффициенты соотношений между 
производными поля на границе и полем свободного 
пространства во внутренних узлах сети разбиения. 
Подматрица СΩ,Ω размерностью (N – M)×(N – M) 
включает в себя коэффициенты соотношений ис-
точников поля во внутренних узлах сети разбиения. 
Подматрицы СΩ,Г и СГ,Ω размерностью (N – M)×M и 
M×(N – M), соответственно, включают в себя коэф-
фициенты соотношений источников поля в гранич-
ных и внутренних узлах. Подматрица СГ, Г размером 
M×M включает в себя коэффициенты соотношений 
источников поля в граничных узлах. Подматрица  
E – единичная матрица размером M×M. Векторы uΩ 
и uГ – вектора напряженности поля во внутренних и 
граничных узлах сети, vГ – векторы нормальных 
производных поля в граничных узлах сети. Векторы 
fΩ и fГ – векторы источников поля во внутренних и 
граничных узлах сети, in

Γu  – вектор напряженности 
внешнего падающего поля в граничных узлах сети. 
Таким образом, размерность системы уравнений 
(27) – (N + M)×(N + M). 

После определения значений поля и его произ-
водных на границе Г поле в любой точке области Ψ 
определяется соотношением (22), где с(ξ)=1. 

Результаты численного моделирования 
Рассмотрим дифракцию плоской волны (TE- и 

ТМ-поляризаций) на диэлектрическом и проводя-
щем однородных цилиндрах с круглым сечением 
для экспериментального исследования сходимости 
объединенного метода. Сходимость алгоритма зави-
сит от длины сегмента h, длины волны источника λ, 
µr и εr среды. Поскольку магнитная и диэлектриче-
ская проницаемости среды являются переменными в 
задаче, рассмотрим зависимость решения от пара-
метра hλ , определяющего количество сегментов 
сети на одной длине волны. Пусть плоская волна 
падает на цилиндр, длина волны λ0 =0,5 мкм. Радиус 
цилиндра равен 0,25 мкм. Относительная диэлек-
трическая проницаемость проводящего цилиндра из 
алюминия ε= – 41,4+i11,9. Относительная диэлек-
трическая проницаемость диэлектрического цилин-
дра ε=2,25. Окружающее цилиндр однородное про-
странство имеет параметры ε=µ=1. Расчет произво-
дился объединенным методом МКЭГ-МГЭ. В 
качестве области Ω выбиралась квадратная область, 
контур Г – периметр области Ω. Источники внутри 
Ω отсутствуют. Область Ω была покрыта квадрат-

ной сетью 105×105 узлов. Процесс расчета занял  
10 минут на персональном компьютере Pentium4. 

На рис. 1 представлены результаты численного 
моделирования дифракции TE- и ТМ-волны на ди-
электрическом цилиндре. На рис. 2 – результаты мо-
делирования дифракции на проводящем цилиндре. 

а)  б)  

Рис. 1. Распределение интенсивности поля дифракции 
на диэлектрическом цилиндре (инвертировано): 

ТЕ-поляризация (а), ТМ-поляризация (б) 

а)  б)  
Рис. 2. Распределение интенсивности поля дифракции 

на проводящем цилиндре (инвертировано): 
ТЕ-поляризация (а), ТМ-поляризация (б) 

Для оценки дифракционных процессов исполь-
зуем диаграмму направленности рассеяния, завися-
щей от угловой координаты ϕ, определенную в бес-
конечно удаленных точках ( ρ→∞ ) как 

2

2( ) lim 2
sc

in

u

uρ→∞
σ ϕ = πρ . (28) 

В частности, диаграмма направленности опреде-
лялась в прямом направлении (ϕ=0), в обратном 
направлении (ϕ=π) и в поперечном направлении 
(ϕ=π/2) при 10000ρ = λ . Ниже приведены зависимо-
сти σ/λ от параметра hλ . Результаты представлены 
в дБ (σдБ=10 log10σ). На рис. 3 представлены резуль-
таты оценки дифракции TE- и ТМ-волны на диэлек-
трическом цилиндре. 

На рис. 4 представлены зависимости значений 
диаграммы направленности дифракции TE- и ТМ-
волны на проводящем цилиндре. 

На рис. 5 приведена зависимость от параметра hλ  
относительного отклонения значений диаграммы 
направленности рассеяния TE- и ТМ-волны на диэлек-
трическом цилиндре от значений при 100hλ =  для 
углов ϕ равных 0, π/2, π. На рис. 6 приведена зависи-
мость от параметра hλ  относительного отклонения 
значений диаграммы направленности рассеяния TE- и 
ТМ-волны на проводящем цилиндре. 
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а)         б)  

Рис. 3. Зависимость диаграммы направленности рассеяния  
на диэлектрическом цилиндре от параметра λ/h для ТЕ-поляризации (а) и ТМ-поляризации (б) 

а)         б)  

Рис. 4. Зависимость диаграммы направленности рассеяния  
на проводящем цилиндре от параметра λ/h для ТЕ-поляризации (а) и ТМ-поляризации (б) 

а)  б)  
Рис. 5. Зависимость относительного отклонения значений диаграммы  

направленности рассеяния на диэлектрическом цилиндре от параметра λ/h  
для ТЕ-поляризации (а) и ТМ-поляризации (б) 

а)  б)  
Рис. 6. Зависимость относительного отклонения значений диаграммы  
направленности рассеяния на проводящем цилиндре от параметра λ/h  

для ТЕ-поляризации (а) и ТМ-поляризации (б) 
 
Серия экспериментов с диэлектрическим цилиндром 

показала, что относительное отклонение значений диа-
граммы направленности рассеяния становится менее 
5 % при λ/h>40 и менее 1% при λ/h>80 для обеих поля-
ризаций. Эксперименты с проводящим цилиндром по-

казали, что относительное отклонение значений диа-
граммы направленности рассеяния становится менее 
5% при λ/h>30 для ТЕ-поляризации и при λ/h>50 для 
ТM-поляризации и менее 1% при λ/h>50 для ТЕ-
поляризации и при 80hλ >  для ТM-поляризации.  
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Таким образом, состояние поляризации практи-
чески не влияет на результаты моделирования ди-
электрических структур предложенным методом, но 
оно должно быть учтено при выборе длины сегмен-
та сети покрытия для расчета проводящих структур 
с соответствующей относительной погрешностью. 

Заключение 
В работе получены следующие результаты. 
Разработан объединенный метод конечных эле-

ментов Галеркина и граничных элементов, с помо-
щью которого можно моделировать дифракцию 
плоской электромагнитной волны на неоднородных 
двумерных (цилиндрических) диэлектрических и 
проводящих объектах микрооптики, размер которых 
сравним с длиной волны света. 

Проведено исследование зависимости относи-
тельной погрешности результатов моделирования от 
отношения длины волны падающего света к длине 
сегмента сети покрытия. 
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Abstract: 
The problem of diffraction of a plane electromagnetic wave is considered for a two-dimensional 
(cylindrical) object with absorption that is comparable in size to the wavelength. To get an 
approximate solution of this problem, a hybrid Galerkin finite and boundary element method is 
developed. The relative-error dependency of the hybrid method is studied as illustrated by 
diffraction modeling at dielectric and conducting cylinders. 
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