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Аннотация 
Недавно был физически реализован еще один тип лазерных пучков [Siviloglou G. A., et al, 

Physical Review Letters 99, 213901 (2007)] – экспоненциальный световой пучок Эйри, который 
при распространении в свободном пространстве приблизительно сохраняет свой вид до неко-
торого расстояния, и траектория распространения основного максимума при этом изгибается. 
Картина интенсивности распространения такого одномерного пучка напоминает радугу.  

В данной работе предложен к рассмотрению другой тип ограниченных пучков Эйри, ко-
торый формируется в поперечном сечении мод резонаторов «шепчущей галереи». Проведе-
но численное сравнение его распространения с экспоненциальными и Эйри-Гауссовыми 
пучками и показано, что предлагаемый тип пучка демонстрирует лучшую устойчивость к 
дифракции и сохранение осциллирующей структуры идеального распределения. Однако 
картина интенсивности распространения такого пучка больше напоминает не радугу, а веер. 

Ключевые слова: функция Эйри, усеченные пучки Эйри, резонатор мод «шепчущей га-
лереи», бездифракционные пучки свободного пространства.  

Введение 
В конце прошлого года появилось сообщение [1], 

что группа ученых из Флориды с помощью про-
странственного модулятора света сформировала 
«усеченный» световой пучок Эйри [2], который при 
распространении в свободном пространстве прибли-
зительно сохраняет вид на некотором интервале, и 
траектория распространения основного максимума 
при этом изгибается. Картина интенсивности распро-
странения такого одномерного пучка напоминает ра-
дугу [1,2] (см. рис. 1). 

 
Рис. 1. Картина интенсивности распространения 

идеальной бездифракционной функции Эйри 
Бездифракционные световые пучки, наиболее 

известным из которых является Бесселевый пучок 
[3,4], характеризуются рядом уникальных свойств, 
таких как отсутствие дифракционного расплывания 
на относительно больших расстояниях, повышенная 
устойчивость к амплитудно-фазовым искажениям. 
Такие свойства весьма полезны в задачах оптиче-
ского неразрушающего контроля, диагностики и 
манипулирования [5-7].  

В отличие от Бесселевых пучков, рассматривае-
мые здесь одномерные инвариантные пучки Эйри не 
могут быть представлены как суперпозиция кониче-
ских волн [2]. 

В 1979 году в контексте квантовой механики было 
рассмотрено (1+1)D (одномерное пространственное + 
временное измерение) решение уравнение Шрединге-
ра для свободной частицы в виде функции Эйри [8] и 
показано, что «пакет Эйри» (также как и плоская вол-
на) не изменяется с течением времени. В этой же рабо-
те доказывалось, что других «бездифракционных па-
кетов» уравнение Шредингера не предполагает. 

Однако функции Эйри, экспоненциально спадая 
при положительных значениях аргумента, при отри-
цательных значениях демонстрируют осциллирую-
щий характер с плохо затухающей амплитудой [9], 
то есть являются существенно неограниченными. 
Поэтому для их физического формирования требу-
ется усечение. 

В статье [10] были рассмотрены пучки Эйри с 
конечной энергией, представляющие собой произ-
ведение классической моды Эйри и экспоненциаль-
ной функции, а в работе [11] получена обобщенная 
формула, описывающая параксиальное прохожде-
ние Эйри-Гауссовых пучков через оптическую 
ABCD-систему.  

Хотя умножение на гауссовую или экспоненци-
альную функцию (в последнем случае Фурье-образ 
пропорционален гауссовой функции) позволяет до-
статочно просто формировать такие пучки с помо-
щью динамического транспаранта, освещенного ла-
зерным излучением, в обоих случаях формируемые 
пучки фактически перестают быть инвариантными, 
хотя приблизительно сохраняют свой вид на неко-
тором интервале.  

В данной статье рассматривается иной способ 
усечения бесконечной моды Эйри – прямоуголь-
ной апертурой: от некоторого значения d0 в поло-
жительной части аргумента (например, значение 
Ai(x=d0=3) практически равно нулю) и до n-го ну-
ля в отрицательной части. Такое «ограниченное» 
распределение Эйри формируется в поперечном 
сечении мод резонаторов «шепчущей галереи» 
[12-15].  
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В работе [16] было рассмотрено распределение в 
дальней зоне дифракции  ограниченных пучков Эй-
ри, вышедших из такого лазера в свободное про-
странство. Однако распространение в зоне дифрак-
ции Френеля не исследовалось.  

В данной статье проводится сравнение степени 
расходимости трех типов усеченных пучков Эйри: 
экспоненциальных, гауссовых и просто ограничен-
ных диафрагмой. Численно показано, что в послед-
нем случае осциллирующая структура пучка сохра-
няется гораздо дольше, чем в двух первых. 

1. Теоретические основы 
В работе [8] в контексте квантовой механики 

рассматривается (1+1)D уравнение Шредингера для 
свободной частицы массы m: 

2 2

2 ( , ) 0
2

i x t
m tx

 ∂ ∂
− − ψ = ∂∂ 



 , (1) 

и решение этого уравнения через функцию Эйри 
Ai(x): 

3 2

2 / 3 2

3 3 2

2

( , ) Ai
4

exp
2 6

B B tx t x
m

iB t B tx
m m

  
ψ = − ×  

   
  

× −  
   





, (2) 

где B>0 – произвольная действительная константа,  
  – постоянная Планка. 

Таким образом, в этой статье показано, что 
плотность вероятности функции (2) 2( , )x tψ  не ме-
няет своей формы в зависимости от времени. 

Если переписать уравнение (1) в виде паракси-
ального волнового уравнения распространения в 
свободном пространстве: 

2

2 2 ( , ) 0ik x z
zx

 ∂ ∂
+ ψ = ∂∂ 

, (3) 

где волновое число 2k = π λ  (λ– длина волны) по-
лучено формальной заменой m k= , то решением 
уравнения (3) будет функция вида: 

2 22( , ) Ai exp .
2 2 3 2
z iz zx z x x
k k k

        ψ = − × −       
           

 (4) 

Из выше приведенного выражения видно, что 
интенсивность функции (4) 2( , )x zψ  не меняется 
при различных значениях z, а лишь смещается про-
порционально квадрату этого параметра. 

Однако так как функция Эйри является беско-
нечной, то реализовать ее проблематично. Поэтому 
в статье [10] рассмотрено действие уравнения (3) на 
ограниченную по энергии функцию: 

( ) ( )( ,0) Ai expx x axψ =  (5) 

и получено следующее выражение:  

2

2

2

( , ) Ai
2

exp 2
2 2

2exp .
2 3 2

z iazx z x
k k

z iaza x
k k

iz zx
k k

  ψ = − + ×  
   

    × − + ×   
     

    × −   
     

 (6) 

Как видно из выражения (6), модифицирован-
ная таким образом функция Эйри перестает быть 
модой, хотя на некотором расстоянии от входной 
плоскости приблизительно (даже при малых z име-
ется зависимость от мнимого параметра) сохраняет 
свою форму.  

В статье [11] рассмотрены обобщенные одно-
мерные пучки Эйри-Гаусса: 

1 1
1 1 1 1 1 1

1

3 2
1 1 1 1

1
1 1

( ; , , , ) Ai

exp exp ,
3 2

xU x S q

x S ikxiS i
q
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    + δ

× +    κ     

 (7) 

которые при параксиальном прохождении оптиче-
ской ABCD - системы принимают следующий вид: 
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где 1
2

1

Aq Bq
Cq D

+
=

+
, 2 1

1

BA
q

 
κ = κ + 

 
, 2 1
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κ κ
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( )2 1 1 2
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.
2

B BA S S
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Используя эти выражения, рассмотрим некото-
рые частные случаи пучков Эйри. 

2. Частные случаи распространения  
в свободном пространстве 

В случае распространения в свободном про-
странстве на расстояние z матрица [A, B, C, D] = [1, 
z, 0, 1].  

1. ( , 0) Ai( ).x z xψ = =  (9) 

Это классические бесконечные моды Эйри, рас-
смотренные в [8], которые могут быть получены из 
(7) при 1 1 1 11, 0, 0,S qκ = δ = = = ∞ . Тогда 

2

2 2 2 2, 1, , ,
2 2
z zq S
k k

 = ∞ κ = = δ = − 
 

 и выражение 

(8) принимает следующий вид: 
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2

2 3

( , ) Ai
2

exp ,
2 2 3 2

zx z x
k

z z i zi x
k k k

  ψ = − ×  
   

      × − +     
       

 (10) 

который полностью соответствует выражению (4). 

2. ( , 0) Ai .xx z
c
+ γ ψ = =  

 
 (11) 

Положив в (7) 1 1 1 1, , 0,c S qκ = δ = γ = = ∞  и вы-

писав 2 2 2 22 2, , ,
22 2

z z zq c S
kckc kc
 = ∞ κ = = δ = γ −  
 

, 

получаем, что: 
2

2

2 3

2 2 2

( , ) Ai
2

exp ,
32 2 2

x zx z
c kc

z x z i zi
ckc kc kc

 + γ  ψ = − ×  
   

  + γ     × − +     
       

 (12) 

при смещении и масштабировании исходной функ-
ции интенсивность функции (12) остается неизмен-
ной по форме, но при распространении смещается 
на величину, пропорциональную квадрату продоль-
ной координаты.  

3. ( ) ( )( , 0) Ai exp .x z x axψ = =  (13) 

Этот частный случай, рассмотренный в статье 
[10], можно получить из (7), положив 1 1,κ =  1 0,δ =  

1 ,S ia= −  1q = ∞ , тогда 2 ,q = ∞  2 1,κ =  

2 ,
2
zS ia
k

= − +  2 2
2 2
z zia
k k
 δ = − − + 
 

, и выражение 

(8) принимает следующий вид: 

2

2 3

( , )
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,
2 3 2

x z

z iaz izx a
k k k

z iaz i zx ia
k k k

ψ =

     = − + + ×     
     

     × − + + −     
       

 (13) 

который соответствует выражению (6) за исключе-

нием отсутствия в (6) одного множителя 
3

exp
3
a 

− 
 

, 

который является константой. 
Интенсивность функции (13) выглядит следую-

щим образом: 
2

2 2

2 3

( , ) Ai
2

2exp 2 2 exp
2 3

z iazx z x
k k

z aa x
k

  ψ = − + ×  
   

      × − −     
       

, (14) 

и лишь к смещению исходной функции данное 
преобразование свести нельзя – появляется зави-
симость от комплексного аргумента и смещение 
аргументов у функции Эйри и экспоненты раз-
личное.  

4. ( )
2

2( , 0) Ai exp .xx z x
w

 
ψ = = − 

 
 (15) 

Это вариант пучков Эйри-Гаусса, подробно рас-
смотренный в работе [11]. Если положить в (7) 

2
1 1 1 1 01, 0, 0, 2S q ikw izκ = δ = = = − = −  

 ( 0z – расстоянии Релея), тогда 
2

2 0 2 2 2
0

, 1 , ,
2 2

iz z zq z iz S
z k k

 = − κ = + = δ = − 
 

, и вы-

ражение (8) принимает следующий вид: 
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(16) 

Интенсивность функции (16) выглядит следую-
щим образом: 

( )
2
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2 2

2 2
0

22

0 2
0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

2
( , ) Ai

2
exp exp .

zx z z iz
k
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z z z z z z
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    ψ = × 

+ 
 
 

    −  
      × −   + + +  

 
 

(17) 

И также нельзя говорить о сохранении формы с точ-
ностью до масштаба и смещения.  

Стоит отметить, что на расстоянии Релея Rz z=  
пучок уширяется в 2 раза: 

2
2 2 0

0

2 2
0 0

0 0

1( , ) Ai (1 )
2 2

1exp exp .
2 2 2 2

z
x z z x i

k

z z kxx
k k z z

    ψ = = − − ×   
     

      × − −     
       

 (18) 

По виду (14) или (17) трудно судить, какой тип 
усечения исходной функции Эйри меньше влияет на 
искажение изначальной формы, поэтому позже про-
ведем их численное сравнение. 
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3. Частные случаи прохождения 
через тонкую сферическую линзу 

При параксиальной фокусировке излучения с 
помощью тонкой сферической линзы с фокусным 
расстоянием  f  матрица [A, B, C, D] = [0, f, −1/ f , 0].  
1. ( ) Ai( )x xψ = , ( 1 1 1 11, 0, 0,S qκ = δ = = = ∞ ). 

Тогда 2 2 2 20, 0, ,q S= κ = = ∞ δ = ∞  и вычислить 
выражение (8) затруднительно. 

Даже если предположить, что распределение в 
фокальной плоскости линзы соответствует z=∞, то 

2 ,q = ∞  2 2 22, ,Sκ = = ∞ δ = ∞  и ситуация лучше не 
становится. 
2. ( ) ( )( ) Ai expx x axψ =  ( 1 1,κ =  1 0,δ =  1 ,S ia= −  

1q = ∞ ).  
Здесь для выражения (8) получается аналогич-

ный результат. 
Однако в [10] был выписан Фурье-спектр для 

данного случая в явном виде: 

( ) ( )2 3 2 3( ) exp exp 3
3
ia a ia φ ξ = − ξ ξ − ξ −  

, (19) 

( )
3

2 2 2( ) exp 2 exp
3
aa

 
φ ξ = − ξ  

 
, (20) 

т.е. в дальней зоне дифракции такой пучок будет 
всегда сходиться к гауссовому пучку, эффективный 
радиус которого обратно пропорционален корню 
квадратному от параметра экспоненциальной функ-
ции a. 

 

3. ( )
2

2( ) Ai exp xx x
w

 
ψ = − 

 
 ( 1 1,κ =  1 0,δ =  1 0,S =  

2
1 02q ikw iz= − = − ).  

Тогда 
( )

2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0

, , , ,
2 2
iz ifzif ifq S

z z k k
= − κ = = − δ =  и 

выражение (8) принимает следующий вид: 
2

0 0

2 3
0 0 0 0

1/ 22
0 0

2

( , ) Ai
2

1exp
2 2 3 2

exp ,
2

z z
f

if k

iz z z z
k if k k

kz z
iff

  φ ξ = ξ + ×  
   

      × − ξ + − ×     
       

  − ξ
×   

  

 (21) 

2
2 2 0 0

3 2
0 0

2

( , ) Ai
2

2exp exp ,
3 2

z z
f

if k

z kz
k f

  φ ξ = ξ + ×  
   

   − ξ  × −    
     

 (22) 

или, через радиус исходной гауссовой функции w: 

( )

42
2 2

26 2

2

( , ) Ai
2 2

2exp exp ,
3 2 2

kw wf
if

kww
f

  φ ξ = ξ + ×  
   

   − ξ    × −         

 (23) 

т.е. Фурье-спектр представляет собой произведение 
функции Эйри от комплексного аргумента и гауссовой 
функции, радиус которой fw f w= λ π  обратно про-
порционален радиусу исходного гауссового пучка. 

Интенсивность при 0f z=  (
0zw w= ): 

4
2 2

0

6 2

2

( , ) Ai
2

2 2exp exp .
3 2

wf z i

w
w

  φ ξ = = − ξ + ×  
   

   − ξ  × −    
     

 (24) 

4. Численное сравнение распространения 
усеченных пучков Эйри в свободном пространстве 

В данном разделе проведено сравнение степени 
расходимости усеченных пучков Эйри при распро-
странении в свободном пространстве. Среди рас-
смотренных – экспоненциальные (13), гауссовые 
(15) и ограниченные пучки Эйри (a=b=0): 

( ) 0Ai , ,
( , 0)

0, else,
n

n
x x d

x z
 γ ≤ <

ψ = = 


 (25) 

где 0 7d = , ( )( ) 2 / 3
3 8 4 1n n γ ≈ − π −   – корни функ-

ции Эйри [17,18], которые в расчетах численно 
уточнялись. 

В проведенных численных экспериментах вы-
полнялось преобразование Френеля и Фурье от 
входных функций: 

( ) n
n n

x
f x

c
− γ = ψ  

 
, (26) 

масштабно приведенных к единичному интервалу: 
[0, 1 мм].  

В расчетах также использовались следующие пара-
метры: длина волны λ=633 мкм, расстояние 

2
0 2z kR= , где R=0,5 мм (т.е. рассматривается полови-

на входной апертуры), параметры a и b выбирались та-
кими, чтобы exp( ) 0,01naγ = , 2exp( ) 0,01nb− γ = .  

На рис. 2 приведены интенсивности 2( )nf x  при 
n=21 экспоненциального (сплошная линия), гауссо-
вого (пунктирная линия) и ограниченного пучков 
Эйри (точечная линия) на входе (при z=0), отнорми-
рованные по энергии. 

На рис. 3 показано распространение соответ-
ствующих пучков в свободном пространстве: карти-
на распределения интенсивности на участке от  z=0 
до z=0,05z0= 62 мм (нижний ряд изображений) и 
картина распределения структуры интенсивности 
(т.е. максимумы в каждом сечении приводились к 
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одной величине) на отрезке от z=0 до z=0,2z0=248 
мм (верхний ряд изображений).  

 
Рис. 2. Графики распределения интенсивности при n=21  

экспоненциального (сплошная линия), гауссового 
(пунктирная линия) и ограниченного пучков Эйри (точечная 

линия) на входе (при z=0), отнормированные по энергии 
Из рис. 2 хорошо видно, что ограниченный пу-

чок Эйри (25) значительно лучше аппроксимирует 
структуру идеальной функции (она «ближе к раду-
ге») и сохраняет осциллирующий характер структу-
ры до бесконечности (что подтверждает спектраль-
ное распределение, приведенное на рис. 4).  

На рис. 4 показаны распределения интенсивно-
сти в сечениях соответствующих пучков при значе-
ниях z=0,05z0 и z=0,1z0, откуда хорошо видно, что 
ограниченный пучок также значительно меньше 
подвержен дифракции, чем другие типы усеченных 
пучков. Эйри-Гауссовый пучок держится несколько 
дольше экспоненциального, но все равно очень 
быстро вырождается по сравнению с ограниченным.  

На рис. 5 показаны интенсивности Фурье-спект-
ра 2( , )fφ ξ усеченных пучков Эйри при 0 / 4f z= . 
Из рисунка видно, что спектр экспоненциального 
пучка Эйри, как и следует из формулы (20), близок к 
гауссовой функции, а спектр Эйри-Гауссового пучка 
имеет более интересный вид – распределение с 
плоской верхушкой (так называемое «флэт-топ»), 
которое, например, может описываться супергаус-
совой функцией. Достичь такого распределения [19] 
часто бывает полезно в различных задачах, таких 
как улучшение качества печати, микролитография, 
обработка материалов, оптическое манипулирова-
ние.  Фурье-спектр от ограниченного пучка Эйри 
(25) полностью совпадает с результатами, получен-
ными в работе [16], и аппроксимирует прямоуголь-
ник. 

Интересно отметить, что спектры экспоненци-
ального и Эйри-Гауссового пучков с увеличением 
индекса n не изменяют своей формы, как это и сле-
дует из формул (20) и (23), а спектр ограниченного 
начинает приближаться к прямоугольной форме 
(амплитуда осцилляций уменьшается). 

Разумеется, полученные результаты связаны с 
иным способом усечения бесконечной функции Эй-
ри – не подавлением осциллирующей части, а обре-
занием. Можно, конечно, изменить параметры a и  b 
так, чтобы оставалось большее количество неподав-
ленных осцилляций, но за это придется платить ли-
бо увеличением входной апертуры, либо большей 
плотностью сигнала на той же апертуре.  

 

  

  
 a) б) в) 
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Рис. 3. Распространение экспоненциального (а), гауссового (б) и ограниченного (в) пучков Эйри в свободном пространстве: 
картина интенсивности на расстояние до z=0,05z0 (нижний ряд) и картина структуры до z=0,2z0 (верхний ряд) 

а)  

б)  
Рис. 4. Графики распределения интенсивности при n=21 в 
сечениях экспоненциального (сплошная линия), гауссового 

(пунктирная линия) и ограниченного пучков Эйри 
(точечная линия) при значениях z=0,05z0 (a) и z=0,1z0 (б) 

Рассмотрим далее, как влияет еще большее уси-
ление осциллирующей части в ограниченном пучке 
на его свойства. В качестве входной функции будем 
рассматривать ограниченно-гауссовую функцию: 

( ) 2
0 0( ) exp ( ) , [0,1]n ng x f x b x x x = − − ∈  , (27) 

где ( )nf x  – ограниченная n нулями и приведенная к 
единичному отрезку функция Эйри из (26). 

Ниже приводятся сравнительные результаты мо-
делирования распространения ограниченной функ-

ции (25) и (27) при n=7 и следующих параметрах 
гауссовой функции: b=4,6; x0=0.  

 
Рис. 5. Графики распределения интенсивности при n=21 

Фурье-спектра экспоненциального (сплошная линия), 
гауссового (пунктирная линия) и ограниченного пучков 

Эйри (точечная линия) при 0 / 4f z=  

На рис. 6 показана интенсивность на входе, на 
рис. 7 – сравнительная картина распространения в 
свободном пространстве, на рис. 8 – распределение 
интенсивности соответствующих пучков на рассто-
янии z=0,2z0 и z=0,5z0 и в Фурье-плоскости.  

 
Рис. 6. Графики распределения интенсивности 

ограниченного (точечная линия) и ограниченно-гауссового 
(сплошная линия) пучка Эйри при n=7 на входе (при z=0) 
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а)    

б)     
Рис. 7. Распространение ограниченного (а) и ограниченно-гауссового (б) пучков Эйри в свободном пространстве: 
 картина интенсивности на расстояние до z=0,5z0 (левый столбец) и картина структуры до z=z0 (правый ряд) 

a)  

б)  

в)  
Рис. 8. Графики распределения интенсивности при n=7 в 
сечениях ограниченного (точечная линия) и ограниченно-
гауссового (сплошная линия) пучков Эйри при значениях 

z=0,2z0 (a), z=0,5z0 (б) и в Фурье-плоскости (в) 
Из приведенных результатов видно, что ограни-

ченно-гауссовый пучок Эйри позволяет формиро-

вать распределение, бесконечно долго сохраняющее 
концентрацию энергии в узком боковом лепестке. 

Заключение 
В данной работе численно рассмотрено распро-

странение различных типов усеченных пучков Эйри 
в свободном пространстве.  

Показано, что ограниченный пучок, в частности, 
формируемый в поперечном сечении мод резонаторов 
«шепчущей галереи», значительно меньше подвержен 
дифракции, чем другие типы усеченных пучков. Эйри-
Гауссовый пучок сохраняет свое распределение не-
сколько дольше экспоненциального, но все равно очень 
быстро вырождается по сравнению с ограниченным.  

Кроме того, ограниченный пучок Эйри значи-
тельно лучше аппроксимирует структуру идеальной 
функции («ближе к радуге») и сохраняет осцилли-
рующий характер структуры до бесконечности, де-
монстрируя  веерный характер.  

Показано, что спектр экспоненциального пучка 
Эйри, как и следует из аналитических выкладок ра-
боты [10], является гауссовой функцией, а спектр 
Эйри-Гауссового пучка имеет распределение с 
плоской верхушкой, которое может быть полезно в 
таких задачах, как улучшение качества печати, мик-
ролитография, обработка материалов, оптическое 
манипулирование. При этом спектр ограниченного 
пучка Эйри приближается к прямоугольной форме 
при большом количестве учтенных в начальном 
распределении осцилляций. 

Полученные результаты связаны с иным спосо-
бом усечения бесконечной функции Эйри – не по-
давлением осциллирующей части, а обрезанием. 
При этом, если искусственно поднять энергию ос-
цилляций, то с помощью такого ограниченно-гаус-
сового пучка Эйри можно формировать распределе-
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ние, бесконечно долго сохраняющее концентрацию 
энергии в узком боковом лепестке. 
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Abstract 
Recently [Siviloglou G. A., et al, Physical Review Letters 99, 213901 (2007)] a new type of la-

ser beams have been physically implemented, namely, the exponential Airy beams which approx-
imately retain their strucutre at a certain distance upon propagation in free space, with the propaga-
tion path of the major maximum being deflected. The intensity pattern of the propagating beam 
looks like a rainbow. 

We consider another type of bounded Airy beams, which are generated in the transverse cross-
section of the whispering gallery mode resonator. A numerical comparison is made between the 
propagation of the bounded Airy beams, the exponential Airy beams, and Airy-Gaussian beams. 
The beam under study is shown to manifest higher immunity to diffraction and retain the oscillat-
ing structure of an ideal distribution. However it should be noted that the intensity pattern that 
these beams produce looks more like a fan rather than a rainbow.  

Key words: Airy functions, truncated Airy beams, whispering gallery modes resonator, non-
diffracting beams of free space. 
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