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Аннотация 
Проведено компьютерное моделирование распространения ограниченных обобщенных 

гипергеометрических пучков. Исследованы возможности формирования гипергеометриче-
ских пучков методами дифракционной оптики. Выполнено сравнение с ограниченными ги-
пергеометрическими модами. 
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Введение 
Новый тип световых мод – гипергеометрические 

(ГГ) моды недавно был представлен в работе [1]. 
ГГ-моды, как и моды Бесселя, обладают бесконеч-
ной энергией, следовательно, на практике их можно 
сформировать только приближенно и на конечном 
расстоянии.  

Обобщение этих мод с добавлением гауссовой 
составляющей рассмотрено в работах [2-3]. Таким 
образом вводится понятие ГГ-пучков [3], энергия 
которых ограничена, но сами пучки теряют модо-
вые свойства, сохраняя винтовую фазовую сингу-
лярность. 

Пучки с винтовой фазовой сингулярностью ча-
сто используют для передачи орбитального угло-
вого момента микрочастицам при оптическом ма-
нипулировании [4-7]. При этом, как правило, ис-
пользуются классические моды Гаусса-Лагерра, 
Бесселевы моды и чистые оптические вихри. 
Трехпараметрическое семейство ГГ-пучков [3] в 
отличие от указанных мод имеет больше парамет-
ров, позволяющих варьировать распределение ин-
тенсивности пучка в соответствии с нуждами 
микроманипулирования [8].  

В данной работе проведено исследование воз-
можности формирования гипергеометрических пуч-
ков методами дифракционной оптики. Также прове-
дено сравнение их с ограниченными апертурой 
ГГ-модами. 

1. Обобщенные гипергеометрические пучки 
Обобщенные гипергеометрические лазерные 

пучки (ОГГ-пучки), рассмотренные в работе [3], 
представляют собой трехпараметрическое семей-
ство функций. Они являются обобщением гипер-
геометрических мод [1] и двухпараметрических ги-
пергеометрических пучков [9].  

ОГГ-пучки имеют во входной плоскости (z=0) 
следующий вид: 
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где (r,ϕ) – полярные координаты входной плоскости, 
w и γ – действительные параметры логарифмического 
аксикона, σ – радиус перетяжки гауссова пучка,  
n – целый порядок спиральной фазовой сингулярно-
сти (топологический заряд), m – целое число.  

Комплексная амплитуда (1) описывает световое 
поле с бесконечной энергией и с особенностью при  
r = 0 и m < 0. Однако при распространении в любой 
другой поперечной плоскости на расстоянии z от 
входной плоскости комплексная амплитуда уже не 
будет иметь особенности и будет конечной. 

Преобразование Френеля от комплексной ампли-
туды (1) имеет следующий вид [3]: 
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где (ρ, θ) – полярные координаты в плоскости на 
расстоянии z от входной, k=2π/λ – волновое число,  
λ – длина волны, 2

0 = σz k , ( )1/ 2
01= −q iz z ; Г(x) – 

гамма функция; 1F1(a,b;x) – вырожденная (или кон-
флюэнтная) гипергеометрическая функция [10]: 
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Выражение (3) может также быть записано в ви-
де ряда Тейлора (функция Куммера): 
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где (a)m=a(a+1)(a+2)…(a+m-1) – символ Похгамме-
ра, (a)0=1. 

В выражениях (2) и (3) используется гамма 
функция для вещественного аргумента: 

1

0

( ) d
∞

− −Γ = ∫ x tx t e t . (5) 



2008 Компьютерная оптика, том 32, №3 

227 

При γ=0 и m=0 во входной плоскости будет поле: 
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распространение которого описано как дифракция 
гауссового пучка на спиральной фазовой пластинке 
[11, 12]. 

При σ→∞ (гауссовый пучок заменяется плоской 
волной) из (6) получаются оптические чистые вих-
ри, описанные в [13]. 

При m= −1 и σ→∞ во входной плоскости будет 
поле: 
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формирующее ГГ-моды [1]. 

2. Реализация ГГ-мод 
В [1] получено аналитическое решение паракси-

ального волнового уравнения, названное ГГ-модами: 
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принимающее при z=0 вид (7). 
Формирование ГГ-мод с помощью средств ди-

фракционной оптики непростая задача. Во-первых, 
эти моды, аналогично модам Бесселя, являются бес-
конечными и при их реализации неизбежно ограни-
чение апертурой.  

Во-вторых, амплитуда ГГ-мод при z=0 имеет 
особенность в нуле (неограниченно возрастает при  
r = 0), таким образом, необходимо также вырезание 
центральной области. 

Поэтому на практике, чтобы сформировать ГГ-
моду, световое поле (1) следует ограничить кольце-
вой диафрагмой с радиусами R1 и R2 (R1 < R2), как 
показано на рис. 1.  

 
Рис. 1. Ограничение кольцевой апертурой радиального 

распределения интенсивности ГГ-моды во входной 
плоскости 

Однако такое ограничение апертуры начального 
поля при некоторых параметрах приводит к замет-
ным искажениям ГГ-моды. На рис. 2 показан вид 
радиального распределения интенсивности поля (7), 
прошедшего расстояние z = 100 мм и его ограни-
ченного апертурой аналога.  

При следующих параметрах расчета: λ=532 нм, 
R1 = 0,05 мм, R2 = 1 мм, w = 1 мм, число отсчетов 
N = 512; параметры ГГ-моды: n = 4, γ = −10, сред-
неквадратичное отклонение точной интенсивности, 
полученной на основе ур. (2), от рассчитанной с 
учетом ограниченной апертуры на расстоянии 
z = 100 мм составляет 4,1%, а на расстоянии 
z = 200 мм – 11,8%.  

а)  б)  
Рис. 2. Радиальное распределение интенсивности ГГ-моды (γ, n): (−10, 4) при  z = 100 мм (a) и z = 200 мм (б): аналитический 

вид ГГ-моды (точечная кривая) и рассчитанный после ограничения апертурой (сплошная кривая) 

Таким образом, с ростом расстояния погреш-
ность увеличивается. Это связано с тем, что анало-
гично ограниченным Бесселевым пучкам ограни-
ченные ГГ-моды сохраняют свои модовые свойства 
до некоторого расстояния [14].  

3. Определение зависимости  
сохранения модовых свойств 

В [1] было показано, что это расстояние пропор-
ционально следующей величине: 
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расстояние (9) принимает бесконечное значение. 
Однако это не так и пучок все равно теряет свои мо-
довые свойства, начиная с некоторого расстояния.  
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Данный раздел посвящен эмпирическому опреде-
лению этой зависимости от параметров лазерного из-
лучения, оптического элемента и модовых параметров. 

Моделировать распространение светового поля 
(7) для конечной апертуры можно, используя преоб-
разование Ханкеля n-го порядка: 

2

2

0

( , , ) exp( )exp ( )exp
2

( )exp d ,
2

∞

 ρ
ρ θ = θ × 

 
  ρ ×    

  
∫

n

n

k ikF z in ikz
z z

ikr krP r J r r
z z

 (11) 

 

где Jn(r) – функция Бесселя первого рода n-го по-
рядка, P(r) – радиальная составляющая поля (7). 

Параметры расчета были выбраны следующие: 
R2 = 4 мм, число точек дискретизации 1024. 

Сравнение полученных распределений интен-
сивности на расстоянии z = 1000 мм при различных 
значениях параметра γ приведено на рис. 3, а для 
различных значений параметра n - на рис. 4.  

Для приведенных параметров отличие аналити-
ческого решения от численного для радиального се-
чения интенсивности не превышает 4,5%.  

 

а)  б)  
Рис. 3. Радиальное сечение интенсивности для ГГ - мод (γ, n): а) (−10,4) и б) (10,4)  

на расстоянии вдоль оси распространения  z = 1000 мм (точечная линия – аналитическое решение,  
сплошная – преобразование Ханкеля) 

 

а)  
   

б)    в)    г) 

Рис. 4. ГГ-моды (γ, n): (3, −7) и (3, 7) на расстоянии вдоль оси распространения z = 1000 мм  
а) радиальное сечение интенсивности  (точечная линия – аналитическое решение,  

сплошная – преобразование Ханкеля), б) инвертированное распределение интенсивности,  
в) распределение фазы для моды (3, −7), г) распределение фазы для моды (3, 7) 

 
На рис. 3 и 4 хорошо видна зависимость радиу-

са центрального кольца в поперечном сечении пуч-
ка от модовых параметров γ и n. При этом важен 
как модуль, так и знак параметра γ: Как видно из 
рис. 3, изменение знака существенно влияет на ра-
диус основного кольца пучка. В то время как знак 
номера винтовой фазовой сингулярности n влияет 
лишь на ориентацию спирального рисунка фазы, 
распределение интенсивности при этом совершен-
но не меняется.  

В работе [15] было сделано предположение, что 
зависимость расстояния сохранения модовых 
свойств имеет характер, аналогичный Бесселевым 
модам: 

2
max ~

γ
kRz . (12) 

Однако серия численных экспериментов показа-
ла, что поведение ГГ-мод также зависит от знака па-
раметра γ.  

На рисунках 5-8 показаны графики расстоя-
ния zс, до которого в поперечной картине интен-
сивности пучка сохраняется хорошо выраженное 
центральное кольцо (в частности, периферийные 
кольца имеют интенсивность ниже, чем у цен-
трального кольца) в зависимости от различных 
значений исследуемых параметров. Сохранение 
четко выраженного первого кольца представляет 
особый интерес в задачах оптического микрома-
нипулирования [8], и данный критерий можно 
использовать для оценки сохранения структуры 
пучка, даже если среднеквадратичная погреш-
ность существенна. 
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Рис. 5. Зависимость zmax от радиуса апертуры R2  

для ГГ-моды (γ, n): (−5,4) –сплошная линия,  
(−7,4) –пунктирная линия, (−10,4) – точечная линия 

 
Рис. 6. Зависимость zmax от радиуса апертуры R2  

для ГГ-моды (γ, n): (5,4) –сплошная линия,  
(7,4) –пунктирная линия, (10,4) – точечная линия 

 
Рис. 7. Зависимость zс от волнового числа k 

  
Рис. 8. Зависимость zс от номера сингулярности n 

Из графиков 5 и 6 легко видеть квадратичную 
зависимость zc от радиуса апертуры R2 и обратную 
степенную от γ .  

Причем характер зависимости для отрицатель-
ных и положительных значений параметра γ сильно 
отличается. График на рис. 7 демонстрирует линей-
ную зависимость от волнового числа k, а рис. 8 по-
казывает, что зависимости от номера сингулярности 
n фактически не имеется.  

На основании приведенных выше рассуждений и 
подбора параметров по имеющимся данным была 
получена следующая формула для расстояния со-
хранения явно выраженного центрального кольца 
(при R2 <1,5 мм): 
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где α1 ≈ 0,5, c1 ≈ 0,25, α2 ≈ 2,3, c2 ≈ 25.  
Любопытно отметить,  что пучки с отрицатель-

ными, но небольшими по абсолютному значению 
параметрами γ существенно дольше сохраняют свои 
модовые свойства.  

По формуле (13) расстояние сохранения цен-
трального кольца ограниченной ГГ-моды из раздела 
2 (длина волны λ=532 нм, R2 = 1 мм, n = 4, γ = −10) 
составляет zс ∼ 1500 мм, в то время как по формуле 
(12) расстояние сохранения модовых свойств не-
сколько меньше zmax ∼ 1180 мм.  

Таким образом, несмотря на то, что уже при 
z=200 мм погрешность составила около 12%, четко 
выраженное центральное кольцо сохраняется гораз-
до дольше. 

На рис. 9 показано распространение ГГ-мод 
(длина волны λ=532 нм, R2 = 4 мм, n = 4, γ = ±10) с 
противоположными знаками параметра γ, выпол-
ненное с помощью преобразования Ханкеля. Чтобы 
основное кольцо входило в поле зрения, радиус рас-
считываемой картины Ro увеличивался по мере уве-
личения расстояния z. 

Как видно из рисунка 8, оценка (13) здесь дает 
неправильный результат: для γ = −10 получается 
zс ∼ 24000 мм, на самом же деле структура уже раз-
рушена при z = 20000 мм, для γ = 10 получается 
zс ∼ 15000 мм, на самом же деле центральное кольцо 
все еще достаточно выражено при z = 20000 мм.  

Видимо, при значениях радиуса R2 > 1,5 мм за-
висимость становится несколько иная, чем полу-
ченная в (13). 

Интересно отметить динамику изменений 
ГГ-мод с противоположными знаками параметра γ. 
В зоне дифракции Френеля центральные кольца 
пучков имеют значительно различающийся диаметр 
– меньший для отрицательного γ.  Затем, при рас-
пространении их поперечные сечения становятся 
все более схожими, пока в дальней зоне не будут 
совершенно идентичными по распределению интен-
сивности.  
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z=5000 мм, Ro=8 мм z=20000 мм, Ro=16 мм z=100000 мм, Ro=64 мм Фокальная плоскость  

γ=−10, n=4 

    

    

γ=10, n=4 

    

    

Рис. 9. Сравнение распространения ГГ-мод с противоположными знаками параметра γ 

 
4. Сравнение дифракционных свойств  
ограниченных ГГ-мод и ОГГ-пучков 

Как следует из раздела 1, ГГ-моды являются 
частным случаем ОГГ-пучков при m= −1 и σ→∞ 
(см. формулу (7)). Однако при формировании ГГ-
мод неизбежно приходится сталкиваться с их огра-
ниченными аналогами. В частности, в разделах 2 и 3 
было рассмотрено ограничение поперечно беско-
нечного входного поля апертурой. В этом разделе 
проводится сравнение такого ограничения с нало-
жением гауссовой функции, т.е. с ОГГ-пучком при 
m= −1 и σ=const. 

На рис. 10 приведено сравнение распространения 
ОГГ-пучков и ограниченных ГГ-мод. Параметры 
расчетов такие же, как в разделе 3, радиус гауссово-
го пучка σ выбран так, чтобы размеры основного 
кольца пучков совпадали на расстоянии z=1000 мм. 

Как видно из двух первых строк рис. 10, несмот-
ря на существенные значения среднеквадратичного 
отклонения ограниченной ГГ-моды от ее аналитиче-
ского вида, структура пучка сохраняется вплоть до 
z=10000 мм, что составляет 1250 входных апертур. 
При этом ОГГ-пучок с аналогичными параметрами 
разрушается значительно быстрее – уже при 
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z=2000 мм, что составляет 250 входных апертур. Со-
гласование численных результатов с теоретически-
ми для ОГГ-пучков очень хорошее – погрешность 
не выше 2%.  

На рис. 11 показано более подробно сравнение 
динамики изменения радиального сечения ограни-
ченной ГГ-моды и ОГГ-пучка на расстояниях от 
z=500 мм до  z=2000 мм.  
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Рис 10. Сравнение распространения ОГГ-пучков и ГГ-мод: аналитические и численные результаты 
 
Из рисунка 11 хорошо видно, что ГГ-моды даже 

в случае ограничения апертурой значительно доль-
ше сохраняют свою структуру, чем ОГГ-пучки.  

Однако в отличие от ГГ-мод ОГГ-пучки имеют на 
один параметр больше, что дает больше свободы при 
формировании различных типов сингулярных пучков.  
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а)  

б)  

в)  
Рис. 11. Радиальное сечение интенсивности для ГГ - моды 
(γ, n)=(−10,4) (точечная линия – аналитическое решение, 

пунктирная – преобразование Ханкеля)  и ОГГ-пучка  
(γ, n,m)=(−10, 4, −1) (сплошная линия) на расстоянии 

вдоль оси распространения  z = 500 мм (а),  
z = 1000 мм (б), z = 2000 мм (в) 

На рис. 12 показаны примеры ОГГ-пучков с раз-
личными значениями параметра m на расстоянии  
z = 1000 мм: (γ, n, m)=(−10, 4, −2), (−10, 4, −1),  
(−10, 4, 0), (−10, 4, 2). 

 
Рис. 12. Радиальное сечение интенсивности  

для ОГГ-пучка на расстоянии вдоль оси распространения   
z = 100 мм для (γ, n,m):  (−10, 4, − 2) – сплошная линия, 
(−10, 4, −1) – штрих-пунктирная линия, (−10, 4, 0)  –
пунктирная  линия,  (−10, 4, −2) – точечная  линия 

Из рис. 12 видно, что с увеличением значения 
параметра m энергия пучка все больше концентри-
руется в центральной части (рост центрального 
кольца не совсем корректно отражает динамику 

этой концентрации, так как входное поле по энергии 
не нормировалось). 

Заключение 
В заключении кратко сформулируем полученные 

результаты. 
• Показана возможность аппроксимации ГГ-мод 

их ограниченными аналогами с точностью 5-12% 
до некоторого расстояния.  

• Получена аналитическая формула при неболь-
ших значениях входной апертуры для оценки 
расстояния, на котором сохраняется четко выра-
женное центральное кольцо моды. 

• Отмечено, что ГГ-моды, имеющие противопо-
ложные знаки параметра γ, имеют различные 
диаметры центральных колец в зоне дифрак-
ции Френеля, которые, однако, в дальней зоне 
дифракции становятся совершенно одинако-
выми.  

• Обобщенные ГГ-пучки, согласованные с пара-
метрами ГГ-мод, сохраняют свою структуру на 
значительно меньшем расстоянии. Однако до-
полнительный параметр m позволяет варьиро-
вать концентрацию энергии таких пучков в цен-
тральной части. 
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Abstract 
A numerical simulation of bounded generalized hypergeometric laser beams propagation is 

conducted. We discussed the possibility of hypergeometric beams generation by means of diffrac-
tive optics. A comparative analysis of bounded hypergeometric modes and generalized hypergeo-
metric beams is accomplish. 
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