
2009 Компьютерная оптика, том 33, №1 

37 

ГРАДИЕНТНЫЙ РАСЧЕТ ПРЕЛОМЛЯЮЩЕЙ СПЛАЙН-ПОВЕРХНОСТИ  
ИЗ УСЛОВИЯ ФОРМИРОВАНИЯ ЗАДАННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОСВЕЩЕННОСТИ 

Л.Л. Досколович, М.А.Моисеев 
Учреждение Российской академии наук Институт систем обработки изображений РАН, 

Самарский государственный аэрокосмический университет имени С.П. Королева 

Аннотация 

Представлен градиентный метод расчета поверхности преломляющего оптического эле-
мента, формирующего заданное распределение освещенности от точечного источника из-
лучения. Форма преломляющей поверхности описывается в сферических координатах би-
кубическим сплайном Приведены результаты расчета оптических элементов, создающих 
равномерное распределение освещенности в эллиптической и прямоугольной областях. 
Световая эффективность оптических элементов составляет порядка 89 %, неравномерность 
освещенности – менее 9 %. 

Ключевые слова: преломляющая поверхность, распределение освещенности, бикубиче-
ский сплайн, градиентный метод. 

Введение 

Формирование требуемого распределения осве-
щенности в заданной области является актуальным 
в задачах проектирования светотехнических 
устройств автомобилей [1-3], систем подсветки 
LCD-мониторов [4,5], кинопроекторов и т.п.  

При проектировании оптических головок свето-
диодов задача состоит в расчете внешней преломля-
ющей поверхности головки светодиода из условия 
формирования заданного распределения освещенно-
сти в некоторой плоскости. При точечном (компакт-
ном) источнике излучения указанная задача сводится 
к решению нелинейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных типа уравнения Монже-
Ампера [6-9]. Решение данных уравнений является 
сложной задачей. Аналитические решения известны 
только для частных случаев поверхностей с радиаль-
ной или цилиндрической симметрией [10-17]. Для 
расчета сложных, не радиально-симметричных опти-
ческих поверхностей (в англоязычной литературе – 
free-form) используются оптимизационные итераци-
онные процедуры, требующие больших временных и 
вычислительных затрат [18-26].  

Работоспособность итерационных процедур [18-
26] является недостаточной. Задача расчета прелом-
ляющей (отражающей) оптической поверхности для 
формирования постоянной освещенности в прямо-
угольной области с большим угловым размером по-
прежнему является актуальной. 

В работах [19,20] рассмотрен метод расчета пре-
ломляющих поверхностей на основе численного ре-
шения уравнения Монже-Ампера. Метод позволяет 
создавать сложные распределения освещенности, 
например, в виде букв. В расчетном примере буквы 
формируются на равномерно засвеченном фоне. Это 
связано с требованием непрерывности заданного рас-
пределения освещенности. Освещенность фона со-
ставляет порядка 30 % от освещенности в зоне букв, 
что существенно снижает световую эффективность. 
Примеры расчета преломляющих поверхностей для 
формирования практически важных прямоугольной и 
эллиптической областей в [19,20] не рассмотрены. 

В работах [23-25] представлены градиентные ме-
тоды расчета преломляющей поверхности для фор-
мирования заданного распределения освещенности 
при точечном и протяженном источниках излуче-
ния. Методы основаны на оптимизации функции эй-
конала, заданной в прилегающей к оптическому 
элементу плоскости и последующем восстановлении 
преломляющей поверхности по распределению эй-
конала. Приведенные в работах [23-25] примеры по-
казывают хорошую работоспособность метода для 
источников, излучающих в небольшие телесные уг-
лы (порядка / 5π  – / 2π  стерадиан). Как правило, 
реальный источник излучает в полусферу (светоди-
оды) или сферу (лампы накаливания). Для эффек-
тивного использования излучения источника необ-
ходимо перераспределять весь его световой поток в 
освещаемую область. 

Наиболее развитый метод расчета преломляю-
щей поверхности представлен в работе [26]. Расчет 
преломляющей поверхности в [26] основан на ре-
шении нелинейной системы уравнений. Метод тре-
бует задания функции лучевого соответствия между 
угловыми координатами исходящих из источника 
лучей и координатами лучей, попадающих  в об-
ласть регистрации. В работе [26] не предложен об-
щий способ задания функции лучевого соответ-
ствия, что ограничивает область применения мето-
да. Тем не менее, метод [26] позволяет формировать 
заданное распределение освещенности в прямо-
угольнике и правильном восьмиугольнике с высо-
кой эффективностью и равномерностью. 

При проектировании систем подсветки дисплеев 
большую роль играет толщина системы, определяе-
мая как расстояние от источника излучения до 
освещаемой области. При уменьшении толщины си-
стемы увеличиваются угловые размеры освещаемой 
области. При этом возрастают френелевские потери. 
На преломляющей поверхности могут появляться 
зоны, в которых происходит полное внутреннее от-
ражение. В расчетных примерах, приведенных в 
[20,23-26], отношение размера освещаемой области 
к толщине оптической системы не превышает 2,8, 
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что соответствует максимальному угловому размеру 
освещаемой области 110°. 

В данной работе предложен градиентный метод 
расчета оптических элементов, применимый для 
произвольной формы освещаемой области. Метод 
основан на представлении преломляющей поверх-
ности в виде бикубического сплайна и последующей 
оптимизации его параметров. В отличие от методов 
[20,23-26], данный метод учитывает френелевские 
потери при преломлении, что позволяет увеличить 
угловые размеры освещаемой области. На примерах 
расчета показано, что метод позволяет создавать 
равномерно освещаемые области в виде эллипса и 
прямоугольника с угловыми размерами 150° и бо-
лее. При этом доля светового потока от источника 
излучения, попадающая в заданную область, состав-
ляет порядка 90 %, а неравномерность распределе-
ния освещенности не превышает 10 %. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим геометрию оптической системы. 
Преломляющий оптический элемент ограничен по-
верхностью r  и имеет показатель преломления 

1n  (рис. 1). В начале координат внутри оптического 
элемента расположен точечный источник излуче-
ния. Источник излучает в полусферу 0z > . Вне 
элемента находится среда с показателем преломле-
ния 2n  (рис. 1). 

 
Рис.1. Схема расположения оптического элемента  

и выходной плоскости 

Задача заключается в определении формы пре-
ломляющей поверхности r  из условия формирова-
ния в выходной плоскости z f=  заданного распре-

деления освещенности ( )0E u , где ( ),u v=u  – де-

картовые координаты при z f= . 
Пусть преломляющая поверхность описывается 

функцией радиус-вектора ( ),ϕ ψr  в виде: 

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

, sin cos,

, , , sin sin

, , cos

rx

y r

z r

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ 
  ϕ ψ = ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ  
  ϕ ψ ϕ ψ ϕ   

r , (1) 

где ϕ  и ψ  – углы сферической системы координат. 

Предполагается, что функция ( ),r ϕ ψ  является па-

раметризованной и ее вид полностью описывается 
набором свободных параметров ic , 1, 2, ...,i N∈ : 

( ) ( )1 2, , ; , ,..., Nr r c c cϕ ψ = ϕ ψ . (2) 

В таком случае задачу расчета преломляющей 
поверхности (2) можно рассматривать как задачу 
оптимизации с параметрами ic . 

В данной работе использовалось представление 

функции ( ),r ϕ ψ  в виде бикубического сплайна. Его 

параметрами являются значения радиус-вектора 

( ),r ϕ ψ  и его производных r∂ ∂ϕ , r∂ ∂ψ , 
2r∂ ∂ϕ∂ψ  в узлах сетки сплайна [27]. Пример 

сплайновой сетки изображен на рис. 2. 

 
Рис.2. Пример сетки сплайна в координатах ,ϕ ψ  

Для приведенного примера разбиения количе-
ство узлов сетки равно 20, что соответствует 80 па-
раметрам оптимизации (20 значений функции, 40 
значений первых производных и 20 значений сме-
шанных производных). Необходимо отметить, что 
функция и производные сплайнов должны совпа-
дать при 0, 2ϕ = ϕ = π . Это обусловлено 2π -

периодичностью функции ( ),r ϕ ψ  по переменной 

ϕ . Все точки ( ),0r ϕ  соответствуют одной и той же 

точке, являющейся вершиной поверхности. Значе-
ния функции в этой точке и производных по пере-
менной ϕ  должны быть одинаковыми. 

При формировании симметричных распределе-
ний освещенности, соответствующих прямоуголь-

ной или эллиптической области, функцию ( ),r ϕ ψ  

достаточно определить в первом квадранте. Указан-
ные свойства периодичности и симметрии позволя-
ют существенно уменьшить число параметров оп-
тимизации. 

2. Расчет распределения освещенности 
на выходной плоскости 

Расчет формы поверхности оптического элемен-
та из условия формирования заданного распределе-
ния освещенности является обратной задачей. Рас-
смотрим предварительно решение прямой задачи, 
состоящей в расчете распределения освещенности 

при заданной поверхности ( ),r ϕ ψ . 
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Введем единичный вектор 

( ) ( )
( )0

,
,

,r

ϕ ψ
ϕ ψ =

ϕ ψ
r

a , (3) 

определяющий направление луча от источника к 

точке ( ),ϕ ψr  поверхности. Согласно закону 

Снеллиуса, единичный вектор преломленного луча 

1a  можно записать в виде суперпозиции единичного 

вектора падающего луча 0a  и единичного вектора 
нормали к поверхности n  [28]: 

( ) ( )1
1 0

2

, ,
n

n
ϕ ψ = ϕ ψ +a a

( ) ( )
2

1 1
0 0

2 2

1 , , ,
n n

n n

   + − − ϕ ψ    

a n a n n . (4) 

Используя выражения (1)–(4), несложно полу-

чить зависимости декартовых координат ( ),u v  точ-

ки на выходной плоскости, в которую попадет пре-

ломленный луч, от сферических координат ( ),ϕ ψ  

исходящего луча: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, , sin cos , , ,

, , sin sin , , ,

x

y

u r a l

v r a l

ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ
 (5) 

где ( ) ( )( ) ( )1, , cos ,zl f r aϕ ψ = − ϕ ψ ϕ ϕ ψ  – расстоя-

ние, пройденное преломленным лучом до выходной 
плоскости, z f= . 

Введем элемент телесного угла с вершиной в 
начале координат (в точечном источнике) 

( ) ( )( )
( )
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, , ,
,

,

d d
d

r

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
Ω =

ϕ ψ
a N

 

где ( ) ( ) ( ), ,
,

∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ
ϕ ψ = ×

∂ϕ ∂ψ
r r

N  – вектор нормали 

к поверхности. Согласно закону сохранения свето-
вого потока, световой поток dΦ , излученный ис-
точником в элемент телесного угла dΩ , равен све-
товому потоку, попавшему на элемент площади 
dudv в выходной плоскости: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

2

, , ,
, ,

,

d d
d I T

r

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
Φ = ϕ ψ ϕ ψ =

ϕ ψ
a N

( )E dudv= u , (6) 

где ( ),I ϕ ψ  – интенсивность точечного источника, 

( ),T ϕ ψ  – коэффициент пропускания, учитывающий 

френелевские потери [16,17,28]. Коэффициент про-
пускания вычисляется как для плоской границы раз-
дела двух сред с показателями преломления 1n , 2n . 
В качестве границы раздела рассматривается каса-

тельная плоскость к поверхности ( ),ϕ ψr . Согласно 

выражению (6), освещенность на выходной плоско-
сти имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

0

2

, , ,
, , ,

, ,
za

E I T
r J

ϕ ψ ϕ ψ
= ϕ ψ ϕ ψ
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где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
,

u v u v
J

∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ
ϕ ψ = −

∂ϕ ∂ψ ∂ψ ∂ϕ
 

– якобиан перехода от сферических координат 

( ),ϕ ψ  к декартовым координатам ( ),u v  на плоско-

сти z f= . 
Выражение (7) неудобно для вычислений, так 

как его значение не определено в случаях, когда 

якобиан ( ),J ϕ ψ  равен нулю (например, в каусти-

ке). Используя свойства дельта-функции Дирака, 
выражение (7) перепишем в виде [25]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

2

, ,
, ,

,D

E I T
r

ϕ ψ
= ϕ ψ ϕ ψ ×

ϕ ψ∫∫
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u

( )( ), d d×δ − ϕ ψ ϕ ψu u , (8) 

где вектор ( ),ϕ ψu  определяется из выражения (5), а 

область интегрирования 

( ) [ ] [ ]{ }, : 0, / 2 , 0,2D = ϕ ψ ϕ∈ π ψ ∈ π . Для численных 

расчетов аппроксимируем дельта-функцию функци-
ей Гаусса: 

( )

( ) ( )

2 2

2 2
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1
, exp ,

lim , , .

u v
u v

u v u v

σ

σσ→

 +δ = − πσ σ 

δ = δ
 (9) 

В этом случае выражение для освещенности (8) 
принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

2

, ,
, ,

,D

E I T
r

ϕ ψ
= ϕ ψ ϕ ψ ×

ϕ ψ∫∫
a N

u

( )( ), d dσ×δ − ϕ ψ ϕ ψu u . (10) 

Выражение (10) представляет собой усредненное 
распределение освещенности на выходной плоско-
сти, причем радиус усреднения определяется пара-
метром σ  функции Гаусса (9). 

3. Градиентный метод 

В случае представления преломляющей по-
верхности в виде (1)–(2), освещенность на выход-
ной плоскости определяется параметрами поверх-
ности 

( ) ( );E E=u u c , 

где c  – вектор, состоящий из параметров сплайнов 

ic , 1, 2, ...,i N∈ . Введем функцию ошибки 

( ) ( ) ( )( )2

0

1
;

S

E E dudv
S

ε = −∫∫c u c u , (11) 
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где ||S|| – площадь области S, в которой задано тре-

буемое распределение освещенности ( )0E u . Функ-

ция (11) представляет среднеквадратичное отклоне-
ние (СКО) распределения освещенности, формиру-
емого при векторе параметров c, от заданного 
распределения. Задачу расчета поверхности оптиче-

ского элемента ( ), ;r ϕ ψ c сформулируем как задачу 

минимизации функции ошибки (11). Для решения 
этой задачи был использован градиентный метод 
[29]. При использовании градиентных методов век-
тор c ищется как предел последовательности, опре-
деляемой рекуррентной формулой 

( )1
n

n n t+ = −∇ε ⋅
c

c c c , (12) 

где ( )
n

∇ε
c

c  – градиент функции ошибки ( )ε c  в 

точке nc , t  – шаг метода. С учетом выражений (10)
–(11), частные производные функции ошибки равны 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0

;
2 ;

i iS

E
E E dudv

c c

∂ε ∂
= −

∂ ∂∫∫
c c u

c u u , (13) 

( ) ( ) ( ); ; ,
,

i iD

E
I d d

c c

∂ ∂Ψ ϕ ψ
= ϕ ψ ϕ ψ

∂ ∂∫∫
c u c

, (14) 

где 

( ) ( ) ( )( )
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, ; ,
, ; ,

; ,
T

r

ϕ ψ
Ψ ϕ ψ = ϕ ψ ×

ϕ ψ
a N c

c
c

 
( )( ),σ×δ − ϕ ψu u . 

4. Примеры расчета оптических элементов 

Приведенный в данной работе метод расчета оп-
тических элементов был реализован в программной 
среде Matlab с использованием оптимизационного 
пакета Optimization Toolbox. 

На рис. 3а изображена рассчитанная поверхность 
оптического элемента для формирования равномер-
ного распределения освещенности в эллипсе. Расчет 
поверхности проводился для ламбертовского источ-
ника при следующих параметрах: показатель пре-
ломления материала оптического элемента 1 1,5n = , 
расстояние от источника до выходной плоскости 

15f =  мм, полуоси эллипса – 50 мм и 25 мм. 
В качестве начального приближения для пре-

ломляющей поверхности использовался оптический 
элемент, формирующий равномерную освещенность 
в круге [16]. Для оптимизации использовалось раз-
биение преломляющей поверхности на 40 сплайнов, 
что, с учетом свойств симметрии, соответствует 42 
параметрам оптимизации. Суммарное время опти-
мизации на компьютере с процессором Intel Core2 
6600 составило 5,5 часов. 

На рис. 3б приведены результаты моделирования 
распределения освещенности, формируемого опти-
ческим элементом на рис. 3а. Расчет освещенности 
производился с помощью специализированного 
программного продукта TracePro [30]. 

а)  

 

б)  

Рис.3. Результаты расчета оптического элемента, 
формирующего равномерное распределение освещенности 

в правильном шестиугольнике; а) – преломляющий 
элемент, б) – распределение освещенности на выходной 

плоскости 

Для характеристики качества формируемого рас-
пределения освещенности используем значение отно-
сительного среднеквадратичного отклонения (ОСКО) 
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и значение энергетической эффективности effE . 

Энергетическую эффективность effE  определим как 

долю светового потока, излучаемого источником и 
попадающего в заданную область на выходной 
плоскости. Энергетическая эффективность рассчи-
танного оптического элемента составляет более 
89 %, ОСКО распределения освещенности от рав-
номерного – менее 8 %. Отношение длины большой 
оси эллипса на выходной плоскости к толщине оп-
тической системы составляет порядка 6,7. Размеры 
полученного оптического элемента – 
12,6×7,2×3,8 мм. 

На рис. 4а изображена рассчитанная поверх-
ность оптического элемента для формирования 
равномерного распределения освещенности в пря-
моугольнике. Размеры прямоугольника 88×44 мм, 
остальные параметры оптической системы такие 
же, как и в предыдущем случае. Начальным при-
ближением для преломляющей поверхности являл-
ся оптический элемент, формирующий распреде-
ление освещенности в виде эллипса. Суммарное 
время оптимизации – 2,7 часа. 

На рис. 4б приведены результаты моделирова-
ния распределения освещенности, формируемого 
оптическим элементом на рис. 4а. Энергетическая 
эффективность рассчитанного оптического эле-
мента, как и в предыдущих случаях, составляет 
более 89 %. ОСКО распределения освещенности 
от равномерного – менее 9 %. Отношение диаго-
нали прямоугольника на выходной плоскости к 
толщине оптической системы составляет порядка 
6,5. Размеры полученного оптического элемента – 
12,6×7,4×3,8 мм. 

Расчетные примеры показывают, что метод при-
меним для создания оптических элементов с угло-
выми размерами освещаемых областей порядка 
140°–150°. При этом отношение размера освещае-
мой области к расстоянию от источника до выход-
ной плоскости составляет около 6,5–7. Энергетиче-
ские потери возникают только за счет френелевских 
отражений и составляют порядка 10 %. 

Заключение 

Разработан градиентный метод расчета оптиче-
ских элементов для формирования сложных, не ради-
ально-симметричных распределений освещенности. 
Рассчитаны оптические элементы для освещения эл-
липтической (с полуосями 50 и 25 мм) и прямоуголь-
ной (с размерами 88×44 мм) областей при расстоянии 
от источника до выходной плоскости 15 мм. Энерге-
тическая эффективность составляет порядка 89 %, 
СКО распределения освещенности – менее 9 %. Ме-
тод применим для расчета оптических элементов, 
формирующих освещенные области с большими уг-
ловыми размерами (порядка 150° и более). 
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элемент, б) – распределение освещенности на выходной 

плоскости 
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Abstract 

The article is devoted to the gradient method of refractive surface calculation. The radius vec-
tor of refractive surface is described by the B-spline function in spherical coordinates. The optical 
elements generating uniform irradiance distribution in elliptical and rectangular areas are calculat-
ed. Energy effectiveness of the optical elements is about 89 %, nonuniformity of irradiance – less 
than 9 %. 
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