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Аннотация 
Показано, что нелинейное уравнение Шредингера с некерровской нелинейностью имеет 

решение в виде локализованного импульса, движущегося с постоянной скоростью без дис-
персионного уширения. Данное решение найдено прямым методом, основанном на теории 
гамильтоновых систем, и содержит в себе, как частный случай, известное решение кубич-
ного нелинейного уравнения Шредингера. 
Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, нелинейность пятой степени, тео-

рия гамильтоновых систем, канонические преобразования, уравнение Гамильтона-Якоби, 
солитонные решения для степенной нелинейности.  

Введение 
Перечень физических приложений стандартно-

го нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) 

02//
222 =+∂∂+∂∂ ψψηψψ xti , описывающего в 

общем случае эволюцию огибающей несущей ква-
зимонохроматической волны в слабонелинейной 
системе, и связанных с ним нелинейных уравне-
ний в настоящее время чрезвычайно обширен, и 
вряд ли можно сомневаться в их физической зна-

чимости. Нелинейный кубический член ψψ 2
 в 

различных физических моделях, описываемых 
этим уравнением, возникает обычно из степенно-
го разложения некоторой физической величины 

nNL, зависящей от интенсивности 
2ψ=I . Это 

разложение имеет вид: 
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4

4
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2
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42 ++=++= ψψ nnInInInNL . 

К примеру, в нелинейной оптике nNL – нелиней-
ная часть показателя преломления n = n0 + nNL. 
Стандартный безразмерный вид НУШ, приведенный 
выше, записан при учете наинизшего члена разло-

жения 
2

22 ψnInnNL =≈ . При этом коэффициент 

нелинейности η  пропорционален n2 . 
Функция нелинейного отклика системы nNL(I) 

на внешнее воздействие несущей квазимонохро-
матической волны в общем случае имеет сложный 
вид, определяемый конкретным физическим ме-
ханизмом взаимодействия системы с полем несу-
щей волны. Для нахождения явного вида nNL(I) 
часто требуется квантовомеханический расчет, не 
позволяющий определить аналитическую зависи-
мость функции отклика от интенсивности в широ-
ком диапазоне. Функция отклика должна обладать 
двумя очевидными свойствами, а именно: обра-
щаться в ноль при I = 0 и выходить на насыщение 
при I >>1. Степенное разложение, указанное вы-
ше, применимо при малых значениях интенсивно-
сти, но даже в этом случае, если ось I является 
правой касательной к графику функции )(InNL  в 

нуле, то разложение начинается только с члена 
4

4
2

4 ψnIn = , что приводит к НУШ 

02//
422 =+∂∂+∂∂ ψψηψψ xti  

с нелинейностью пятой степени. 
Чтобы включить в решение и керровскую нели-

нейность третьей степени, рассмотрим более общее 
уравнение  

02//
222 =+∂∂+∂∂ ψψηψψ ν

xti . (1) 

При 1=ν  уравнение (1) очень хорошо изучено 
[1] и его решение имеет вид  
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где ηAu 2= . Здесь 00 ,,, ϕυ xA - свободные пара-

метры. 

Основной формализм 
Целью данной работы является решение уравне-

ния (1) при произвольном v > 0 (не обязательно це-
лом) прямым методом, основанном на теории диф-
ференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка и теории гамильтоновых систем. 
Подстановка полевой функции ψ  вида 

{ })2/(exp 0ϕδυψ +−= txiI , (2) 

где 0,, ϕδυ  - свободные параметры, в (1) приводит 
после отделения мнимой и вещественной частей к 
двум уравнениям 
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где 

δυ 422 −=a . (5)  
Уравнение (3) является линейным однородным 

уравнением первого порядка с детально разработан-
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ной теорией [2]. Как известно из теории таких урав-
нений, общим решением (3) является любая диффе-
ренцируемая функция ( )),( txsuI = , где ),( txs  – ле-
вая часть первого интеграла уравнения характери-
стик, имеющая, как легко проверить, вид 

txxs υ−−= 0 . 

Подстановка )(suI =  в (4) приводит к обыкно-
венному дифференциальному уравнению второго 
порядка 

)(8)()()()(2 2222 susuasususu +−=′−′′ νη . (6) 

Упрощающее масштабное преобразование 
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 приводит (6) к виду 

222 82 +−=− νfffff ɺɺɺ , (7)  

где ττ ddff /)(=ɺ . 
Как легко проверить, (7) следует из нормальной 

системы гамильтоновых уравнений 

fHppHf ff ∂−∂=∂∂= /,/ ɺɺ  с функцией Гамиль-

тона 

)1/(2
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 −−= + ννfpfH f . (8) 

Решение уравнения (7) можно провести с помо-
щью канонических преобразований и теории Га-
мильтона-Якоби. Как следует из теоремы Якоби-
Пуанкаре, если существует принадлежащая классу 

С2 функция ),,( τpfS , такая, что 0/2 ≠∂∂∂ pfS , то 

преобразование ),(),( pqpf f ↔ , генерируемое 

этой функцией: ;/ fSp f ∂∂=  pSq ∂∂= / , является 

каноническим, а новая функция Гамильтона имеет 
вид  
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В теории канонических преобразований для дву-
мерного фазового пространства можно исходить из 
четырех типов производящих функций [3]. Для 
дальнейших целей наиболее подходящей является 
функция ),,(2 τqpRF f= . Тогда явный вид преоб-

разований найдется из разрешения уравнений 
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а новая функция Гамильтона  
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Перейдем от динамической системы { }Hpf f ,,  к 

представлению взаимодействия { }Hpq ,, с помощью 

производящей функции τqpqArthF f −= 42 . Из 

уравнений (9) следует явный вид преобразований: 
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а из (10) явный вид функции Гамильтона: 
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На заключительном этапе совершим второе пре-

образование от { }Hpq ,,  к { }0
~

,, ≡HPQ , откуда сле-

дует, что constPconstQ == ; , а производящая 

функция преобразования ),,( τQpF  удовлетворяет 

уравнению ττ ∂∂=∂∂ /),,/( FppFH . 
Теперь соотношения  

QFPpFq ∂∂=∂∂= /,/   (13) 

в неявной форме задают первые интегралы гамиль-
тоновой системы  

qHppHq ∂−∂=∂∂= /;/ ɺɺ . (14) 

Уравнение для производящей функции с учетом 
(12) имеет вид 
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Покажем, что частное решение системы (14) для 
случая нулевых значений произвольных постоянных 
Q = 0, P = 0 приводит к солитонному решению ис-
ходного уравнения (1). В этом случае производя-
щую функцию можно представить в виде 

),(),()/,( τττ pQhpgQpF += , (16) 

ограничившись первой степенью по Q, имея в виду, 
что после составления уравнений (13) следует по-
ложить Q = 0, P = 0 . 
Подставляя (16) в (15) и удерживая только члены 

линейные по Q , находим  
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Подстановка этого выражения в (18) приводит к 
линейному однородному уравнению первого порядка 

0)1( =
∂
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p

hh ν
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, 

простейшее нетривиальное решение которого имеет 
вид 

τν )1( ++= ph .  (20) 

Соотношения (13) с учетом (16) дают: 
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Полагая здесь 0== PQ , с учетом (19) и (20), 

находим:  
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Подстановка последних двух формул в (11) дает 
решение исходной гамильтоновой системы с га-
мильтонианом (8): 
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Подстановка первой из этих формул в уравнение 
(7) обращает его в тождество. 
Из приведенного выше масштабного преобразо-

вания и первой формулы (21) получается следующее 
выражение для интенсивности I : 
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Учитывая (5) и вводя обозначение 2a =  
28 / ( 1)A ν= η ν + , окончательно находим решение (2): 














−−

+
























+















+
−−

=

)(
1

2

1

2

42
exp

0
/1

0

22

txxAch

t
Ax

i

A

υ
ν

ην

ϕ
ν

ηυυ

ψ
νν

ν

 , 

которое является гладкой функцией, локализован-
ной вдоль направления txtx υ+= 0)( , и представля-
ет собой волновой пакет, движущийся без диспер-
сионного уширения с постоянной скоростью υ . 
Очевидно, что при v = 1 последняя формула пре-
вращается в известное решение НУШ с кубичной 
нелинейностью [1]. 

Заключение 

Таким образом, модуляция нелинейной системой 
(со степенным по интенсивности откликом на квази-
гармоническое возмущение) несущей волны в после-
довательность локализованных импульсов, имеющих 
форму гиперболического секанса, возведенного в не-
которую степень, является общей чертой НУШ с лю-
бой положительной степенью нелинейности.  
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AUTOMODULATION OF ONE-DIMENSIONAL WAVES  
BASED ON NONLINEAR SCHREDINGGER EQUATION WITH NON-KERR NONLIANERITY 
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Abstract  
It is shown that nonlinear Schredinger equation with non-Kerr nonlinearity has a localized so-

lution moving with constant velocity without dispersion. This solution is found by straight method 
based on Hamilton systems theory and it contains the well-known solution of cubic nonlinear 
Schredinger equation. 

Key words: nonlinear Schredinger equation, nonlinearity 5thorder, theory of Hamilton systems, 
canonical transformations, Hamilton-Jacoby equation, soliton solutions for degree nonlinearity.  
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