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Аннотация 

Получено общее аналитическое представление для эйконала дифракционного оптиче-
ского элемента (ДОЭ) для фокусировки в произвольно ориентированную в пространстве 
плоскую кривую в непараксиальном случае. Эйконал записан в специальных криволиней-
ных координатах. Расчет функции эйконала из условия фокусировки в линию с заданным 
распределением интенсивности сведен к решению обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной. Проведен расчет 
ДОЭ для фокусировки в отрезок. Результаты моделирования показывают высокое качество 
фокусировки в отрезок.  

Ключевые слова: эйконал, дифракционный оптический элемент, криволинейные коорди-
наты, интенсивность, световое поле, линейная плотность. 

Введение 

В работах [1-10] рассмотрен расчет ДОЭ для фо-
кусировки в линию произвольной формы. Расчет 
ДОЭ производится в приближении геометрической 
оптики. Задача расчета ДОЭ формулируется как за-
дача расчета эйконала (или фазовой функции) свето-
вого поля из условия фокусировки в линию. Ввиду 
сложности решения обратной задачи фокусировки 
аналитические решения получены только для фоку-
сировки в параксиальном приближении в простые 
линии, такие как отрезок, кольцо, дуга окружности и 
т.п. [1, 2, 4, 8-10]. Требование параксиальности су-
щественно ограничивает области применения ДОЭ. 
В общем непараксиальном случае расчет эйконала 
ДОЭ требует решения нелинейного уравнения для 
каждой точки апертуры [1, 2, 4-7]. 
В работах [1, 2] предложено использовать специ-

альную криволинейную систему координат, значи-
тельно упрощающую расчет в параксиальном при-
ближении. В работах [11, 12] рассматривается зада-
ча фокусировки в кривую, лежащую в плоскости, 
параллельной плоскости ДОЭ. Предложено исполь-
зовать другую криволинейную систему координат, 
позволяющую получить простое аналитическое вы-
ражение для функции эйконала в общем, непаракси-
альном случае. 
В данной работе получено общее аналитическое 

представление для эйконала ДОЭ для фокусировки 
в произвольно ориентированную в пространстве 
плоскую кривую в непараксиальном случае. Криво-
линейные координаты, в которых записан эйконал, 
являются обобщением координат, предложенных в 
[11,12]. Функция эйконала зависит от функции 

( )a ξ , определяющей углы прихода лучей в точки 

кривой ( )ξX . Функция ( )a ξ  определяет распреде-
ление энергии вдоль кривой фокусировки. Расчет 
функции ( )a ξ  сведен к решению обыкновенного 
дифференциального уравнения первого порядка, 
разрешенного относительно производной. В качест-

ве примера приведен расчет функции эйконала из 
условия фокусировки в отрезок. 

1. Расчет эйконала ДОЭ 
 в декартовой системе координат 

Рассмотрим расчет ДОЭ для фокусировки в кри-
вую (рис. 1). ДОЭ расположен в плоскости z=0 при 

D∈u , где D – область апертуры, ( , )u v=u  - декар-
товы координаты. Комплексная амплитуда падаю-
щего на ДОЭ пучка имеет вид  

0 0 0( ) ( ) exp( ( ))w I ik= ψu u u ,  (1) 

где 0( )I u – интенсивность пучка, 0( )ψ u  – эйконал, 

2 / ,k = π λ λ − длина волны. Линия фокусировки за-
дана параметрическим уравнением 

( ) ( ( ), ( ), ( ))X Y Zξ = ξ ξ ξX , (2) 

где [0, ]dξ ∈  – натуральный параметр. Вдоль линии 
требуется сформировать заданное распределение 
энергии ( ) , [0, ]I dξ ξ ∈ . 

 

Рис. 1. Задача фокусировки в кривую 

При расчете ДОЭ будем считать выполненным 
приближение тонкого оптического элемента. Тогда 
изменение эйконала светового пучка ∆ψ  при его 

прохождении через ДОЭ пропорционально высоте 
микрорельефа ДОЭ, а амплитуда пучка сохраняется. 
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В простейшем случае изменение эйконала можно 
записать в виде: 

( ) ( ) ( )1n h∆ψ = −u u , (3) 

где n – показатель преломления материала ДОЭ. 
Таким образом, эйконал непосредственно после 

ДОЭ можно записать в виде  

( ) ( ) ( )0ψ = ψ + ∆ψu u u . (4) 

Распространение светового пучка после прохож-
дения через ДОЭ определяется эйконалом этого пуч-
ка в плоскости z=0. Таким образом, расчет функции 
высоты микрорельефа ДОЭ сводится к расчету функ-
ции эйконала ( ), Dψ ∈u u  из условия фокусировки 

пучка с интенсивностью 0( )I u  в линию (2) с рас-

пределением энергии ( )I ξ  [1-10]. 

Согласно общему уравнению эйконала единич-
ный вектор луча, выходящего с апертуры, определя-
ется производными эйконала в виде [13]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

, ,

, , 1 .

x y zp p p

u v u v

= =

 
   ∂ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ = − −       ∂ ∂ ∂ ∂    

 

p u u u u

u u u u  (5) 

Так как при фокусировке все лучи с апертуры 
приходят на кривую (2), первые два компонента 
вектора ( )p u  можно записать в виде [1, 2]: 

( ) ( )

( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

2 2
2

2 2
2

,

.

x

y

p
u

X u

X u Y v Z

p
v

Y v

X u Y v Z

∂ψ
= =

∂
ξ −

=
ξ − + ξ − + ξ

∂ψ
= =

∂
ξ −

=
ξ − + ξ − + ξ

u
u

u

u u u

u
u

u

u u u

 (6) 

Функция ( )ξ u  определяет лучевое соответствие 

между точками на апертуре и точками на кривой (2). 
Функция 0( )ξ = ξu  определяет линию 0( )Γ ξ  в плос-
кости 0z = , лучи из точек которой приходят в точ-
ку кривой 0( )ξX  (рис.1). Линию 0( )Γ ξ  принято на-
зывать слоем [1-10].  
Прямым дифференцированием легко показать, 

что функция эйконала, удовлетворяющая уравнени-
ям (6), может быть записана в виде: 

( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( )

2 2
2

,

,l

u v

u X v Y Z

ψ =

= − − ξ + − ξ + ξ +

+ψ ξ

u u u

u

(7) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2 2

( )

,

,

dX dY dZ
u X v Y Z

d d d

u X v Y Z u v

c

ξ ξ ξ
− ξ + − ξ − ξ

ξ ξ ξ =
− ξ + − ξ + ξ

= ξ

 (8) 

где ( ) ( )
0

l c t dt
ξ

ψ ξ = −∫ , ( )c ξ  определяет распределе-

ние энергии вдоль линии фокусировки. Уравнение 
(8) определяет функцию лучевого соответствия 

( ),u vξ = ξ . На слое 0( )Γ ξ  уравнение (7) принимает 

вид: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

2 2 2
0 0 0

0

,

.l

u v u X v Y Zψ = − − ξ + − ξ + ξ +

+ψ ξ
 (9) 

Уравнение (9) является эйконалом (в плоскости 
z=0) сходящегося сферического пучка с фокусом в 
точке ( )0ξX . Константа  

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
0

2 2 2
0 0 0

,l u v

u X v Y Z

ψ ξ = ψ +

+ − ξ + − ξ + ξ
 (10) 

равна оптической длине пути лучей, приходящих в 
точку ( )0ξX  и определяющих эйконал в точке 

( )0ξX . 

Определим тип линий, которые образуют слои. 
Слой является пересечением плоскости z=0 и круго-
вого конуса 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

2 2 2

( )

( )

,

dX dY dZ
u X v Y Z

d d d

u X v Y Z

c

ξ ξ ξ
− ξ + − ξ − ξ

ξ ξ ξ =
− ξ + − ξ + ξ

= ξ

 (11) 

где ( )c ξ  - косинус угла при вершине конической 

поверхности [1, 2, 5, 7]. Вершиной конуса является 
точка ( )ξX . Ось конуса совпадает с касательной к 

фокальной кривой 
( ) ( ) ( )

, ,
dX dY dZ

d d d

 ξ ξ ξ
=   ξ ξ ξ 

t . Век-

тор t является единичным, т.к. ξ – натуральный па-
раметр.  
Чтобы получить необходимое распределение ин-

тенсивности ( ) , [0, ]I dξ ξ ∈  на кривой фокусиров-

ки, необходимо определить функцию ( )c ξ  в урав-

нениях (7), (8) из закона сохранения энергии. Для 
этого приравняем световой поток, падающий на 
часть апертуры фокусатора ( )0,D ξ , заключенную 

между начальным и текущим слоями (0)Γ  и ( )Γ ξ , к 
световому потоку, проходящему через часть фо-
кальной кривой, заключенную между точками ( )0X  

и ( )ξX  (рис. 1): 
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( )
( )

( )0

0, 0

,
D

I u v dudv I d
ξ

ξ

= ξ ξ∫∫ ∫ . (12) 

Функция ( )c ξ  входит в (12) неявно, она содер-

жится в границах области интегрирования ( )0,D ξ  

(рис.1).  
В общем случае расчет функции ( )c ξ  из уравне-

ния сохранения энергии (12) и функции ( )ξ u  из 

уравнения слоя (8) являются сложными вычисли-
тельными задачами, состоящими в решении нели-
нейных уравнений. При этом расчет функции ( )ξ u  

требует решения нелинейного уравнения слоя для 
каждой точки апертуры ДОЭ.  

2. Расчет эйконала ДОЭ 
 в криволинейной системе координат 

Расчет ДОЭ может быть существенно упрощен 
введением специально выбранных криволинейных 
координат.  
Будем рассматривать задачу фокусировки в пло-

скую кривую  

( )( )( ) ( ), ( ), ( ), ( )X Y Z X Yξ = ξ ξ ξ ξX ,  (13) 

лежащую в плоскости с вектором нормали 
( , , )x y zb b b=b  и проходящую через точку 

0 (0,0, )f=x  . 
Так как кривая (13) является плоской, Z(ξ) зави-

сит от X(ξ) и Y(ξ). 
Уравнение плоскости фокусировки запишем в 

виде: 
( ) 0x y zb x b y b z f+ + − = , (14) 

Подставив кривую (13) в (14), получим выраже-
ние для

 
Z(ξ): 

( ) ( )
( ( ), ( )) x y

z

b X b Y
Z X Y f

b

ξ + ξ
ξ ξ = − + , (15)  

( ) ( )
( ) x y

z

dX dY
b b

dZ d d
d b

ξ ξ+
ξ ξ ξ= −

ξ
. (16) 

Вектор нормали к кривой в плоскости фокуси-
ровки может быть представлен векторным произве-
дением нормали к плоскости b и касательной к кри-
вой t: 

( )( ), ( ), ( )

( ) ( ) ( ) ( )
;

( ) ( )
.

x y z

z y z x

y x

N N N

dY dZ dX dZ
b b b b

d d d d

dX dY
b b

d d

= × = ξ ξ ξ =

 ξ ξ ξ ξ= − + − − ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
− + ξ ξ 

n b t

 (17) 

Разложим вектор образующей конуса (11) q по 
векторам t, n и b: 

cos sin sin sin cos= ω + ω ψ − ω ψq t n b , (18) 
где ω – угол при вершине конической поверхности, 
ψ – угол, определяющий положение луча на обра-

зующей конуса. Угол ψ отсчитывается от плоскости 
n=0. 
Найдем пересечение образующей конуса с плос-

костью ДОЭ: 
( ) ( ) lξ = ξ − ⋅u X q . (19) 
Из уравнений (17), (18) и (19) получим: 

)

( )
( ) ( ) cos

( )sin sin sin cos ,x x

dX
u X

d

N b l

 ξξ = ξ − ω + ξ

+ ξ ω ψ − ω ψ ⋅
 (20.1) 

)

( )
( ) ( ) cos

( )sin sin sin cos ,y y

dY
v Y

d

N b l

 ξξ = ξ − ω + ξ

+ ξ ω ψ − ω ψ ⋅
 (20.2) 

)

( )
( ) ( ) cos

( )sin sin sin cos 0z z

dZ
z Z

d

N b l

 ξξ = ξ − ω + ξ

+ ξ ω ψ − ω ψ ⋅ =
. (20.3) 

Из (20.3) найдем параметр l: 

( )

( )
cos ( )sin sin sin cosz z

l

Z

dZ
N b

d

=
ξ

=
 ξ ω + ξ ω ψ − ω ψ ξ 

. (21) 

Подставив (21) в (20.1) и (20.2), нетрудно полу-
чить: 

( ) ( )

( ) 1
( ) ctg ( ) tg

cos
,

( ) 1
ctg ( ) tg

cos

x x

z z

u X

dX
Z N b

d

dZ
N b

d

ξ = ξ −

 ξξ ω + ξ ψ − ξ ψ −
 ξ ω + ξ ψ − ξ ψ 

 (22.1) 

( ) ( )

( ) 1
( ) ctg ( ) tg

cos
.

( ) 1
ctg ( ) tg

cos

y y

z z

v Y

dY
Z N b

d

dZ
N b

d

ξ = ξ −

 ξξ ω + ξ ψ − ξ ψ −
 ξ ω + ξ ψ − ξ ψ   

(22.2) 

Введем следующие переменные: 

tgfη = ψ , 
2

( )
( ) ctg

1 ( )

c
a

c

ξ
ξ = ω =

− ξ
, (23.1) 

тогда 

2 2 ( )
cos

f
f K+ η = = η

ψ
. (23.2) 

Подставив (23) в (22), получим криволинейные 
координаты в плоскости задания эйконала ДОЭ: 

2 2

2 2

( , ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

,
( )

( ) ( )

x x

z z

u X

dX
Z a f N fb

d
dZ

a f N fb
d

ξ η = ξ −

 ξξ ξ + η + ξ η − ξ −
ξ ξ + η + ξ η −

ξ

 (24.1) 
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2 2

2 2

( , ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

.
( )

( ) ( )

y y

z z

v Y

dY
Z a f N fb

d
dZ

a f N fb
d

ξ η = ξ −

 ξξ ξ + η + ξ η− ξ −
ξ ξ + η + ξ η−

ξ

 (24.2) 

Координата ξ в (24) определяет слой, а коорди-
ната η - положение точки на слое ( )Γ ξ .

 
Подставим координаты (24) в уравнения (9) и 

получим функцию эйконала в криволинейных коор-
динатах: 

( )
( )( )( ( )( )

( ) ( )( )) ( )

2 2

0.5
2

( , ), ( , )

( , ) ( , )

, ,l

u v

u X v Y

Z X Y

ψ ξ η ξ η =

= − ξ η − ξ + ξ η − ξ +

+ ξ ξ + ψ ξ

 (25) 

где ( )
2

0

( )

1 ( )
l

a t
dt

a t

ξ

ψ ξ = −
+

∫ . 

3. Формирование заданной линейной плотности 
энергии вдоль кривой фокусировки 

Эйконал (25) зависит от функции ( )a ξ , задаю-
щей углы раствора конусов лучей, приходящих на 
линию фокусировки. Рассмотрим расчет ( )a ξ  из 
условия формирования заданного распределения 
энергии вдоль кривой фокусировки. Световой по-
ток, заключенный между слоями ( ), ( )Γ ξ Γ ξ + ∆ξ , 
имеет вид 

2

1

( )

0

( )

( , ) ( , )I J d
η ξ

η ξ

∆Φ = ∆ξ ξ η ξ η η∫ , (26) 

где  

1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

( )
( , ) ( , )

u v u v
J

da
S S

d

∂ ξ η ∂ ξ η ∂ ξ η ∂ ξ η
ξ η = − =

∂ξ ∂η ∂η ∂ξ
ξ= ξ η + ξ η
ξ

 (27) 

– якобиан преобразования координат, 
где  

1

2

2
1

3
2
1

( , ) ( ) ( )

( ) ( )( , )
( , )

( ) ( )( , )
,

( , )

y

x

S Z K

Q fNv

Q

Q fNu

d Q

ξ η = ξ η ×

η ξ + ξ∂ ξ η× − ∂η ξ η

η ξ − ξ∂ ξ η− η ξ η 

 (28) 
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2
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2

2

1

2
1

2

2

2
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3

( , )
( , )

( ) ( )

( , )

( )( )
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 ∂ ξξξ ξ η + η ∂ξξ + +
ξ η

 ξξ ξ η + η ξ − ξ + ×
ξ η

 ξξ ξ η + η  ξξ × −
ξ η



−η∂ ξ η−
∂η 1

2

2

1

2
1

2

2

2
1

( ) ( )

( , )

( )( )
( ) ( ) ( )

( , )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

( )( )
( ) ( )

,
( , )

x

y

y y

z

fN

Q

Nd Y
Z a K

d

Q

dY
Z a K N fb

d

Q

dNd Z
a K

dd

Q

 ξ + ξ
+ ξ η

∂ ξ ξξ ξ η + η ∂ξξ + +
ξ η

 ξξ ξ η + η ξ − ξ + ×
ξ η

 ξξ ξ η + η  ξξ ×
ξ η

  (29) 
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Пределы интегрирования 1 2( ), ( )η ξ η ξ  в (26) оп-

ределяют точки пересечения слоя ( )Γ ξ  с границей 
апертуры ДОЭ. В частности, для круглой апертуры 
радиуса R функции 1 2( ), ( )η ξ η ξ  в (7) находятся из 
уравнения 

2 2 2( , ) ( , )u v Rξ η + ξ η = . (30) 
По построению элемента световой поток ∆Φ , 

заключенный между слоями ( ), ( )Γ ξ Γ ξ + ∆ξ , пере-
ходит в элемент кривой длины ∆ξ , заключенный 

между точками ( ), ( )ξ ξ + ∆ξX X . Соответственно, 
световой поток, приходящийся на единицу длины 
кривой фокусировки, имеет вид 
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( )
2

1

( )

0
0

( )

lim ( , ) ( , )I I J d
η ξ

∆ξ→
η ξ

∆Φ
ξ = = ξ η ξ η η

∆ξ ∫ . (31) 

Функцию (31) будем называть линейной плотно-
стью энергии вдоль кривой [1, 2, 4-7]. Уравнение 
(31) позволяет определить функцию ( )a ξ  из условия 

формирования заданной линейной плотности ( )I ξ . 

Действительно, подставив (27) в (31), получим для 
( )a ξ  следующее дифференциальное уравнение:  

2

1

2

1

( )

0 2

( )

( )

0 1

( )

( ) ( , ) ( , )
( )

( , ) ( , )

I I S d
da

d
I S d

η ξ

η ξ
η ξ

η ξ

ξ − ξ η ξ η η
ξ

=
ξ

ξ η ξ η η

∫

∫

. (32) 

Таким образом, задача фокусировки в кривую с 

заданной линейной плотностью ( )I ξ  сведена к 

решению дифференциального уравнения первого 
порядка (32), разрешенного относительно 
производной. Для решения уравнения (32) могут 
быть использованы стандартные численные методы 
типа метода Рунге-Кутта. 

4. Фокусировка в отрезок 
Рассмотрим фокусировку в отрезок  

( ) 0, , ( ( ))
2

d
Z Y

 ξ = ξ − ξ 
 

X , [0, ]dξ∈  (33) 

с постоянной линейной плотностью ( )I Iξ = , рас-

положенный в плоскости с вектором нормали 

(0,sin ,cos )= α αb  и проходящей через точку 

0 (0,0, )f=x . Апертуру будем считать эллипсом с 

полуосями 1l R= , 2 / cosl R= α , а интенсивность 

падающего пучка – постоянной ( )0 0,I Iξ η = . Урав-

нение плоскости можно представить в виде: 
sin cos cosy z fα + α = α .  (34) 

Из (34) получим выражения для ( )Z ξ : 

( ) ( ) tgZ Y fξ = − ξ α + . (35) 

( )
tg

dZ

d

ξ
= − α

ξ
. (36) 

Для отрезка (33) криволинейные координаты (24) 
имеют вид: 

2 2

( ) cos
( , )

tg ( ) cos

Z
u

a f f

ξ η αξ η = −
α ξ + η + α

, (37.1) 

( )2 2

2 2

( , ) ( )

( ) ( ) sin
.

tg ( ) cos

v Y

Z a f f

a f f

ξ η = ξ +

ξ ξ + η − α
+

α ξ + η + α

 (37.2) 

Дифференциальное уравнение (31) для отрезка 
принимает вид: 
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Z f

v u
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a f f
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∂ ξ η ∂ ξ η η α − ∂η ∂η
− η ×
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
× ξ + η ×
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∂ ξ η ∂ ξ η η α − ∂η ∂η
× η
ξ α + η + α 


∫

∫
  (38) 

Пределы интегрирования 1 2( ), ( )η ξ η ξ  в (38) на-
ходятся из уравнения: 

2
2 2

2

( , )
( , )

cos

v
u R

ξ η
ξ η + =

α
. (39) 

На основе формул (25), (38) был проведен расчет 
эйконала для фокусировки в отрезок (33) при сле-
дующих параметрах: α = π/4, d = 45λ, R = 50λ, 
f = 40λ, длина волны λ = 1мкм. Полученная функция 
эйконала в декартовых координатах, взятая по мо-
дулю λ, приведена на рис. 2.  

 

Рис. 2. Функция эйконала для фокусировки в отрезок  

Для проверки качества фокусировки в отрезок 
был произведен расчет освещенности, получаемой в 
плоскости фокусировки при рассчитанном эйконале, 
в рамках геометрической оптики. В работах [14-16] 
предложено использовать усредненное интеграль-
ное представление для освещенности в плоскости 
фокусировки, справедливое в приближении геомет-
рической оптики. Указанное представление имеет 
вид: 

0( ) ( ) ( ( )) ,e e e

D

E I dσ= δ∫∫x u x - x u u  (40) 
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где D – область апертуры фокусатора, ( , )e e eu v=u  - 

декартовы координаты в плоскости эйконала, ( )σδ x  
- аппроксимация δ-функции в виде гауссовой функ-
ции 

2 2

2 2

1
( , ) exp

x y
x yσδ

πσ σ
 += − 
 

. (41) 

Функция ( )ex u  в (7) определяет координаты то-
чек прихода лучей в плоскость фокусировки  

( )2

( ) ( )

tg

tg 1 ( )

e e e

e

e
e

f v

v

= + ∇ψ ×
− α

× ∂ψ α + − ∇ψ
∂

x u u u

u
, (42) 

где ( )e∇ψ u  - градиент эйконала. Выражение (40) 
ориентировано на расчет освещенности с использо-
ванием метода трассировки лучей [17]. В этом слу-
чае формула (40) дает усредненное значение осве-
щенности по окрестности, определяемой «эффек-
тивной» шириной функции ( )σδ x . Величина этой 
окрестности обычно определяется шагом дискрети-
зации в области наблюдения. 
На рис. 3 представлена расчетная функция осве-

щенности вдоль отрезка фокусировки. 

 

Рис. 3. Нормированная освещенность  
вдоль отрезка фокусировки  

Рис. 3 показывает, что рассчитанный эйконал 
обеспечивают хорошее качество фокусировки в от-
резок. 

Заключение 
Расчет функции эйконала из условия фокусиров-

ки в произвольно ориентированную в пространстве 
плоскую кривую в непараксиальном случае сведен к 
решению обыкновенного дифференциального урав-
нения первого порядка, разрешенного относительно 
производной. Проведен расчет эйконала из условия 
фокусировки в отрезок для случая равномерного ос-
вещающего пучка. Показано, что рассчитанный эйко-
нал обеспечивает хорошее качество фокусировки в 
отрезок. 
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Abstract 
We derive general non-paraxial analytical representation of the eikonal function for design of 

diffractive optical element (DOE) to focus into a arbitrary oriented plane line. The eikonal is given 
in special curvilinear coordinates. The calculation of the eikonal on condition of focusing into a 
line with prescribed intensity distribution is reduced to solving of a first-order differential equation 
solved for the derivative. We design DOEs to generate a line-segment focus. The simulation data 
shows that the DOE produces high performance focal lines. 

Key words: eikonal, diffractive optical element, curvilinear coordinates, intensity, light field, 
line density. 
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