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Аннотация 

На примере дифракции плоской волны на круглой апертуре в ближней зоне (порядка не-
скольких длин волн) проведено сравнение алгоритмов расчёта с использованием векторного 
интегрального преобразования Рэлея-Зоммерфельда (РЗ) и разложения по плоским волнам  
(ПВ) по точности и скорости вычислений.  

В скалярном случае, что соответствует вычислению поперечных компонент электриче-
ского поля, результаты различаются только в очень близкой к апертуре области.  

В векторном случае при расчёте продольной компоненты в методе ПВ возникает осо-
бенность в области спектральных частот, радиус которых близок к единице. Предложены 
различные варианты обхода этой особенности. На расстоянии нескольких длин волн резуль-
таты двух рассматриваемых алгоритмов совпадают и отличаются от полученных с помощью 
конечно-разностного временного метода (FDTD) только масштабно (среднеквадратичное 
отклонение с учетом масштаба составляет менее 2%). Таким образом, рассмотренные в дан-
ной работе алгоритмы позволяют получать за существенно меньшее время структурно вер-
ную (но несколько завышенную по амплитуде) картину дифракции в ближней зоне. Такая 
амплитудная «завышенность» может быть связана с тем, что рассмотренные методы РЗ и 
ПВ не подразумевают наличия y-компоненты в дифракционной картине изначально 
x-поляризованного поля. Во второй части статьи рассматривается модификация метода ПВ, 
позволяющая учесть наличие всех векторных компонент.  

Ключевые слова: дифракционный интеграл Рэлея-Зоммерфельда, разложение по плоским 
волнам, дифракция на круглой апертуре, вихревой пучок. 

Введение 
В связи с уменьшением размеров оптических 

устройств большое внимание в последнее время уде-
ляется описанию непараксиального распространения 
световых полей [1–9] и разработке алгоритмов мо-
делирования такого распространения [10–21].  

Дифракция на круглой апертуре плоской волны  
является тестовым примером для разрабатываемых 
алгоритмов как случай, имеющий аналитическое 
решение на оптической оси [22, 23], и исследовалась 
с различной степенью точности во многих работах 
[11, 24-29]. Таким образом, данный пример может 
использоваться для начальной оценки точности рас-
сматриваемых в данной работе алгоритмов. В данной 
работе дифракция на апертуре моделируется как рас-
пространение в свободном пространстве ограничен-
ных по радиусу в начальной плоскости полей с посто-
янной амплитудой и вихревой фазой. Частным случа-
ем таких полей является ограниченная плоская волна. 

Непараксиальная скалярная модель, основанная 
на теории Рэлея-Зоммерфельда (РЗ) [30], позволяет 
получать согласующиеся с экспериментами резуль-
таты на очень близких расстояниях от апертуры [31-
34]. В частности, в работе [33] на примере дифрак-
ции на цилиндрических тонких фазовых объектах 
(что практически соответствует скалярной задаче 
дифракции на щели) было показано, что в зависимо-
сти от фазового набега различные типы дифракци-
онных интегралов – Кирхгофа, Рэлея-Зоммерфельда 
I или II типа – позволяют получить корректные ре-
зультаты на расстоянии всего полдлины волны от 

объекта. На расстоянии более двух длин волн все 
типы интегралов дают одинаковый результат.   

Однако при уменьшении поперечных размеров 
светового поля (или его характерных деталей) до 
размеров порядка длины волны также необходимо 
учитывать векторный характер светового поля. В 
этом случае применяют векторный вариант интегра-
лов РЗ [35, 2, 3, 7, 12, 27-29] или метод разложения 
по плоским волнам [36, 37, 4, 20, 29]. Хотя эти под-
ходы являются аналогичными, они подразумевают 
использование различных алгоритмов расчётов, дос-
тоинства и недостатки которых в ближней зоне ди-
фракции было бы полезно выяснить.  

Т.к. аналитическое решение тестовой задачи (ди-
фракция плоской волны на круглой апертуре) из-
вестно только на оси, в данной работе оценка рабо-
ты рассматриваемых алгоритмов во внеосевой об-
ласти выполняется по сравнению с результатами ко-
нечно-разностного временного метода FDTD, реали-
зованного в программном продукте фирмы R-Soft.  

При численной реализации интегралов РЗ сложно 
воспользоваться какой-либо симметрией световых 
полей, поэтому для упрощения расчётов или получе-
ния аналитических выражений приходится прибегать 
к различным аппроксимациям [12, 24, 37, 38]. Однако, 
как показано в данной работе, использование даже 
непараксиальных аппроксимаций в ближней зоне яв-
ляется некорректным, поэтому для расчётов был ис-
пользован алгоритм, разработанный в [21] и обоб-
щённый на векторный случай в [39]. 

При использовании метода разложения по пло-
ским волнам возможно применение алгоритма быст-
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рого преобразования Фурье (БПФ) [10, 17], что зна-
чительно сокращает время расчёта. Однако приме-
нение алгоритма БПФ имеет свои недостатки, свя-
занные с фиксированной дискретностью сигналов на 
входе и выходе, а также возможностью вычислять 
только поперечные распределения. При необходи-
мости получения продольных (вдоль оптической 
оси) распределений использовать алгоритм, осно-
ванный на БПФ, нецелесообразно. 

В данной работе реализован быстрый алгоритм, 
основанный на методе разложения по плоским вол-
нам, учитывающий возможность факторизации за-
дачи в полярных координатах и позволяющий свести 
двумерные интегралы к одномерным. 

Также разработка быстрых алгоритмов прямого 
вычисления дифракционного интеграла РЗ до сих 
пор является актуальной темой для многих исследо-
вателей [11, 13, 14, 16, 17, 19-21]. В частности, алго-
ритм, предложенный в [21], основан на кусочно-
постоянном представлении входного поля, что позво-
ляет часть операций выполнить аналитически. Однако 
апробации этого алгоритма на тестовых примерах в 
ближней зоне дифракции не проводилось. 

В данной работе реализации двух упомянутых 
выше алгоритмов сравниваются по точности и скоро-
сти на примере дифракции плоской волны на круглой 
апертуре в ближней зоне дифракции (порядка не-
скольких длин волн). Распределения, полученные на 
оптической оси, оцениваются по аналитической фор-
муле, а для оценки рассчитанных внеосевых распре-
делений проводится сравнение с результатами, полу-
ченными с помощью метода FDTD, реализованного в 
программном продукте фирмы R-Soft.  

1. Непараксиальная скалярная модель:  
сравнение алгоритмов 

Интегральное преобразование Рэлея-Зоммер-
фельда первого типа [30, 40] в декартовых коорди-
натах имеет следующий вид: 
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где E0(x,y) – входное поле,  
2 2 2( ) ( )u x v y z= − + − +ℓ , 0Σ  – область, в которой 

задано входное поле, 2 /k = π λ  – волновое число, 
λ – длина волны. 

Скалярный непараксиальный оператор распро-
странения с использованием разложения по плоским 
волнам записывается следующим образом [41]: 
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где F(ξ,η) – спектр разложения входного поля по 

плоским волнам, 2 2
1 2:SΣ σ ≤ ξ + η ≤ σ  – область 

учитываемых пространственных частот. При 

1 20, 1σ = σ =  рассматриваются только распростра-

няющиеся волны, а при 1 21, 1σ = σ >  – только зату-

хающие волны. 
Выражения (I.1) и (I.2) можно свести друг к дру-

гу, однако в последнем случае возможно примене-
ние различных быстрых алгоритмов, в том числе 
БПФ [10, 17], что значительно сокращает время рас-
чёта, несмотря на удвоенное по сравнению с (I.1) 
интегрирование. 

Применение алгоритма БПФ имеет свои недос-
татки, связанные с фиксированной дискретностью 
сигналов на входе и выходе, а также возможностью 
вычислять только поперечные распределения. Кро-
ме того, в работе [10] указано на проблемы, возни-
кающие при наличии наклона или смещения падаю-
щего пучка, для решения которых требуются допол-
нительные преобразования.  

Поэтому в данной работе реализован быстрый 
алгоритм, учитывающий возможность факторизации 
задачи в полярных координатах и позволяющий све-
сти двумерные интегралы к одномерным преобразо-
ваниям Ханкеля соответствующего порядка. 

В данном разделе на тестовом примере дифрак-
ции плоской волны на круглой апертуре проводится 
сравнение этого алгоритма с прямым вычислением 
дифракционного интеграла (I.1) на основе алгорит-
ма, разработанного в [21].  

При дифракции плоской волны на круглой апертуре 
в скалярном случае известно аналитическое решение 
для значений интенсивности вдоль оптической оси [11]: 
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где 0r  – радиус ограничивающей апертуры.  

1.1. Быстрый алгоритм, учитывающий  
радиальную симметрию 

Для плоской освещающей волны, ограниченной 
круглой диафрагмой радиуса 0r , входное поле в (I.1) 

и (I.2) будет иметь следующий вид: 
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где ( , )r ϕ  – полярные координаты во входной 

плоскости. 
В более общем случае, когда входное поле явля-

ется «вихревым» и представимо в виде:  

0 0( , ) ( )exp( )E x y E r im= ϕ , (I.5) 

выражение (I.2) можно упростить: 
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где ( , )ρ θ  – полярные координаты в выходной плос-

кости, σ  – радиальная координата в частотной 
плоскости, 0σ  – радиус учитываемых пространст-

венных частот.  
При численной реализации по теореме Найквиста 

0σ  определяется дискретизацией входного поля r∆ : 

0 2 r

λσ ≤
∆

. (I.7) 

Распространяющимся волнам соответствуют 
пространственные частоты, расположенные в круге 
радиусом 0 1σ ≤ . Чтобы учесть также и затухающие 

волны, вносящие свой вклад на расстояниях меньше 
длины волны, необходимо увеличивать радиус учи-
тываемых пространственных частот до некоторого 
значения 1zσ > , зависящего от расстояния z от 

апертуры. Оценим это значение.  
Рассмотрим интеграл (I.2) в полярных координа-

тах только в области затухающих волн:  
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Проанализируем функции в (I.8), зависящие от 
полярного угла. Экспоненциальный множитель по 
модулю равен единице. Спектральная функция 

( , )F σ φ  (при фиксированном φ) убывает не медлен-

нее, чем 1/ σ , иначе не будет выполняться равенст-
во Парсеваля. Таким образом, интегрирование по 
углу даст функцию, которая не возрастает с ростом 
σ, и для дальнейшего анализа её можно заменить на 
константу: 
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Абсолютная погрешность при замене верхнего 
предела на конечное значение zσ : 
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относительная погрешность: 

( ) ( )2 21 1 exp 1z zkz kz
I

∆ε = = σ − + − σ − . (I.11) 

Величина ε монотонно убывает с ростом zσ  

(можно доказать, взяв производную). Сделав заме-

ну 2 1zt kz= σ − , получим функцию, не зависящую 

от определённых значений λ  и z . Для нахождения 
допустимой границы отсечения нужно задаться оп-
ределённой погрешностью ε и решить уравнение 
(I.11). В частности, для ε = 0,04 получаем 5t = , т.е. 
выбор в качестве верхней границы частот: 

2
5

1z kz
 σ = + 
 

 (I.12) 

обеспечивает погрешность расчёта (I.8) не выше 5%. 

1.2. Численное моделирование при дифракции 
плоской волны на круглой апертуре 

Для сравнения численных результатов с аналити-
ческим выражением (I.3) были выполнены расчёты 
осевой интенсивности плоской волны (I.4), прошед-
шей через круглое отверстие радиусом 0r =10λ, на 

различных расстояниях с помощью интегрального 
преобразование РЗ (I.1) и разложения по плоским 
волнам (I.6) при m = 0. 

Для получения значений на оптической оси или в 
продольном сечении применение алгоритма БПФ не-
эффективно, т.к. для этого потребуется вычислить 
столько поперечных сечений, сколько желательно по-
лучить значений вдоль оси распространения пучка.  

При вычислении (I.1) был использован алгоритм 
быстрого расчёта [21] с дискретизацией на входе 

0,1r∆ = λ , а для выражения (I.6) (m = 0) выполня-
лось численное интегрирование с дискретизацией на 
входе 0,01r∆ = λ  и при 0 3σ = .  

На рис. 1 приведены сравнительные результа-
ты вычисления осевой интенсивности в ближней 
зоне дифракции, из которых видно, что результа-
ты обоих методов практически полностью совпа-
дают для расстояний больших длины волны. При 
этом временные затраты для вычисления ста то-
чек на графике (рис. 1а) на основе выражения 
(I.6), учитывающего радиальную симметрию мо-
делируемой оптической схемы, на порядок мень-
ше, чем для расчётов по формуле (I.1): в первом 
случае понадобилось 1,6 с, а во втором – 30 с 
(расчёты проводились на персональном компью-
тере Intel® Pentium®4 CPU 2,40GHz, RAM 512 
Мb).  

Однако на расстояниях меньших длины волны 
метод разложения по плоским волнам несколько 
отличается от аналитического выражения, осо-
бенно при 0,1z < λ . По формуле (I.12) для полу-
чения корректных результатов при 0,1z = λ  необ-
ходимо учитывать пространственные частоты 
вплоть до 8zσ = , а при 0,01z = λ  д.б. 79zσ > , что 

резко увеличивает временные затраты, т.к. в этом 
случае необходимо также увеличивать дискрети-
зацию входного поля. 

Для получения результатов, приведённых на 
рис. 1в, верхний предел учитываемых спектральных 
частот был принят 0 20σ = , что в совокупности 
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с уменьшением шага дискретизации привело к уве-
личению расчётного времени до 46 с и превысило 
время прямого расчёта (I.1) по алгоритму [21]. Заме-
тим, что для получения корректных результатов в 
выражении (I.1) при 0,1z < λ  понадобилась на поря-
док меньшая степень дискретизации, чем при ис-
пользовании формулы (I.6). Таким образом, в дан-
ном случае алгоритм, разработанный в [21], оказы-
вается предпочтительным.  

На рис. 1г показано внеосевое продольное рас-
пределение интенсивности при дифракции пло-
ской волны на круглой апертуре в области 

[0,1 , 10 ]z∈ λ λ , [ 10 , 10 ]x∈ − λ λ , рассчитанное по 

формуле (I.6) за 14 с. На расстояниях, больших 
одной десятой длины волны, алгоритм разложе-
ния по плоским волнам, учитывающий радиальную 
симметрию задачи, полностью совпадает с анали-
тическим решением и значительно опережает по 
скорости алгоритм [21].  

Также предлагаемый быстрый алгоритм (см. раз-
дел 1.1) удобнее БПФ. Удобство заключается в том, 
что он позволяет с произвольной дискретизацией (не 
связанной с бинарной системой) получать распреде-
ления на любых поверхностях за малое время. Не-
достатком является требование наличия радиальной 
симметрии или вихревой угловой зависимости вход-
ного пучка. 

Более детально внеосевое распределение ин-
тенсивности в поперечных направлению распро-
странения плоскостях на различных расстояниях 
от апертуры показано в табл. 1. Среднеквадра-
тичное отклонение в расчётах, получаемых двумя 
реализованными методами, составляет менее 5%. 

Расчёт поперечной области размером 200×200 от-
счётов для интеграла РЗ (I.1) занимает 73 с. Для 
сравнения при использовании алгоритма, описан-
ного в [42], расчёт полей размером 100×100 от-
счётов требует 179 с, а в работе [10] расчёт оце-
нён в 2000 с (для восьмипроцессорного компью-
тера SGI Origin 2000, CPU 300-MHz, RAM 2048 
Mb), при этом прямое численное интегрирование 
методом прямоугольников без какой-либо опти-
мизации займёт более недели [42]. 

При использовании алгоритма через разложение 
ПВ (I.6), учитывающего радиальную симметрию, 
время расчёта составляет 22 с. Применение алго-
ритма БПФ позволяет вычислять распределения 
в поперечных плоскостях за несколько секунд, но 
в продольной плоскости это займёт значительное 
время, пропорциональное числу отсчётов вдоль оп-
тической оси.  

Таким образом, каждый из методов и их реа-
лизаций обладает достоинствами и недостатками. 
Относительно медленный алгоритм прямого рас-
чёта интеграла РЗ играет важную роль на очень 
близких расстояниях от апертуры, а также как 
универсальный по отношению к типу падающей 
волны и форме апертуры тестовый инструмент. 
Метод разложения ПВ, реализованный через 
БПФ, является самым быстрым, хотя и требую-
щим много памяти [10], и также универсален. Ра-
диальная реализация (I.6) характеризуется высо-
кой скоростью расчёта, очень экономична в тре-
бованиях к свободной памяти и удобна для расчё-
тов распределений на любых поверхностях, но 
круг решаемых задач ограничен. 

 

а)  в)  

б)  г)  

Рис. 1. Сравнение распределения осевой интенсивности, рассчитанной с помощью (I.1) (пунктирная линия) и (I.6) 
(точечная линия), с аналитическим выражением (I.3) (черный цвет сплошная линия): (а) на отрезке z [0,1 , 10 ]λ λ∈   

при 0 3σ = ,  (б) на отрезке z [0,01 , 1 ]λ λ∈  при 0 5σ =  и (в) на отрезке z [0,01 , 0,1 ]λ λ∈  при 0 5σ =  (точечная линия) 

 и 0 20σ =  (штрихпунктирная линия); (г) фокусирующее поведение круглой апертуры 
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Таблица 1. Распределение интенсивности в поперечных направлению распространения  
плоскостях на различных расстояниях от апертуры (поперечная область расчёта 30×30 λ2) 

 Амплитуда 
(негативное изображение) 

Фаза 
Сечение интенсивности для  

РЗ (сплошная линия)  
и ПВ (точечная линия) методов 

Z
 =

 0
,3

λ 

  
 

Z
 =

 1
,5

λ 

  
 

Z
 =

 6
λ 

  
 

2. Непараксиальная векторная модель 

Интегральная теорема Рэлея-Зоммерфельда пер-
вого типа (I.1) в векторной форме записывается сле-
дующим образом [35, 2]: 

0 2

1
( , , ) ( , ) d d ,

2

ik

x x

z e
E u v z E x y ik x y

Σ

 = − π  
∫∫

ℓ

ℓℓ
 

0 2

1
( , , ) ( , ) d d ,

2

ik

y y

z e
E u v z E x y ik x y

Σ

 = − π  
∫∫

ℓ

ℓℓ
 (I.13) 

[ 0

0 2

1
( , , ) ( , )( )

2

1
( , )( ) d d ,

z x

ik

y

E u v z E x y u x

e
E x y v y ik x y

Σ

= − − +
π

 + − − 
 

∫∫
ℓ

ℓℓ

 

где E0x(x,y) и E0y(x,y) – комплексные амплитуды x- и 
y-компонент входного электрического поля, z-ком-
понента предполагается нулевой за счёт выбора 
системы координат. При линейной x-поляризации 
y-компонента в этой модели всегда отсутствует. 

Во всех этих интегралах присутствует выражение 
для сферической волны exp(ikl)/l. Как правило, это 
не позволяет аналитически вычислить интегралы 
(I.13). В [43] есть разложение сферической волны в 
ряд по функциям Бесселя (выражение 8.533), но за-
мена подынтегрального выражения на бесконечный 
ряд, включающий спецфункции, не облегчает чис-
ленный расчёт, поэтому в данном разделе для пря-
мого вычисления (I.13) используется обобщение ал-
горитма [21], описанное в [39]. 

2.1. Непараксиальная аппроксимация 
дифракционных интегралов РЗ 

Рассмотрим непараксиальную аппроксимацию 
интегралов (I.13), часто используемую при вычисле-
ниях [44, 45, 7]. Такая аппроксимация является бо-
лее точной, чем хорошо известная параксиальная 
аппроксимация.  

При подстановке в выражениях (I.13) в подынте-
гральные экспоненты  

2 2( )

2

r ux vy
R

R

− +≈ +ℓ , (I.14) 
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где 2 2 2R u v z= + + , 2 2r x y= + , а в остальные 

места R≈ℓ , а также пренебрегая слагаемым с 3

1

R
, 

получаем: 

( ) 0 2

2
0

2

0

0

exp
( , , ) exp

2
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( , )exp d d ,

r
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x

iz ikR r
E z ik

RR

r
E r ik r r

R

π

 
ρ θ = − × λ  

 ρ ϕ − θ  × ϕ − ϕ     

∫

∫
 

( ) 0 2

2
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iz ikR r
E z ik
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∫

∫

 (I.15) 
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∫

∫
 

Если тангенциальные компоненты входного 
поля представимы в виде (I.5) (например, для ли-
нейной и эллиптической поляризаций) и учиты-
вая, что  
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q

c im i
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= π θ α

∑∫
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 (I.16) 

то выражения (I.15) можно упростить: 
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 (I.17)
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Из выражений (I.17) видно, что при учёте век-

торного характера электромагнитного поля для  
1m =  возможно ненулевое значение интенсивности 

на оптической оси, причём за счёт z-компоненты. 
Данный факт также отмечался ранее [46, 7].  

2.2. Быстрый алгоритм расчёта распространения 
вихревых полей на основе разложения  

по плоским волнам 

Полученные в предыдущем разделе формулы 
(I.17) просты в реализации и обеспечивают высокую 
скорость вычислений, но они являются приближен-
ными в соответствии с (I.14), и при уменьшении рас-
стояния от входной плоскости, т.е. в ближней зоне 
дифракции, будут давать неверный результат. 

Для получения более точных выражений рас-
смотрим векторный вариант оператора распростра-
нения, использующего разложение по плоским вол-
нам [36, 37]: 
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 (I.18) 

где 
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∫∫

 (I.19) 

– спектры тангенциальных компонент входного 
электрического поля, определённого в области OΣ , и 

матрица преобразования: 
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2 2 2 2
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0 1 .

1 ( ) 1 ( )

E ξ η =
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M

 (I.20) 

В полярных координатах выражения (I.18)-(I.20) 
принимают следующий вид: 
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Учитывая вихревой вид компонент входного поля: 
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 (I.24) 

выражения (I.21)-(I.23) также можно упростить: 
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где 
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2.3. Сравнение алгоритмов расчёта  
при дифракции плоской волны на круглой апертуре  

в случае линейной x-поляризации 

При дифракции линейно-поляризованной вдоль 
оси x плоской волны на круглой апертуре выраже-
ния (I.17) сводятся к следующему виду (m=0): 
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В осевую интенсивность будет вносить вклад 
только x-компонента (на оптической оси в (I.14) 
R z= ): 
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 (I.28) 

Аналогичный, но более точный результат полу-
чается при использовании выражений (I.24)-(I.26), 
которые в рассматриваемом случае сводятся к сле-
дующему виду:  
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 (I.30) 

При вычислении продольной составляющей Ez в 
интегральном выражении (I.30) возникнет особен-
ность при σ = 1, которую можно устранить интегри-
рованием по частям: 
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окончательно получаем: 
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∫  (I.31) 

Получившаяся формула более громоздка, чем 
(I.30), но она не содержит особенности в подынте-
гральном выражении при σ = 1, а неопределённость 
при σ = 0 легко устраняется, так как J1(z) ~ z/2 при 
малых значениях z. 

Выражение (I.31) получено для конкретного вида 
падающей волны, а именно плоской. Далее рассмот-
рим способ обхода особенности для любого входно-
го поля.  

Интеграл в (I.30) для продольной компоненты 
является несобственным, но сходящимся. Теорети-
чески всегда возможно преобразовать сходящийся 
несобственный интеграл в собственный, но в нашем 
случае это делать неудобно, так как сетка дискрети-
зации уже задана заранее. По этой же причине за-
труднительно выделить узкую окрестность данной 
окружности и в ней вычислить интеграл приближён-
но-аналитически. Однако есть возможность обойти 
потенциальное деление на нуль, не отказываясь от 
квадратурной формулы прямоугольников и без за-
метной потери точности.  

Суть предлагаемого подхода покажем на приме-
ре одномерного интеграла. Так как остальные мно-
жители подынтегральной функции не имеют осо-
бенностей, ограничимся только одним множителем 
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 (с учётом замены переменной). Вычисляя 

интеграл 
1 1

2
1 1

d 1 d

2 11

x x

xx−τ −τ

≈
−−∫ ∫  (τ полагается ма-

лым) по формуле Ньютона-Лейбница, получаем зна-

чение, равное 2τ , а при использовании квадратур-
ной формулы центральных прямоугольников этот 

интеграл будет равен τ . Таким образом, примене-

ние квадратурной формулы даёт результат в 2  раз 
меньше аналитического. Отсюда вытекает следую-
щий подход – если внутри ячейки интегрирования 
имеется особенность, то соответствующее слагаемое 

в формуле (I.30) умножается на 2 . 
Как видно из (I.30), вклад в осевую интенсив-

ность будет давать только x-компонента: 

2

1

0

2
1 0

2
(0,0, )

exp 1 ( )d ,

x

r
E z

ikz J k r
σ

σ

π
= ×

λ

 × − σ σ σ
 ∫

 (I.32) 

которая не вычисляется аналитически, но в разделе 1.1 
было показано её совпадение с аналитическим 
решением (I.3) при 1 0σ =  и достаточно большом 2σ . 

Сравнение выражений осевой интенсивности, по-
лучаемых при использовании аппроксимации (I.28): 

2
0(0,0, ) 2 2cos
2x

r
I z k

z

 
= −  

 
 (I.33) 

и аналитического решения (I.3), позволяет сделать 
вывод, что аппроксимация (I.17) будет верна только 
при 2 2

0r z<< . В этом случае 

2 2 2
0 0 0
2 2

1 1
22

r r r
z z z z

zz z

 
+ − ≈ + − = 

 
 

и выражение (I.3) будет совпадать с (I.33).  
Численное сравнение (I.28) и (I.32) (практически 

полное совпадение последнего с аналитическим ре-
шением показано в разделе 1.1) приведено на рис. 2а. 

На рис. 2 показаны сравнительные результаты 
расчёта дифракции линейно-поляризованной пло-
ской волны на круглой апертуре радиусом 10λ в 
ближней зоне на основе выражений (I.17) и (I.25)-
(I.26). Как видно из результатов моделирования, ап-
проксимацию (I.17) некорректно применять на рас-
стояниях сравнимых с размером апертуры. 
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2.4. Дифракция плоской волны на круглой 
микроапертуре: сравнение с FDTD 

В разделе 1 было показано, что при радиусе 
апертуры 10λ в скалярном случае рассмотренные 
алгоритмы РЗ и ПВ практически полностью совпа-
дают. При уменьшении размеров апертуры до срав-
нимых с длиной волны необходимо учитывать век-
торный характер светового поля.  

Как следует из раздела 2.3, при линейной x-по-
ляризации падающей на микроапертуру плоской 
волны дополнительный вклад в суммарную интен-
сивность, кроме x-компоненты, будет вносить про-
дольная компонента. При вычислении этой компо-
ненты каждый из рассматриваемых алгоритмов так-
же имеет свои особенности. Для оценки точности 
получаемых результатов в данном разделе использу-
ется алгоритм FDTD.  

Чтобы согласовать результаты, полученные с 
помощью интегральных методов, не учитывающих 
материал и толщину экрана с отверстием, при ис-
пользовании конечно-разностного временного мето-
да рассматривалось распространение радиально-
ограниченной плоской волны в свободном про-
странстве.  

Параметры расчёта при использовании алгорит-
ма FDTD, реализованного в программном продукте 
R-Soft: длина волны λ = 532 нм, радиус, ограничи-

вающий плоскую волну на входе 0 2r = λ , размер 

расчётной области [ 5 , 5 ]x∈ − λ λ , [ 5 , 5 ]y∈ − λ λ , 

[0, 5 ]z∈ λ . Толщина PML – λ, шаг дискретизации 

по пространству: λ/15, шаг дискретизации по време-
ни: λ /(30c) (c – скорость света в вакууме), положе-
ние плоскости регистрации: z = 0,3λ (≈160 нм) и 
z = 4λ (≈2 мкм). Длительность моделирования на 
компьютере Intel(R) Celeron(R) CPU 3,06 Ггц, ОЗУ 
512 Мб примерно 29 минут.  

В табл. 2 приведены сравнительные результаты 
расчёта дифракции плоской волны при линейной x-
поляризации с помощью метода FDTD, дифракци-
онных интегралов РЗ (I.13) и разложения по пло-
ским волнам (I.25)-(I.26).  

Для алгоритма ПВ в соответствии с (I.12) на рас-
стоянии z = 0,3λ от апертуры учитывались спек-
тральные частоты в радиусе 0 3σ =  и применялся 

обход особенности на основе формулы Ньютона-
Лейбница, а на расстоянии z = 4λ от апертуры пола-
галось 0 1σ = . В табл. 2 приведены сравнительные 

графики и среднеквадратичные погрешности δ сече-
ний полученной интенсивности для каждого метода: 
точечной линией показан график, полученный с по-
мощью дифракционных интегралов, а сплошной – 
полученный с помощью метода FDTD. 

а)  

б)  (в)  

г)  (д)  

Рис. 2. Сравнительные результаты расчёта дифракции линейно-поляризованной плоской волны на круглой апертуре: 
осевое распределение суммарной интенсивности, рассчитанное по (I.17) (пунктирная линия) и по (I.25)-(I.26) (сплошная 

линия) (а), распределение суммарной интенсивности в поперечной плоскости на расстоянии z = 9λ от апертуры, 
рассчитанное по (I.17) (б) и по (I.25)-(I.26) (г) (негативное изображение), а также их соответствующие сечения (в) и (д): 

распределение интенсивности для x-компоненты (точечная линия), z-компоненты (пунктирная линия)  
и суммарной (сплошная линия) 
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Таблица 2. Сравнительные результаты расчёта дифракции плоской волны при линейной x-поляризации  
с помощью метода FDTD и дифракционных интегралов на расстоянии z = 0,3λ и z = 4λ 

П
л
о
ск

о
ст
ь
 

М
ет
о
д
 

Сечение амплитуды 

x-компоненты, xE  

Сечение амплитуды 

z-компоненты, zE  

Сечение суммарной  

интенсивности, 
2

E  

Р
З
 (

I.
1

3
),

 4
 м
и
н
.*

 

 
δ=3,4%,  δ0=2,9% 

 
δ=52,3%,  δ0=26,5% 

 
δ=11,4%,  δ0=7,5% 

Z
 =

 0
,3

λ 

П
В

 (
I.

2
5

)-
(I

.2
6

),
 1

 м
и
н
.*

 

 
δ=3,4%,  δ0=2,9% 

 
δ=33,1%,  δ0=17,3% 

 
δ=6,9%,  δ0=4,9% 

Р
З
 (

I.
1

3
),

 4
 м
и
н
.*

 

 
δ=4,4%,  δ0=2,5% 

 
δ=13,6%,  δ0=7,4% 

 
δ=9,1%,  δ0=1,8% 

Z
 =

 4
λ 

П
В

 (
I.

2
5

)-
(I

.2
6

),
 2

5
 с*

 

 
δ=4,4%,  δ0=2,5% 

 
δ=13,1%,  δ0=6,5% 

 
δ=8,9%,  δ0=1,8% 

* расчёт на компьютере Intel® Pentium®4 CPU 2,40GHz, RAM 512 Мb 

 
Как следует из приведённых в табл. 2 результа-

тов, основную погрешность в расчётах вносит имен-
но продольная компонента. Результаты для x-компо-
ненты (что соответствует скалярному случаю) сов-
падают для обоих алгоритмов и незначительно от-
личаются от предсказанных FDTD.  

Погрешность в вычислении z-компоненты растёт 
с уменьшением расстояния до апертуры. При этом 
алгоритм ПВ (I.25)-(I.26) демонстрирует лучшие ре-
зультаты, чем алгоритм РЗ [39], на расстояниях, 
меньших длины волны.  

При удалении от апертуры всего на несколько 
длин волн результаты этих двух алгоритмов факти-
чески совпадают (табл. 2 для z = 4λ) и отличаются от 

полученных с помощью FDTD только масштабно, 
т.е. рассматриваемые в данной работе алгоритмы 
позволяют получать правильное распределение, но 
несколько завышенное по амплитуде. Среднеквадра-
тичное отклонение приведённых к одному масштабу 
распределений δ0 составляет в обоих случаях менее 
2% для суммарной интенсивности. 

Такая амплитудная «завышенность» может быть 
связана с тем, что рассмотренные методы РЗ и ПВ 
не подразумевают наличия y-компоненты в дифрак-
ционной картине изначально x-поляризованного по-
ля. Метод же FDTD показывает, что эта компонента 
присутствует, хотя её доля энергии в суммарном 
электрическом поле невелика. 
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Во второй части статьи рассматривается моди-
фикация метода ПВ, позволяющая учесть наличие 
всех векторных компонент. 

Заключение 

На примере дифракции плоской волны на круг-
лой апертуре в рамках непараксиальной скалярной 
модели показана эффективность разработанного в 
[21] алгоритма быстрого расчёта дифракционного 
интеграла РЗ в очень близкой к апертуре области (на 
расстоянии 0,1z < λ ). Универсальный по отноше-
нию к типу падающей волны и форме апертуры от-
носительно быстрый (ускорение по сравнению с [42] 
почти в 10 раз) прямой расчёт дифракционного ин-
теграла полезен как тестовый инструмент в различ-
ных задачах.  

На расстояниях, больших одной десятой длины 
волны, алгоритм разложения по плоским волнам, 
учитывающий радиальную симметрию задачи, пол-
ностью совпадает с аналитическим решением и зна-
чительно опережает по скорости алгоритм [21]. Не-
достатком алгоритма является требование наличия 
радиальной симметрии или вихревой угловой зави-
симости входного пучка.  

Хотя самым быстрым и в то же время достаточно 
универсальным является метод, реализованный че-
рез БПФ, он требует много памяти. Кроме того, к 
недостаткам метода относятся фиксированная дис-
кретность сигналов на входе и выходе, а также воз-
можность вычислять только поперечные распреде-
ления. При необходимости получения продольных 
(вдоль оптической оси) распределений использовать 
алгоритм, основанный на БПФ, нецелесообразно. 

При расчёте дифракции на микроапертурах так-
же необходимо учитывать векторный характер све-
тового поля. В работе было показано, что при чис-
ленной реализации векторных интегралов РЗ ис-
пользование даже непараксиальных аппроксима-
ций в ближней зоне является некорректным, по-
этому для расчётов был использован алгоритм, 
описанный в [39]. 

При вычислении продольной составляющей на 
основе разложения по плоским волнам возникнет 
особенность в области спектральных частот, радиус 
которых близок к единице. Предложены различные 
варианты обхода этой особенности.  

Анализ результатов применения указанных выше 
методов при дифракции плоской волны на микро-
апертуре показал, что основную погрешность в рас-
чётах вносит именно продольная компонента. По-
грешность в вычислении z-компоненты растёт с 
уменьшением расстояния до апертуры.  

Однако всё же на расстояниях меньших длины 
волны (но больше одной десятой длины волны) ал-
горитм ПВ (I.25)-(I.26) демонстрирует лучшие ре-
зультаты как по точности, так и по скорости, чем ал-
горитм РЗ [39], хотя в этой области ресурсозатрат-
ность алгоритма возрастает обратно пропорцио-

нально расстоянию до апертуры, т.к. требуется учи-
тывать затухающие волны и соответственно увели-
чивать радиус участвующих в интегрировании спек-
тральных частот (см. выражение (I.12)). 

При удалении от апертуры всего на несколько 
длин волн результаты этих двух алгоритмов факти-
чески совпадают и отличаются от полученных с по-
мощью FDTD только масштабно, т.е. рассматривае-
мые в данной работе алгоритмы позволяют получать 
правильное распределение (среднеквадратичное от-
клонение с учётом масштаба составляет менее 2%), 
но несколько завышенное по амплитуде. 

Такая амплитудная «завышенность» может быть 
связана с тем, что рассмотренные методы РЗ и ПВ 
не подразумевают наличия y-компоненты в дифрак-
ционной картине изначально x-поляризованного по-
ля. Метод же FDTD показывает, что эта компонента 
присутствует.  

Во второй части статьи рассматривается моди-
фикация метода ПВ, позволяющая учесть наличие 
всех векторных компонент. Также в следующей час-
ти реализованные алгоритмы расчёта используются 
для детального анализа дифракции вихревых пучков 
на круглой микроапертуре.  
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PROPAGATION OF THE RADIALLY-LIMITED VORTICAL BEAM I N A NEAR ZONE. 

PART I. CALCULATION ALGORITHMS  

S.N. Khonina 1,2, A.V. Ustinov 1, A.A. Kovalev 1,2, S.G.Volotovsky 1 
1Institution of Russian Academy of Sciences, Image Processing Systems Institute RAS, 

2S.P. Korolyov Samara State Aerospace University 

Abstract 
On an example of plane wave diffraction by a circular aperture in a near zone (the order of several 

wavelengths) comparison of calculation algorithms such as vectorial Rayleigh–Sommerfeld diffraction 
integral (RS) and plane wave expansion (PWE) on accuracy and speed of calculations is executed. 

In a scalar case that corresponds to calculation of a cross-section components of an electric 
field, results differ only in area very close to the aperture. 

In a vector case at calculation of the longitudinal component in PWE method there is 
a singularity in the domain of spectral frequencies which radius is close to unit. Various variants of 
avoiding of this singularity are offered. On distance of several wavelengths results of two 
considered algorithms coincide and differ from finite-difference time domain (FDTD) method only 
in scale (the root-mean-square deviation with account of scale makes less than 2%). Thus, the 
algorithms considered in given work allow to receive for essentially smaller time structurally true 
(but a little overestimated on amplitude) a picture of diffraction in a near zone. Such 
“overestimation” of amplitude can be connected by that considered RS and PWE methods do not 
mean presence y-components in diffraction picture of initially x-polarized field. In the second part 
of the paper a modification of PWE method allowing to consider presence of all vector 
components is considered. 

Key words: Rayleigh-Sommerfeld diffraction integral, plane wave expansion, diffraction by 
a circular aperture, vortical beam. 
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