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Аннотация 
Рассматривается обобщённая модель двухкомпонентной системы реакция-диффузия, 

учитывающая влияние реальной внешней флуктуирующей среды. Для этой модели предло-
жены методы получения обобщённых уравнений Гинзбурга-Ландау при возникновении не-
устойчивостей типа мягкой моды и дисперсионного уравнения для усреднённых по ансамб-
лю реализаций амплитуд незатухающих мод. Описана эволюция этой модели в окрестности 
точки бифуркации Тьюринга. Проведено численное моделирование конкретных систем ре-
акция-диффузия, подтверждающих полученные теоретические выводы. 
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1. Стохастическая двухкомпонентная система 
реакция-диффузия 

Многие макроскопические системы могут быть 
описаны с помощью набора параметров состояния 
(динамических переменных) { xk}, удовлетворяющих 
эволюционным уравнениям вида 
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t
t

t η
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∂
x r
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где ( , )tx r  и ( ( , ))tηf x r  – векторы, компонентами 

которых являются, соответственно, параметры со-
стояния xk и функциональные зависимости, опреде-
ляющие эволюцию компонент xk во времени и в 
пространстве. Эти зависимости, как правило, нели-
нейны, содержат дифференциальные операторы по 
пространственным переменным и сами определяют-
ся набором управляющих параметров η, описываю-
щих вместе с граничными условиями воздействие на 
систему окружающей среды.  

Здесь исследуется важный частный случай сис-
тем типа (1) – распределённые двухкомпонентные 
системы типа «реакция-диффузия» 
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имеющие широчайшую область приложений [1-16 и др.]. 
Исследование систем типа (2) проводится при 

следующих условиях. 
Полагается, что модель (2) описывает макросис-

темы. Для таких систем внутренние флуктуации 
допустимо считать пренебрежимо малыми. Это по-
зволяет исключить влияние внутренних флуктуаций 
на особенности исследуемых явлений. 

Изучаются системы, для которых отсутствует 
обратная связь с окружающей средой. Это означает, 
что характерные размеры среды существенно пре-
вышают характерные размеры системы. 

Среда считается однородной и изотропной, не 
претерпевающей систематических изменений. Это 
допущение необходимо для исключения эффектов, 
обусловленных систематической эволюцией окру-
жающей среды, и означает, что характерное время 

изменения состояния среды значительно больше 
времени наблюдения за системой. 

Внешний шум присутствует в системах любого ти-
па. Поэтому возникает необходимость уточнить мо-
дель (2) так, чтобы в ней можно было учесть эффекты, 
связанные со стохастическим характером среды.  

Влияние среды на свойства системы описывается 
с помощью набора параметров η. Если система нахо-
дится во флуктуирующей среде, то некоторые из этих 
параметров (или все) становятся случайными вели-
чинами. Учитывая два последних условия, эти пара-
метры можно представить стационарными однород-
ными изотропными случайными полями η(r,t), кото-
рые удобно разложить на две составляющие 

0( , ) ( , )t f tη = η +r r . Здесь η0 – пространственно-вре-

менное среднее параметра η, соответствующее сред-
нему состоянию среды, поле f((r,t)) описывает флук-
туации параметра относительно среднего значения, 

( , ) 0f t =r . В весьма обширный класс феноменоло-

гических уравнений типа (1), встречающихся в при-
ложениях, внешний параметр входит линейно. 

Если в каждом из уравнений (2) флуктуирует 
один внешний параметр, то, учитывая вышеизло-
женное, система (2) примет вид 
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Здесь x1, x2 – динамические переменные, χ1… χn, 
η1… ηj – параметры задачи, χ10, η10 – пространствен-
но-временные средние соответствующих парамет-
ров, D1, D2, – коэффициенты диффузии компонент, 
P, Q, P′ и Q′ – нелинейные функции, описывающие 
взаимодействие подсистем. Здесь также учтено воз-
действие внешних случайных сил, имеющих адди-
тивный характер и описываемых случайными поля-
ми ( , )iF tr  с нулевыми средними значениями. 
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Определим статистические характеристики слу-
чайных полей в соответствии со свойствами среды, 
следуя работе [14]. 

В работе [14] приводится обоснование того фак-
та, что для большинства реальных систем, имеющих 
немарковское поведение, хорошим приближением 
для моделирования флуктуирующей окружающей 
среды является цветной шум. В этом случае буду-
щая эволюция системы зависит лишь от её состоя-
ния и состояния среды в данный момент времени, 
которое является марковским (при этом предполага-
ется, что начальное состояние системы не зависит от 
шума). Это означает, что любое предсказание буду-
щей стохастической эволюции многомерного про-
цесса, описываемого переменными системы и слу-
чайным внешним источником, основанное на ин-
формации о состоянии в данный момент, является 
наилучшим из всех возможных.  

Как отмечено в [14], флуктуации окружения 
представляют собой суммарный эффект действия 
многих слабосвязанных факторов окружающей сре-
ды. Тогда из центральной предельной теоремы сле-
дует, что флуктуации внешнего источника распре-
делены по Гауссу. Свойства эргодичности, марково-
сти и гауссовости флуктуирующего окружения ог-
раничивают выбор случайных полей для моделиро-
вания флуктуаций окружающей среды в (3) стацио-
нарным однородным изотропным гауссовым полем 
с экспоненциальной функцией корреляции: 

( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

exp , , 1, 2 .

i j

i ti i j

f t f t

k t t i j

′ ′ =

′ ′= Φ − − − δ =

r r

r r
 (4) 

( )i
′Φ −r r  задаёт пространственную зависимость 

корреляций случайного поля. Время корреляции 
1

t tr k −=  – характерный временной масштаб внешних 
флуктуаций. Символ ijδ  означает отсутствие взаим-

ной корреляции полей 1( , )f tr  и 2( , )f tr . 

Вид корреляционного тензора полей ( , )iF tr  за-
висит от характера действующих аддитивных сил.  

Чтобы завершить построение модели, определим 
условия на границе системы. Для большинства при-
ложений выбираются либо граничные условия Ди-
рихле, либо граничные условия Неймана [9]. 

Для упрощения теоретического исследования 
будем считать систему безграничной.  

2. Обобщённые уравнения Гинзбурга-Ландау 
 и дисперсионные уравнения для усреднённых 

 по ансамблю реализаций  
амплитуд неустойчивых мод 

Базовые математические модели самоорганиза-
ции едины для широкого класса физических, хими-
ческих, биологических и экономических систем. 
К таким моделям относятся обобщённые уравнения 
Гинзбурга-Ландау, решения которых хорошо изуче-
ны. Линейные члены уравнений Гинзбурга-Ландау 
определяют возможность существования фазового 
перехода системы. Нелинейные слагаемые опреде-
ляют правила отбора взаимодействующих мод и, 

следовательно, вид возникающих структур, а также 
ограничивают секулярный рост амплитуд неустой-
чивых мод. Поэтому разработка новых или модифи-
кация существующих аналитических методов све-
дения исходной системы к базовым моделям пред-
ставляется важной. 

Здесь разработан метод получения уравнений 
для усреднённых по ансамблю реализаций амплитуд 
неустойчивых мод систем типа (3), находящихся во 
внешних аддитивных и мультипликативных флук-
туирующих полях. 

Вначале исследуем поведение системы (3) в ча-
стном случае, когда она находится только в поле 
аддитивных флуктуаций. Рассмотрим уравнения 

21
1 2 1 1 1 1( , , ,... ) ( , ),n

x
P x x D x f t

t

∂ = χ χ + ∇ +
∂

r  

22
1 2 1 2 2 2( , , ,... ) ( , ).n

x
Q x x D x f t

t

∂ = η η + ∇ +
∂

r  (5) 

Среди параметров χ1… χn, η1… ηn есть параметр, 
имеющий размерность, обратную времени. Пусть 
это χ1. Введём безразмерные время 1tτ = χ  и коор-

динаты 1 1D′ = χr r . Тогда система (5) примет вид: 

21
1 2 1 1 1( , , ,... ) ( , ),n

x
P x x x F

∂ ′ ′ ′= χ χ + ∇ + τ
∂τ

r  

22
1 2 1 2 2( , , , ... ) ( , ).n

x
Q x x D x F

∂ ′ ′ ′= η η + ∇ + τ
∂τ

r  (6) 

Здесь 1 2 1 1 2 1 1( , , ,... ) ( , , ,... ) /n nP x x P x x′ χ χ = χ χ χ , 

1 2 1 1 2 1 1( , , , ... ) ( , , ,... ) /n nQ x x Q x x′ η η = η η χ , 

1 1 1( , ) ( , ) / ,F f′ ′τ = τ χr r 2 2 1( , ) ( , ) /F f′ ′τ = τ χr r , 

2 1/D D D= . Далее везде штрихи опущены. 
Пусть значения параметров χ1… χn, η1… ηn таковы, 

что x10 и x20 – устойчивые состояния равновесия де-
терминированной системы (5), определяемые урав-
нениями 1 2 1( , , ,... ) 0,nP x x χ χ =  1 2 1( , , ,... ) 0.nQ x x η η =  

Перепишем систему (6) в операторном виде, раз-
делив её правую детерминированную часть на ли-

нейную 2( )K ∇ q  и нелинейную g(q) компоненты: 

2( ) ( , )K
∂ − ∇ = + τ
∂τ
q

q g F r . (7) 

Вектор q описывает отклонения решения относи-
тельно стационарных состояний 1 10 2 20( , )x x x x= − −q . 

Линейный оператор 2( )K ∇  имеет вид 

2
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, j = 1, 2. (8) 

Вектор g содержит квадратичные и кубические 
нелинейности, полученные разложением в ряд 
правой детерминированной части (6), и определя-
ется так: 
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Вектор F содержит случайные компоненты:  









τ
τ=
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2

1
r
r

F
F
F

.  

При линейном исследовании на устойчивость 
опускаем нелинейный член g(q) и случайные ком-
поненты и полагаем, что вектор q имеет вид 

)exp(0 krqq i+λτ= .  
После его подстановки в левую часть (7) получа-

ем характеристическое уравнение ,02 ++− βαλλ  
имеющее решения 

2

)(4)()(
)(

2

2,1
kkk

k
β−α±α

=λ , (10) 

где 
2)1()()( kDaTrk ij +−=α , 

42
2211 )()()( DkkaDaaDetk ij ++−=β . 

Неустойчивость Тьюринга типа мягкой моды 
возникает, если 0)Im( 2,1 =λ  и 0)Re( 1 ≥λ , т.е. 

0,0 ≤β<α .  
Представим вектор q в виде суперпозиции по 

собственным формам оператора )( 2∇K  
( ) ( )

,

( , ) ( ) ( ) .j j i

j

e′
′

′τ = ξ τ∑ kr
k

k

q r O k  (11) 

Здесь )()( kO j  – собственные векторы оператора 

)( 2∇K , )()( τξ j
k  – неизвестные амплитуды, )exp( kri  

– собственные функции оператора 2∇ . Здесь пред-
полагается, что вектор q(r,t) представляется как су-
перпозиция плоских волн, однако в зависимости от 
симметрии задачи в качестве собственных функций 

оператора 2∇  удобнее выбирать функции Бесселя 
или сферические волновые функции. 

Известно, что неустойчивые моды заключены 
в узкой полосе значений волновых векторов, что 
даёт возможность построения волновых пакетов 
путём суммирования по волновым векторам, заклю-
чённым в малых интервалах. Таким образом, выде-
ляются несущие моды с дискретными значениями 
волновых векторов и медленно меняющимися ам-

плитудами )()( τξ j
k .  

Чтобы получить уравнения для амплитуд мод 

)()( τξ j
k , подставим (11) в (7), умножим полученное 

уравнение слева на )()exp( )( kOkr ji ′∗−  и проинтегриру-
ем по области, значительно большей периода осцил-

ляций )exp( kri , но в которой )()( τξ j
k  меняется очень 

мало. Здесь )()( kO j ′∗  – собственные вектора операто-

ра, сопряжённого к )( 2∇K : jj
jj

′
′∗ δ=)()( OO . 

После преобразований система уравнений для 

амплитуд мод )()( τξ j
k  принимает вид:  
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В (12) введены следующие обозначения: 
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ε ετ = τ∫

kr
k r r  – компоненты случайного 

векторного поля z(t), имеющие нулевые средние, ε и 
k – индексные аргументы этого поля. В предположе-
нии, что времена корреляций случайных полей гораз-
до меньше всех характерных времён задачи (3), кор-
реляционные функции для компонент поля z(t) будут 
иметь вид: jljllj tgztz δτ−δ′−δ=τ′ )()()()()( ,, kkkkk  [12].  

Положим далее для определённости 

)exp()( rrrr ′−−θ=′−Φ fjjj k . (13) 

Здесь θj – интенсивности флуктуаций, kf j – вели-
чины, обратные радиусам корреляций. Тогда для дву-

мерной среды 2/322 )/(2 fjfjjjj kkkg +πθ= . 

Система (12) содержит как устойчивые (затухаю-
щие), так и неустойчивые (незатухающие) моды. 
В окрестности точки бифуркации время релаксации 
незатухающих мод значительно больше времени ре-
лаксации затухающих, поэтому последние адиабати-
чески следуют за первыми. Это даёт возможность 
исключить из уравнений (12) затухающие моды.  

Чтобы провести процедуру адиабатического ис-
ключения устойчивых мод, перепишем (12), выде-
лив из неё две подсистемы уравнений: для неустой-
чивых мод (обозначим их дополнительным индек-
сом (u)) и для устойчивых (s). Поскольку незату-
хающие моды, если пренебречь нелинейными чле-
нами, могут нарастать до бесконечности, уравнения 
для них запишем с точностью до кубических сла-
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гаемых, обеспечивающих нелинейную стабилиза-
цию неустойчивости. 

Естественно считать, что амплитуды устойчивых 
мод много меньше амплитуд неустойчивых мод 

S Uξ ξ≪  и их изменения происходят самосогласо-

ванным образом: Sξ ~ 2
Uξ  (приближение самосогла-

сованного поля). 
В уравнениях для устойчивых мод оставим толь-

ко члены, необходимые для получения уравнений 
для неустойчивых мод с точностью до членов 
третьего порядка. 
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Для неустойчивых мод из (12) получим: 
(1)

(1)
1

(1) (1) (1)
11

d
( )

d

( , , ) ( )

u
u u

u u u u u u u u
u u

′ ′′
′ ′′

ξ
− λ ξ =

τ
′ ′′ ′ ′′= σ ξ ξ δ + − +∑

k
k

k k
k k

k

k k k k k k
  

+−+δξξ′σ+

+′σ+

ε
′ε

′ε
ε∑

)()),,(

),,((

)()1()1(
1

,

)1(
1

ususuusu

su
suu

kkkkkk

kkk

kk

kk  (15) 

(1) (1) (1) (1)
111

2
(1)

,
1

( , , , )

( ) ( ) ( ).

u u u u u u u
u u u

u u u u u uO z

′ ′′ ′′′
′ ′′ ′′′

∗
ε ε

ε=

′ ′′ ′′′+ σ ξ ξ ξ δ×

′ ′′ ′′′× + + − + τ

∑

∑

k k k
k k k

k

k k k k

k k k k k
 

В случае мягкой моды при исключении )(
,
j
skξ  из 

уравнений (15), в (14) можно пренебречь производ-

ной по времени ( )d / dj
sξ τk  [13]. Выражая из (14) )(

,
j
skξ  

и подставляя полученное выражение в (15), получим 
фундаментальную систему уравнений для амплитуд 
неустойчивых мод:  
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Здесь введены следующие обозначения: 
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Эти моды служат параметрами порядка. Их коопе-
рация или конкуренция определяют вид возникающих 
структур. Уравнения вида (16) также называют обоб-
щёнными уравнениями Гинзбурга-Ландау (УГЛ). 
Дельта-функции )( uuu kkk −′′+′δ , )( uuuu kkkk −′′′+′′+′δ , 

)( usu kkk −+′δ  дают «правила отбора» для взаимо-
действующих мод. При отсутствии пространственной 
корреляции внешнего аддитивного шума уравнения 
(16) сводятся к уравнениям, полученным в [13]. 

Уравнения (16) в последней строке содержат флук-
туирующие компоненты. Дальнейший анализ уравне-
ний (16) может заключаться в получении соответст-
вующего уравнения Фоккера-Планка (УФП), которое 
определяет вероятность возникающей некоторой кон-
фигурации мод. Однако в (16) содержатся слагаемые 

вида )()(),,( ,
)1(

ususkuksuu z kkkkkk −+′δτξ′ω ε′ε
�� , кото-

рые существенно усложняют вывод УФП. Кроме того, 
УФП не дают возможности исследовать влияние 
флуктуирующего окружения на дисперсионные харак-
теристики неустойчивых мод. Поэтому усредним 
уравнения (16) по ансамблю реализаций. 

При усреднении возникает необходимость рас-

крытия корреляторов вида )(,
)1( τξ ε′ suz kk . Для этого 

используется многомерное обобщение формулы 
Фурутцу-Новикова [12]. 

Принимая во внимание формальные решения сис-
темы уравнений (16), учитывая, что параметры по-

рядка )1(
ukξ  являются функционалами случайного поля 

z(t), в результате усреднения окончательно получим 
уравнения для моментов параметров порядка: 
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В системе (17) возникают дополнительные сла-

гаемые, пропорциональные )()1( τξ uk , что приводит к 

изменению собственных чисел каждой моды, и, как 
следствие, к изменению области неустойчивости. 
Выделим из первой суммы правой части (17) слагае-
мые, дающие вклад в собственное значение данной 
моды. В результате получим дисперсионное уравне-
ние для усреднённых амплитуд неустойчивых мод: 
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)0()0,,(
2

1
)( 2

1 εε
ε

ε∑ω+λ=λ guuu kkk .  (18) 

В выражения 2/2 εεεε πθ= fkg  входят параметры 

случайного поля, а )0,,(2
uu kkεω >0, поэтому из (18) 

следует, что увеличение интенсивности и радиуса 
корреляции случайного поля увеличивает инкре-
менты неустойчивых мод (действительные части 
собственных значений) и область неустойчивости 
системы, что должно приводить к ускорению про-
цесса структурообразования в поле флуктуаций. 

Ниже изложен метод получения обобщённых 
уравнений Гинзбурга-Ландау для систем типа (3), 
находящихся в поле мультипликативных флуктуа-
ций параметров для случая, когда в автономной сис-
теме реализуются условия неустойчивости типа 
мягкой моды. Рассмотрим систему уравнений: 
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Пусть χ1 и η1 – внешние параметры, входящие 
в систему (19) линейно. Тогда  
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Под действием флуктуирующего окружения па-
раметры χ1 и η1 становятся случайными функциями, 
и можно положить ),(1101 tf r+χ=χ , ),(2101 tf r+η=η , 

где поля ),( tf i r  имеют корреляционный тензор 

ijiji tttftf δ′−δ′−Φ=′′ )()(),(),( rrrr . Здесь для про-

стоты учтено, что времена корреляции случайных 
полей существенно меньше всех характерных времён 
задачи (19). Уравнения (20) приобретают вид 
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Среди параметров χ0… χn, η0… ηm есть параметр, 
имеющий размерность, обратную времени. Пусть 
это χ0. Введём безразмерные переменные: t0χ=τ  

и 10 dχ=′ rr . Тогда система (20) примет вид: 
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Здесь 

01002110021 /)...,,,()...,,,( χχχχ=χχχ′ nn xxPxxP , 

01002110021 /)...,,,()...,,,( χηηη=ηηη′ mm xxQxxQ , 

012121212 /),...,,(),...,,( χχχ=χχ′ ++ nknk xxPxxP , 

012121212 /),...,,(),...,,( χηη=ηη′ ++ mkmk xxQxxQ , 

12 / ddD = . Далее везде штрихи опущены.  

Обозначим, как и ранее, через x10 и x20 устойчивые 
состояния равновесия системы (19) и представим (22) 

в операторном виде (7). Линейный оператор )( 2∇K  и 
нелинейная часть g(q) будут иметь вид (8) и (9) соот-
ветственно. Остановимся более подробно на векторе 
F, содержащем случайные компоненты 
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В него входят нелинейные функции P2 и Q2. Чтобы 
иметь возможность использовать представление ре-
шения в виде (11), необходимо разложить эти функ-
ции в ряд Тейлора по степеням компонент вектора q. 
Ограничимся в разложении P2 и Q2 квадратичными 
слагаемыми. Как будет показано в дальнейшем, сла-
гаемые такого порядка необходимы для получения 
дисперсионных уравнений для усреднённых ампли-
туд неустойчивых мод с точностью до слагаемых, 
квадратичных по интенсивностям флуктуаций. 

В результате вектор, содержащий случайные 
компоненты, приобретёт вид 
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Снова представим вектор q в виде суперпозиции 

по собственным формам оператора )( 2∇K  (11) и, ис-
пользуя описанную ранее процедуру построения 
волновых пакетов, получим систему уравнений для 
медленно меняющихся амплитуд  
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Функции ),,()( kkk ′′′σ ′′′
j
jj , ),,,()( kkkk ′′′′′′σ ′′′′′′

j
jjj  опре-

делены выше. 
Полагая, что параметры задачи удовлетворяют 

условиям наступления неустойчивости типа мягкой 
моды, используя приближение самосогласованного 
поля, разделим систему (23) на подсистемы уравне-
ний для устойчивых и неустойчивых мод. Пренеб-
регая производной ( )d / dj

sξ τk , далее проводим про-
цедуру адиабатического исключения и получаем 
уравнения для неустойчивых мод: 
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Выясним, какие слагаемые необходимо оставить 
в (24), чтобы после усреднения получить дисперси-
онное уравнение для амплитуд неустойчивых мод 
с точностью до слагаемых, квадратичных по интен-
сивностям флуктуаций. 

Рассмотрим момент четвёртого порядка 
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Используя связь между моментами и коррелято-
рами [17], получим: 
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Здесь учтено, что 0)(, =τϕ kz . Через запятую обо-

значены корреляторы, например )(,, ,
)1()1( τξξ ϕ′′′ kkk zuu . 

Пренебрежём корреляторами выше второго порядка 
в (25). Тогда оставшиеся слагаемые дадут вклад во 

вторые моменты или квадраты первых: )1()1(
uu kk ′′′ ξξ  

или )1()1(
uu kk ′′′ ξξ . Аналогичные рассуждения можно 

провести для момента )()( 2,1,
)1()1()1( ττξξξ ϕ′ϕ′′′′′′ kkkkk zzuuu . 

Таким образом, допуская, что можно пренеб-
речь корреляторами выше второго порядка, из при-
ведённого рассуждения следует, что в уравнениях 
(24) нужно отбросить слагаемые, содержащие 

)()( 2,1,
)1()1()1( ττξξξ ϕ′ϕ′′′′′′ kkkkk zzuuu  и )(,

)1()1()1( τξξξ ϕ′′′′′′ kkkk zuuu , так 

как при усреднении они не дают вклад в среднее 

значение данной моды )1(
ukξ . 

Из этих же соображений в векторе F, содержащем 
случайные компоненты, необходимо ограничиться сла-
гаемыми, квадратичными по компонентам вектора q. 

Теперь рассмотрим момент вида 
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ми выше второго порядка и учитывая, что 
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Принимая во внимание формулу Фурутцу-Новико-
ва, можно заметить, что второе и третье слагаемые (26) 

могут содержать компоненты ~ )1(
ukξ , поэтому слагае-

мые вида (26) в (24) необходимо сохранить. 
Для моментов 

)(,
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получим следующие выражения: 
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Очевидно, слагаемые вида )(,
)1()1( τξξ ϕ′′′ kkk zuu  и 

)()( 2,1,
)1( ττξ ϕ′ϕ′ kkk zzu  должны быть сохранены в (27). 

Усредним уравнения (24) по ансамблю реализа-
ций. Ниже приведена структура полученных в ре-
зультате усреднения уравнений, так как они имеют 
очень громоздкий вид: 
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 (28) 

Отметим здесь, что процедура раскрытия корре-
ляторов будет приводить к появлению аналогичных 
корреляторов для других взаимодействующих мод. 
Поэтому эту процедуру нужно проводить до тех 
пор, пока не будут учтены все слагаемые, содержа-
щие необходимую степень интенсивности флуктуа-
ций. Остальными корреляторами можно пренебречь 
ввиду их малости, так как после их раскрытия полу-
чатся слагаемые, пропорциональные более высокой 
степени интенсивности шума. В данной работе 
в выражениях (25)-(27) учтены все члены, дающие 
в ( )u0 kL  и ( )uu1 ,kkL ′  квадратичные по θj слагаемые. 

Отметим следующие особенности уравнения (28).  
Во-первых, после усреднения системы (24) в (28) 

возникают дополнительные детерминированные 
слагаемые (смотреть оператор ( )u0 kL ), не завися-

щие от )()1( τξ uk , как если бы каждая мода )()1( τξ uk  

находилась в поле постоянной силы, зависящей от 
параметров задачи, вида корреляционной функции 
gjj, интенсивности флуктуаций и волнового числа 
данной моды. Наличие таких слагаемых в уравнени-
ях типа (28) обычно приводит к смещению стацио-
нарного состояния соответствующего каждой моде.  

Во-вторых, в системе (28) возникают дополни-

тельные слагаемые, пропорциональные )()1( τξ uk , 

что приводит к изменению собственных чисел каж-
дой моды, и, как следствие, к изменению величины 
области неустойчивости системы (смотреть опера-
тор ( )uu1 ,kkL ′ ), смещению точки бифуркации Тью-
ринга и изменению скорости образования структур. 

Пусть значения θj настолько малы, что в (28) 
можно ограничиться только членами линейными по 
интенсивности шума. Выделим из ( )uu1 ,kkL ′  сла-
гаемые, дающие вклад в собственное значение дан-
ной моды. В результате получим дисперсионное 
уравнение : 

( ) ( )( )uu1uu1u ,, kkLkkLk −++λ=λ )(1 . (29) 
При выводе уравнения (29) учтено, что 

)()()( jjj
kkk ξ=ξ=ξ ∗

− , так как решения уравнений (28) 
должны быть действительными. Из выражений (29), 

( )uu1 ,kkL ′  и 2/322 )/(2 fjfjjjj kkkg +πθ=  видно, что дей-

ствительная часть собственных значений λ неустойчи-
вых мод пропорциональна интенсивностям флуктуа-
ций jθ  и зависит от радиусов корреляции f jf j kr /1= . 
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Наконец, обратим внимание на то, что при малой 
интенсивности флуктуаций параметров процесс об-
разования диссипативных структур происходит за 
счёт многомодового взаимодействия. 

3. Численное моделирование эволюции систем 
Гирера-Майнхардта и Шеффера 

Для подтверждения теоретических выводов, пред-
ставленных выше, было проведено численное иссле-
дование эволюции двух известных систем реакция-
диффузия с различными нелинейностями, модифици-
рованных с учётом влияния внешних флуктуирующих 
полей – систем Гирера-Майнхардта и Шеффера. 

Модифицированная система Гирера-Майнхардта 
представляется следующим образом: 

2
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∂ = ρ + τ + −
∂τ
−µ + + ∆
∂ = − + ∆
∂τ
ρ = ρ µ = µ ν =

r

r
 (30) 

Здесь ρ – скорость образования автокаталитиче-
ской переменной, µ – её постоянная распада, Da – 
коэффициент диффузии активатора; ν – постоянная 
скорости распада демпфирующей переменной, член 
ca2 задаёт скорость образования ингибитора, Dh – 
коэффициент диффузии ингибитора. Слагаемое 
ka2/h учитывает, что увеличение концентрации ин-
гибитора снижает скорость автокаталитического 
процесса [4,5].  

Модифицированная система Шеффера имеет вид: 
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Здесь x1 – плотность биомассы популяции фито-
планктона, x2 – плотность биомассы популяции зоо-
планктона, параметры r0, a0, b, m0, g, h, f, d1 и d2 под-
робно описаны в [10,11]. 

Случайные функции ),( tf i r  в (30) и (31) опреде-

ляют пространственные и временные гауссовы 
флуктуации скорости изменения динамических пе-
ременных, с корреляционными функциями вида (4), 
(13) и нулевыми средними значениями. Взаимная 
корреляция случайных функций ),( tf i r  отсутствует. 

Для систем (30), (31) были получены уравнения 
вида (28) и дисперсионные уравнения вида (29). 
Здесь эти уравнения не приводятся ввиду их гро-
моздкости. Выражения для них можно увидеть в 
Приложениях к статьям [15,16] на сайте 
http://sites.google.com/site/morfogenez/. В результате 
численного исследования дисперсионных уравнений 

для усреднённых амплитуд неустойчивых мод рас-
сматриваемых систем выявлено наличие общих осо-
бенностей их поведения в окрестности точки би-
фуркации Тьюринга в поле внешних флуктуаций: 
расширяется область неустойчивости систем; внеш-
ние шумы приводят к увеличению инкрементов не-
устойчивых мод, в результате чего амплитуды неус-
тойчивых мод нарастают быстрее, чем в отсутствие 
шума, что ускоряет процесс разрушения однородно-
го состояния и образования диссипативных струк-
тур; возникает параметрическое возбуждение сис-
темы, т.е. точка бифуркации Тьюринга смещается в 
докритическую область. 

На рис. 1 представлены результаты численного 
моделирования эволюции систем (30), (31) в своих 
докритических областях. Из рис. 1 видно, что в док-
ритической области образуются шумоиндуцирован-
ные диссипативные структуры «солитонного» типа, 
т.е. возникает неустойчивость типа мягкой моды, вы-
званная флуктуациями параметров – параметрическая 
неустойчивость. Видеоизображения, демонстрирую-
щие зависимости процесса структурообразования от 
параметров внешнего флуктуирующего поля в закри-
тических областях систем (30),(31), представлены на 
сайте http://sites.google.com/site/morfogenez/.  

Все результаты численного моделирования эво-
люции систем (30), (31) в поле мультипликативных 
флуктуаций параметров соответствуют теоретиче-
ским выводам, сделанным выше. 

Заключение 

В работе исследованы особенности поведения 
в окрестности точки неустойчивости Тьюринга 
двухкомпонентных систем реакция-диффузия, на-
ходящихся во внешних флуктуирующих полях. Раз-
работан метод получения обобщённых уравнений 
Гинзбурга-Ландау для систем (3). Метод легко 
обобщается для случая многокомпонентных систем 
и произвольного числа флуктуирующих параметров. 
Показано, что мультипликативные шумы приводят 
к увеличению инкрементов неустойчивых мод сис-
темы (3), ускорению процессов разрушения одно-
родного состояния и образования диссипативных 
структур, расширению области неустойчивости сис-
темы и её параметрическому возбуждению. 

Численное моделирование эволюции конкретных 
систем типа (3) подтверждает сделанные теоретиче-
ские выводы. 
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Рис. 1. Формирование диссипативных структур «солитонного» типа при параметрическом возбуждении  

в докритической области: в модели Гирера-Майнхардта (а), в модели Шеффера (б) 
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THE ANALYSIS OF SPATIAL PATTERN FORMATION  
IN REACTION-DIFFUSION SYSTEM NEAR BIFURCATION 

S.E. Kurushina  
S.P. Korolyov Samara State Aerospace University 

Abstract  

Generalized two-component of reaction-diffusion system in external fluctuated environment is 
considered. Ginzburg-Landau equations under condition of soft mode instability are proposed. The 
properties of this model in neighborhood of Turing bifurcation point were analyzed. Numerical in-
vestigation of specific reaction-diffusion systems was conducted. Agreement of the analytical and 
numerical results is shown. 

Key words: reaction-diffusion system, multiplicative fluctuations of parameters, spatial pattern, 
unstable modes, Ginzburg-Landau equation, noise-induced parametrical excitation, simulation. 
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