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Аннотация 

В статье рассматривается задача определения схожести кристаллических решёток в 
трёхмерном пространстве. Приводится описание разработанного метода, основанного на 
оценивании шести основных параметров, характеризующих элементарную ячейку для каж-
дой из сравниваемых решёток, и вычислении соответствующих мер схожести. Проведён 
вычислительный эксперимент по массовому сравнению моделей примитивных кристалли-
ческих решёток для всех возможных систем и выполнен анализ полученных результатов. 
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Введение 

Кристаллическая решётка – присущее кристаллам 
регулярное расположение частиц (атомов, их ядер, ио-
нов, молекул, электронов), характеризующееся перио-
дической повторяемостью в трёх измерениях [1]. Она 
индивидуальна для каждого вещества и определяет его 
основные физико-химические свойства. 

Несмотря на большое разнообразие кристалли-
ческих решёток, существует всего 14 типов элемен-
тарных ячеек, выделенных Огюстом Браве, с помо-
щью которых можно образовать любую решётку. 

В предыдущих работах по данной тематике [2 и 3] 
было приведено детальное описание типов базовых 
решеток Браве, а также основные семь систем, на ко-
торые они подразделяются. Для описания элементар-
ной ячейки удобно использовать её геометрическое 
представление в виде тройки векторов в трёхмерном 
пространстве. Было показано, что задачи анализа 
электронных изображений кристаллических решёток, 
в частности, задача оценивания параметров кристал-
лической решётки и задача определения типа решёт-
ки, являются актуальными для решения многих фун-
даментальных и прикладных научных задач.  

Кристаллическая решётка является дифракцион-
ной решёткой для рентгеновских лучей и пучков 
электронов. В настоящее время самым распростра-
ненным способом исследования кристаллических 
решёток является рентгеновская дифракция [4]. В 
рентген-дифракционном анализе решение задачи оп-
ределения типа кристаллической решётки осуществ-
ляется путём сравнения оцененных параметров ис-
следуемой решётки с эталонными параметрами [5]. В 
качестве эталонных могут выступать параметры ре-
шёток либо исследованных ранее, либо полученных в 
результате моделирования. Поэтому для точного оп-
ределения типа решётки требуется огромная база за-
ранее заданных эталонных параметров. 

К наиболее перспективным способам наблюде-
ния кристаллических решёток следует отнести 
атомно-силовую микроскопию, сканирующую тун-
нельную микроскопию, туннельную электронную 
микроскопию и просвечивающую электронную 

микроскопию [3,6], которые позволяют наблюдать 
отдельные атомы вещества (рис. 1). 

 
Рис. 1. Изображение графена с гексагональной 

кристаллической решёткой, полученное в электронном 
микроскопе высокого разрешения, сторона гексагона – 
2,5Å, расстояние между атомами углерода (светлые 

пятна) – 1,44Å [7] 

Сложность определения типа кристаллической 
решётки заключается в проблеме неоднозначности 
выбора элементарной ячейки. На рис. 2 показаны 
различные варианты определения элементарной 
ячейки для двухмерной кристаллической решётки. 

 
Рис. 2. Варианты представления элементарной ячейки 

для двухмерной решётки 

Решётки Браве представляют собой уникальное 
пространство признаков, которое позволяет разло-
жить любое изображение кристаллических наност-
руктур на элементарные составляющие. Основой 
любого из алгоритмов определения параметров бу-
дет являться введение меры схожести или способа 
отождествления между собой двух кристаллических 
решёток. Особо следует отметить, что такие меры 
сравнения должны быть инвариантны к повороту, 
смещению в пространстве и размеру решёток (коли-
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честву трансляций по всем направлениям), так как 
обеспечить равенство этих параметров у исследуе-
мых кристаллических решёток невозможно. 

В настоящей работе описывается новый подход и 
приводятся результаты определения схожести решёток. 

1. Методы сравнения кристаллических решёток 

Среди основных методов определения схожести 
кристаллических решёток можно выделить следую-
щие: компаратор Национального Института стан-
дартов и технологий [8], сравнение эффективности 
упаковки решётки [9] и способ сравнения с исполь-
зованием изоповерхностей [10]. Приведём краткую 
характеристику методов. 

1) Принцип определения схожести принят в На-
циональном Институте стандартов и технологий. 
Схема работы метода приведена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Схема компаратора кристаллических решёток: 

L1, L2 – затворы; A1, A2 – апертуры;  
C1, C2 – кристаллы; D1, D2 – детекторы [8] 

Анализируемый кристалл С1 вращают вокруг 
одной из его осей. Затворы попеременно пропуска-
ют или блокируют прохождение рентгеновских лу-
чей (изображены пунктирными линиями). Далее лу-
чи проходят через кристалл С2, с которым осущест-
вляется сравнение. Изображения, полученные с ис-
пользованием обоих лучей, записываются одновре-
менно. Если межплоскостные расстояния кристал-
лов C1 и C2 различны, то возникает угловое смеще-
ние между дифракционными картинами, получен-
ными на детекторах. По величине углового смеще-
ния находится разность межплоскостных расстоя-
ний, которая и принимается в качестве меры схоже-
сти: 1 2d d d∆ = − . 

Основными недостатками данного метода явля-
ются: высокая погрешность измерения межплоско-
стного расстояния (порядка 100Å) и необходимость 
последовательного сравнения со всеми доступными 
физическими образцами. 

2) В методе сравнения эффективности упаковки 
элементарные ячейки представляются в виде плот-
ных упаковок шаров (рис. 4). 

 
Рис. 4. Определение упаковки атомов в ячейке [9] 

Вводится понятие эффективности упаковки: 

î áú¸ ì àò î ì î ââí óò ðè ýëåì åí ò àðí î é ÿ÷åéêè
APF

î áú¸ ì ýëåì åí ò àðí î é ÿ÷åéêè
= . 

В качестве меры схожести принимается абсолют-
ная разность эффективностей упаковки сравнивае-
мых решёток.  

Такой подход применим только в случае опреде-
ления меры схожести решёток с сильно различаю-
щейся степенью упаковки атомов, например, кубиче-
ских – 78,54%APF ≈  и гексагональных –

90,69%APF ≈ . С помощью этого метода возможно 

отделение центрированных решёток от примитивных. 
3) Способ сравнения, основанный на построении 

изоповерхностей. Для выделенной элементарной 
ячейки методом триангуляции строится изоповерх-
ность, окружающая ячейку так, что каждый узел 
должен оказаться внутри изоповерхности. Таким 
образом, изоповерхность S  для ячейки решётки 

представляет собой сетку точек , 1,jp j N= . 

Для определения степени схожести двух изопо-
верхностей S  и S ′ , построенных для разных ячеек, 
вычисляется одна из двух мер схожести: СКО рас-

стояний между изоповерхностями – ( ),RMS S S ′  или 

расстояние Хаусдорфа – ( ),Hd S S ′ : 

( )
( ) ( )2 2

1, ... ,
,

Md p S d p S
RMS S S

M

′ ′+ +
′ = , 

( ) ( ), ,maxH
p S

d S S d p S
∀ ∈

′ ′ =   , 

где ( ), ,min
k

k
p S

d p S p p p S
′ ′∀ ∈

′ ′= − ∈ , 

( ), ,min
k

k
p S

d p S p p p S
∀ ∈

′ ′ ′ ′= − ∈ . 

В описанном подходе основной проблемой явля-
ется необходимость начального совмещения решё-
ток, при этом метод даёт большую погрешность при 
сравнении трёхмерных решёток, схожих по объёму. 

2. Алгоритм сравнения по параметрам решётки 

Предлагаемый в настоящей работе алгоритм 
свободен от перечисленных недостатков. Он позво-
ляет вычислять меру схожести для двух произволь-
ных решёток. С целью обеспечения наилучшего со-
вмещения решёток осуществляется их разворот в 
пространстве и переориентация относительно осей 
координат. 

Суть алгоритма заключается в сравнении значе-
ний шести основных параметров элементарной 

ячейки Браве: длин трёх сторон ( )1 2 3, ,l l l  и углов 

между сторонами ( )1 2 3, ,α α α . 

Входными данными является упорядоченное 
произвольным образом множество радиус-векторов, 
задающих положение узлов кристаллической ре-
шётки в пространстве: 
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{ } ( ) 3
1 2 3

1
, , ,

N T

k k k k k
k

A a a a a a
=

=  =   ∈ℝ . 

Для решения проблемы неоднозначности выбора 
элементарной ячейки в разработанном методе пред-
лагается использовать критерий минимального пе-
риметра ячейки: 

{ }1 2 3
1 2 3 , ,

min
b b b D

b b b
∈

 + + → 
 

, (1) 

где D – множество, элементами которого являются 
тройки некомпланарных ненулевых векторов от вы-
бранного центрального узла до произвольного узла 
решётки. 

Тогда получаем для определения параметров 
элементарной ячейки: 

1 1 2 2 3 3, ,l b l b l b= = = , 

� � �
1 1 2 2 1 3 3 2 3, ,b b b b b bα = α = α = . 

Опишем алгоритм определения основных пара-
метров элементарной ячейки Браве: 
1) Выделяем центральный узел с радиус-вектором 

cg A∈  на основании следующего критерия: 

1

1
min

c

N

k c g A
k

a g
N ∈

=
− →∑ . 

2) Центрируем всё множество узлов решётки отно-
сительно выбранного центрального узла. Полу-
чаем новое множество радиус-векторов узлов: 

{ } { }
1 1

N NI I
k k c

k k
A a a g

= =
= = − . 

3) Находим узел с минимальной длиной радиус-

вектора 1
Ig A∈ . Этот радиус-вектор будет пер-

вым ребром элементарной ячейки. 

4) Переводим радиус-вектор 1g  в плоскость XOY  

путём поворота радиус-вектора вокруг оси OY  
на угол ϕ . 

( ) ( ) ( )2 2
13 11 11 13sign arccos .g g g g ϕ = ⋅ + 

 
 (2) 

5) Осуществляем поворот всех радиус-векторов из 

множества IA  вокруг оси OY  на угол ϕ , най-

денный по формуле (2). Для этого используем 
матрицу поворота вокруг оси OY : 

( )
cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos
YM

ϕ ϕ 
 ϕ =  
 − ϕ ϕ 

. 

6) Получаем новое множество радиус-векторов уз-
лов: 

{ } ( ){ }
1 1

N NII II I
k Y k

k k
A a M a

= =
= = ϕ ⋅ . 

7) Совмещаем радиус-вектор 1g  с осью OX . Вы-

полняем это путём поворота радиус-вектора во-
круг оси OZ  на угол ψ . 

( ) ( ) ( )2 2
12 11 11 12sign arccos .g g g g ψ = − ⋅ + 

 
 (3) 

8) Осуществляем поворот всех радиус-векторов из 

множества IIA  вокруг оси OZ  на угол ψ , най-

денный по формуле (3). Для этого используем 
матрицу поворота вокруг оси OZ : 

( )
cos sin 0

sin cos 0

0 0 1
ZM

ψ − ψ 
 ψ = ψ ψ 
 
 

. 

9) Получаем новое множество радиус-векторов уз-
лов: 

{ } ( ){ }
1 1

N NIII III II
k Z k

k k
A a M a

= =
= = ψ ⋅ . 

10) Находим узел с радиус-вектором 2
IIIg A∈ , 

имеющим минимальную длину и удовлетво-

ряющим условию 2 0g X× ≠ . Этот вектор будет 

вторым ребром элементарной ячейки. 

11) Переводим радиус-вектор 2g  в плоскость 

XOY . Выполняем это путём поворота радиус-
вектора вокруг оси OX  на угол θ . 

( ) ( ) ( )2 2
23 22 22 23sign arccos .g g g g

 
θ = − ⋅ + 

 
 (4) 

12) Осуществляем поворот всех радиус-векторов из 

множества IIIA  вокруг оси OX  на угол θ , най-
денный по формуле (4). Для этого используем 
матрицу поворота вокруг оси OX : 

( )
1 0 0

0 cos sin

0 sin cos
XM

 
 θ = θ − θ 
 θ θ 

. 

13) Получаем новое множество радиус-векторов уз-
лов: 

{ } ( ){ }
1 1

N NIV IV III
k X k

k k
A a M a

= =
= = θ ⋅ . 

14) Находим узел с радиус-вектором 3
IVg A∈ , 

имеющим минимальную длину и удовлетво-

ряющим условию 33 0g ≠ . Этот вектор будет 

третьим ребром элементарной ячейки. 
15) Вычисляем шесть параметров по выделенным 

рёбрам: 

1 1 2 2 3 3; ; ;l g l g l g=  =  =  

� � �
1 1 2 2 1 3 3 2 3; ; .g g g g g gα =     α =     α =     

3. Определение меры схожести 

Для каждого из двух сравниваемых множеств уз-
лов решёток 1A  и 2A  с помощью алгоритма, описан-

ного в пункте 2, можно определить основные пара-
метры элементарной ячейки Браве: 

( ) ( )1 1 2 3 1 2 3: , , , , ,A l l l l= α = α α α ; 

( ) ( )2 1 2 3 1 2 3: , , , , ,A l l l l′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= α = α α α . 
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Введём две нормированные меры, показывающие 
схожесть сторон и схожесть углов двух элементар-
ных ячеек Браве. 

Мера схожести сторон (принимает максимальное 
значение, равное единице, когда длины сторон пол-
ностью совпадают): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2 2 2

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

1

max ,

l l l l l l
l l

l l l l l l

′ ′ ′− + − + −
′− = −

′ ′ ′+ + + +

. 

Мера схожести углов (принимает максимальное 
значение, равное единице, когда величины углов 
полностью совпадают): 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 3 31 max sin ,sin ,sin′ ′ ′ ′α − α = − α − α α − α α − α . 

Для анализа эффективности введённых мер прове-
дём ряд вычислительных экспериментов по сравнению 
между собой моделей кристаллических решёток, отно-
сящихся к различным системам решёток Браве. 

4. Результаты экспериментальных исследований 

Исходными данными для экспериментов были 
1400 решёток, полученных методом имитационного 
моделирования, по 200 решёток для каждой из семи 
систем: триклинной – aP, моноклинной – mP, ромби-
ческой – oP, тригональной – hR, тетрагональной – tP, 
гексагональной – hP, кубической – cP. Длины сторон 
и величины углов определялись в соответствии с за-
коном равномерного случайного распределения. 

Каждая решётка попарно сравнивалась со всеми 
остальными: две решётки считались похожими по 
сторонам или углам, если значение соответствующей 
меры схожести было не меньше 0,95. Выбор данного 
порогового значения связан с тем, что в настоящее 
время ошибка определения параметров решётки со-
ставляет не менее 5% [6]. 

Особый интерес представляют решётки, элемен-
тарные ячейки которых различаются только по сто-
ронам или только по углам. Такие решётки должны 
определяться как похожие при вычислении той ме-
ры схожести, которая соответствует совпадающим 
параметрам. 

В первом эксперименте сравнение двух решёток 
велось только по значению меры схожести сторон. 
Результаты эксперимента представлены в табл. 1. 

Таблица 1. Вероятность точной идентификации 
решёток при сравнении сторон 

Эталонная ячейка Сравниваемая 
ячейка aP mP oP tP cP hR hP 

aP 26 23 22 12 3 3 11 

mP 23 26 23 12 2 2 12 

oP 22 23 24 13 3 3 12 

tP 14 13 15 22 8 8 20 

cP 4 2 3 8 38 35 10 

hR 3 2 3 7 35 40 10 

hP 13 13 14 19 10 9 22 

Данные в таблицах показывают, какой в среднем 
процент из всех сравниваемых ячеек (тип указан в 

верхней части таблицы) имеет схожесть более 95% с 
выбранной эталонной ячейкой (тип указан в левой 
части таблицы). Таким образом, сумма значений в 
каждой строке равна 100%. В результате, большее 
число в ячейке таблицы (выделено более тёмной за-
ливкой ячейки) означает большую вероятность сов-
падения типов сравниваемой и эталонной решёток. 
Например, множество решёток, совпавших с одной 
из триклинных – aP, состоит, в среднем, из трик-
линных на 26%, моноклинных на 23%, ромбических 
на 22%, тетрагональных на 12%, кубических на 3%, 
тригональных на 3% и гексагональных на 11%. 

По данным табл. 1, из всего множества систем ре-
шёток Браве действительно можно выделить две сле-
дующие обособленные группы: (триклинная, моно-
клинная, ромбическая) и (кубическая, тригональная). 

Во втором эксперименте сравнение двух решёток 
велось только по значению меры схожести углов. Ре-
зультаты эксперимента представлены в табл. 2. 

Таблица 2. Вероятность точной идентификации 
решёток при сравнении углов 

Эталонная ячейка Сравниваемая 
ячейка aP mP oP tP cP hR hP 

aP 80 9 0 0 0 11 0 

mP 9 79 3 3 3 2 1 

oP 0 3 32 31 31 3 0 

tP 0 3 31 32 31 3 0 

cP 0 3 31 31 32 3 0 

hR 7 1 3 3 3 83 0 

hP 0 1 0 0 0 0 99 

По данным табл. 2, также можно выделить обо-
собленную группу – (ромбическая, тетрагональная, 
кубическая). Такой результат может быть объяснён 
тем, что углы трёх данных систем одинаковы и рав-
ны 90 градусам. Отметим, что ввиду своей харак-
терной особенности для угла, равного 120 градусам, 
принадлежность к гексагональной системе решёток 
определяется практически точно. 

На основании данных табл. 1 и 2 можно сделать 
вывод о том, что разбиение всех кристаллических 
решёток Браве на семь систем не является однород-
ным и разделимым при использовании введённых 
мер схожести сторон и углов. 

В результате для более точного определения ти-
па решётки с использованием методов классифика-
ции возникает необходимость одновременного при-
менение обеих мер схожести. Для этого был прове-
дён третий эксперимент, в котором две решётки 
считались похожими, если значения обеих мер схо-
жести были меньше 0,95. Его результаты представ-
лены в табл. 3.  

Для кубических решёток было получено макси-
мальное увеличение точности определения: с 32-
38% до 75% (т.е. в 2 раза). Однако и в этом случае 
сохраняется обособленная группа (ромбическая, 
тетрагональная, кубическая), которая значительно 
затрудняет определение типа решётки при исполь-
зовании какого бы то ни было классификатора. 
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Таблица 3. Вероятность точной идентификации 
решёток при сравнении сторон и углов 

Эталонная ячейка Сравниваемая 
ячейка aP mP oP tP cP hR hP 

aP 94 5 0 0 0 1 0 
mP 5 86 5 3 0 0 1 
oP 0 4 60 30 6 0 0 
tP 0 3 33 58 15 1 0 
cP 0 0 6 15 75 4 0 
hR 1 0 0 1 4 94 0 
hP 0 1 0 0 0 0 99 

Заключение 

Таким образом, мы пришли к выводу, что даже 
одновременного сравнения углов и сторон элемен-
тарной ячейки недостаточно для точного определе-
ния принадлежности произвольной решётки к одной 
из семи систем решёток Браве. Отсюда возникает 
необходимость выделить какие-либо дополнитель-
ные параметры элементарной ячейки (например, 
объём, занимаемый ячейкой, плотность упаковки и 
т.п.) и ввести на их основе новые дополнительные 
меры для определения степени схожести решёток. 
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ESTIMATING THE SIMILARITY MEASURE OF CRYSTAL LATTICES 
BY COORDINATES OF THEIR NODES IN THREE-DIMENSIONAL SPACE 
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Abstract 

In presented paper the problem of determining the similarity measure of crystal lattices in 
three-dimensional space is considered. The description the developed method is presented. The al-
gorithm is based on determining the six basic parameters of elementary cell for each of the compa-
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rable pair of lattices and calculating the corresponding metrics of similarity. By using this method, 
an experiment on mass comparison of the crystal lattices of all systems is carried out and the anal-
ysis of derived results is fulfilled. 

Key words: crystal lattice, Bravais cell, translational vectors, basic parameters of elementary 
cell, similarity measure. 
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