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Аннотация 

В предыдущих исследованиях на основе геометро-оптического анализа было показано, что 
фраксикон (обобщающий параболическую линзу и линейный аксикон оптический элемент) фор-
мально позволяет получать бесконечно большое значение интенсивности на оптической оси. В 
рамках параксиальной волновой модели такого эффекта каустики обнаружено не было. В данной 
работе рассмотрено действие фраксикона в непараксиальной волновой модели и показывается, 
что при высоких числовых апертурах фраксикон с показателем степени, близким к 3/2, фактиче-
ски является аналогом гиперболической линзы, оптимально фокусирующей падающее излучение. 
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Введение  

В работе J.H. Mc leod 1954 года [1] под аксиконом 
понимался любой оптический элемент, обладающий 
осевой симметрией, который за счёт отражения и/или 
преломления преобразует свет от точечного источника, 
расположенного на оптической оси, в осевой отрезок. 
Позднее классическим аксиконом стал называться оп-
тический элемент, фазовая функция которого имеет ли-
нейную зависимость от радиуса – линейный или кони-
ческий аксикон [2]. В то же время предлагались различ-
ные варианты осесимметричных оптических элементов, 
формирующих осевой световой отрезок с опредёлен-
ными свойствами, среди которых логарифмический ак-
сикон [3 – 5], обобщённый аксикон [6] и аксилинза [7]. 
Интересными свойствами обладает также тандем из 
линзы и аксикона – линзакон [8 – 10], который позволяет 
формировать конические осевые распределения. 

Таким образом, основное отличие аксикона от лин-
зы, которая изображает точечный источник в точку, в 
формировании протяжённого фокуса. К сожалению, 
это преимущество аксикона сопровождается низким 
качеством изображения внеосевых точек [11 – 13]. 
Другое преимущество аксикона – изображение точки 
с поперечным размером меньше, чем обеспечивает 
линза с той же числовой апертурой, также имеет не-
достаток, так как сопровождается более высоким 
уровнем боковых лепестков, что препятствует полу-
чению качественного изображения. 

Поэтому, как правило, аксикон эффективно ис-
пользуется в других приложениях: в метрологии 
[14, 15], неразрушающем тестировании материалов и 
устройств [16, 17], в сканирующих биомедицинских 
системах [18 – 22], при оптическом микроманипули-
ровании [23 – 26]. 

В работе [27] был предложен новый дифракцион-
ный оптический элемент, фазовая функция которого 
представима в виде степенной функции от радиуса. 
Так как показатель степени γ предполагался любым 
положительным действительным числом, в том числе 
дробным, то элемент назван фраксиконом. Кониче-
ский аксикон и параболическая линза являются част-

ными случаями фраксикона. В зависимости от пара-
метров, фраксикон может действовать аналогично 
линзакону, т. е. формировать продольный световой 
отрезок конической формы (с масштабно-изменяю-
щимся размером), либо логарифмическому аксикону. 
В общем случае фраксикон является новым оптиче-
ским элементом и расширяет возможности известных 
элементов в перечисленных выше приложениях. 

В работе [28] на основе геометро-оптического ана-
лиза было показано, что фраксикон с показателем сте-
пени 1 < γ < 2 формально позволяет получать бесконечно 
большое значение интенсивности на оптической оси. В 
рамках волновой параксиальной модели такого эффекта 
каустики обнаружено не было [29]. В данной работе 
рассматривается действие фраксикона как переходного 
элемента между параболической линзой (γ = 2) и акси-
коном (γ = 1) в непараксиальной волновой модели. 

1. Осевое распределение  
при освещении фраксикона плоской волной 

в непараксиальной волновой модели для 1 < γ < 2 
Рассмотрим поле на оптической оси в условиях 

радиальной симметрии: 
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где E0(r) – входное поле, ограниченное зрачком с ра-
диусом R, k = 2π / λ – волновое число, λ – длина волны. 

В работе [30] было показано, что выражение (1) 
для корректного анализа удобно представить в сле-
дующем виде: 
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При дифракции плоской волны на фраксиконе 
[27, 29] в приближении тонкого элемента входное по-
ле имеет следующий вид: 

0( ) exp( )E r i r γ= − α , (3) 

где α = (kα0)
γ, α0 – безразмерный коэффициент, свя-

занный с числовой апертурой оптического элемента и 
определяющий степень фокусировки.  

Тогда выражение (2) запишется следующим образом: 
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Приближённо вычислить выражение (4) можно мо-
дифицированным методом стационарной фазы [29]: 
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где  

1 0 0''( ) / 2t r r= − ψ , ( )2 0 0''( ) / 2t R r r= − ψ , 
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здесь r0 – стационарная точка, которая определяется 
из уравнения: 
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В общем случае уравнение (9) аналитически не 
решается, поэтому для теоретического анализа нужно 
рассматривать конкретные значения γ. В [30] такой 
анализ был выполнен для 0 1< γ ≤ . Ниже рассматри-

вается диапазон 1 < γ < 2. 

1.1. Распределение в освещённой части 
 оптической оси 

Из выражения (9) можно получить неявную функ-
цию зависимости стационарной точки от расстояния. 
Функция z (r0) имеет вид: 

2 2
2 4 2 2

0 02 2
0

k
z r r

− γ
− γ

γ= −
γ α

. (10) 

Учитывая, что 0 < 4 – 2γ < 2, степень первого сла-
гаемого меньше, чем у второго, поэтому ситуация бу-
дет существенно иной, чем для 0 < γ < 1 [30]. Вид 
функции (10) для различных диапазонов значений 
параметра γ показан на рис. 1.  

а)  

б)  

в)  
Рис. 1. Функция зависимости стационарной точки r0 

и расстояния z 

При заданном z может быть 0, 1 или 2 стационар-
ные точки. Наибольшее значение z, при котором есть 
стационарная точка, равно 

1/ ( 1)

2
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0
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2
z

k

γ −
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 − γ γ −= ⋅ ⋅  − γγ α 
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Это правая граница тени, и её природа отличается 
от подобной границы для диапазона 0 < γ < 1. Там 
тень получалась просто из-за наличия ограничиваю-
щего зрачка (и в формулу для границы входил его ра-
диус). Здесь же тень будет при сколь угодно большом 
зрачке, а её появление соответствует границе полного 
отражения в геометро-оптическом рассмотрении [28].  

Одновременно zmax является таким расстоянием, при 
приближении к которому слева две стационарные точки 
сливаются в одну, что на графике (рис. 2) даёт почти го-
ризонтальный отрезок. При формальном применении 
классического метода стационарной фазы на границе 
тени слева получается бесконечная амплитуда (так как 

0( ) 0f r′′ = ), а справа – нуль. Модифицированный метод 

стационарной фазы формально также даст бесконечное 
значение. Ниже на основе более точного анализа будет 
вычислено корректное значение. 

Этот эффект аналогичен появлению бесконечной 
интенсивности при геометро-оптическом рассмотре-
нии обобщённой линзы в этом же диапазоне γ [28]. 
Отметим, что в рамках параксиального приближения 
такого эффекта не ожидается и не наблюдается [29]. 
Назовём точку, лежащую на расстоянии (11) от эле-
мента, точкой фокуса. Соответствующее значение 
стационарной точки 
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Рис. 2. Вид фазовой функции при различном количестве 

стационарных точек  

Подкоренное выражение в (12) меньше 1 при 
γ > 3/2 и больше или равно 1 в противном случае. 
Чтобы фокус наблюдался, эта точка должна попасть 
внутрь зрачка: R > r0,

 
max, то есть угол, под которым из 

фокуса виден зрачок, будет удовлетворять неравенст-

ву max 0,max maxtg ( / ) ( / ) (2 ) / ( 1)R z r zβ = > = − γ γ − . В 

частности, при γ = 3/2 угол должен быть больше 45°. 
Вернёмся к вопросу о значении амплитуды в фо-

кусе. На самом деле бесконечности нет, надо только 
учесть обычно отбрасываемое следующее слагаемое 
ряда Тейлора для фазы (7): 

( ) ( )( )3

0 0 0( ) / 6r r r r r′′′ψ ≈ ψ + ψ − . (13) 

Для уяснения свойств фраксикона в данном диапа-
зоне рассмотрим конкретное значение γ = 3/2 (общий 
случай будет рассмотрен ниже), при котором уравне-
ние (10) разрешимо относительно r0 алгебраически. 
При подстановке γ = 3/2 в (10) получится уравнение 
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В этом случае кривая на рис. 1 станет симметрич-
ной относительно вершины (параболой). Уравнение 
имеет решение 
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Фокус расположен в точке 3
02 / 9mz k= α , и ему соот-

ветствует стационарная точка r0m с таким же значением 
(это следует и из равенства (12)). В дальнейшем исполь-
зуются значения для фазовой функции в этой точке: 
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Оценим размер 2∆r «почти горизонтального» от-
резка фазовой функции (рис. 2).  

Исходя из того, что фаза на нём меняется не более 
чем на π (более точно: 0,max 0,max( ) ( ) / 2r r rψ ± ∆ = ψ ± π ) 

и формулы (13), находим, что (модуль не пишем, так 
как третья производная положительна) 
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В первом приближении вычисления амплитуды 
примем фазу на этом отрезке постоянной, а остальную 
часть интервала интегрирования учитывать не будем: 
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Более точное решение, причём для любого 1 < γ < 2, 
получится, если действовать аналогично классиче-
скому методу стационарной фазы, т. е. расширяя пре-
делы до бесконечных: 
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Последнее равенство в (19) получено с учётом ра-

венства 2/3

0

cos d 3 (1/ 3) / 2t t t
∞

− = Γ∫  [31]. Таким обра-

зом, результат (18), очевидно, является приближени-
ем с избытком. 
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За пределами окрестности фокуса если две ста-
ционарные точки r01 и r02 не слишком близки, то для 
каждой точки по отдельности можно использовать 
формулу (5) с учётом, что знаки второй производной 
в стационарных точках противоположны. Пределы 
интегрирования у слагаемых будут 01 02[0;( ) / 2]r r+  и 

01 02[( ) / 2; ]r r R+ . 

Найдём критерий близости стационарных точек. Бу-
дем считать, что стационарные точки близки, если пере-
крываются их окрестности малого изменения фазы: 

01 1 02 2r r r r+ ∆ > − ∆ . (20) 

Рассуждая подобно выводу формулы (17), полу-
чим, что 

( )1,2 01,2/r r′′∆ = π ψ . (21) 

Если же корни близки, то для соблюдения непре-
рывности при переходе к точке фокуса возьмём 
взвешенную сумму результата по формуле (5) и ре-
зультата по формуле (18) или (19). Вес первого сла-
гаемого возьмём равным 02 01 1 2( ) / ( )r r r r− ∆ + ∆ , а вто-

рой вес будет дополнением до единицы. 
Для γ = 3/2 мы можем получить более явные коли-

чественные результаты. Длина прямолинейного уча-

стка по (17) равна 2 63
0(2 / 3 ) 2r k∆ = α ⋅ π ⋅ . Тогда в 

(18) получим: 
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Соответственно, (19) превратится в  
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Стационарные точки будут считаться близкими 
(смотри условие (20)), если выполнено неравенство 

3 2
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2 / 9
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k

π∆ <
α

. (24) 

Неравенство (24) получено в предположении, что 
∆z / zmax мало, что эквивалентно требованию, чтобы 

была мала величина 32 2 2
0 081 / 4 5,847α ⋅ π ≈ α . 

Выясним, насколько больше будет амплитуда в 
точке фокуса по сравнению с амплитудой на границе 
области близости стационарных точек. Не учитывая в 
(2) внеинтегральных слагаемых и считая множители 
при интеграле примерно равными, мы можем срав-
нить только значения интегралов. Значение в точке 
фокуса дано формулой (23). Значение на границе, 
очевидно, равно сумме вкладов обеих стационарных 
точек. Пользуясь тем, что на границе области точка 
r0, max лежит посередине между стационарными точ-
ками, можно доказать, что при предположениях из 

неравенства (24) множители ( )( ) 2/ | ( ) |i rA r e rψ ′′ψ  в 

результирующем выражении при использовании ме-
тода стационарной фазы можно считать одинаковы-
ми. При этом множители без производной берутся в 

точке r0, max, а вторые производные – в самих стацио-
нарных точках. Они равны по модулю, но противопо-

ложны по знаку: ( ) ( )
2 9/2

0
02 01

27

4 2

k
r r k z

α′′ ′′ψ ≈ −ψ ≈ ∆ . 

Заметим, что равенство приближённое, так как фазо-
вая функция в отличие от кривой (10) не становится 
симметричной относительно точки r0, max.  

Для оценки используем классический метод ста-
ционарной фазы. Из-за разных знаков второй произ-
водной общий вклад двух стационарных точек будет 

не в два, а только в 2  раза больше, чем одной точки. 
Если учесть, что на границе области неравенство (24) 
превращается в равенство, значение интеграла равно 

( ) ( )0,max

3
( )

0,max2
00

2 4 / 3
( )

3

R
i ri rA r e dr A r e

k
ψψ π≈

α∫ . (25) 

Поделив величины из (23) и (25), получим, что ам-
плитуда в точке фокуса превышает амплитуду на гра-

нице области близости в 3 6(1/ 3) / ( 6) 1,357Γ π ⋅ ≈  раза. 

Таким образом, пик в фокусе не очень острый.  
Для других значений γ из данного диапазона 

принципиально ничего не меняется, кроме, может 
быть, участков вблизи 1 или 2. Существенным каче-
ственным отличием, хотя количественно оно, воз-
можно, не очень велико, будет отсутствие симметрии 
стационарных точек относительно позиции, соответ-
ствующей фокусу. 

1.2. Распределение в области тени 

Рассмотрим теперь вычисления в области тени 
справа, когда z > zmax. Это более сложная задача по 
сравнению с тенью от наличия входного зрачка. В 
случае тени от зрачка можно использовать модифи-
цированный метод стационарной фазы, который, в 
отличие от классического, не требует нахождения 
стационарной точки внутри отрезка интегрирования. 
Правда, точность приближения будет падать при 
продвижении вглубь области тени. В рассматривае-
мом случае в тени стационарной точки нет, но она 
есть вне области тени, в отличие от 1γ = , 0 1α ≥ , где 

её нет ни в какой ситуации. Поэтому желательно при 
вычислениях сохранить непрерывность перехода. 

Самым простым способом, который должен рабо-
тать вблизи границы тени, является формальная под-
становка в выражение (5) невещественного значения 
r0. Вид формулы при этом не изменится, но нельзя 

будет считать, что множитель 0( )i reψ  равен по модулю 
единице.  

Если не заходить в область тени слишком далеко, 
то задача упрощается: в окрестности максимума кри-
вую (10) приближаем параболой, что позволит полу-
чить явную, хотя и приближённую формулу, анало-
гичную (15), при произвольном γ.  

Можно показать, что при надлежащем выборе 
знака мнимой части при извлечении корня амплитуда 
в теневой области (без учёта внеинтегральных сла-
гаемых) убывает экспоненциально с ростом расстоя-
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ния от границы тени. Это аналогично случаю γ = 1, 
α0

 > 1 [32]. 

2. Осевое распределение для параболической линзы 
при освещении плоской волной 

Для данного частного случая функция (γ = 2) z (r0) 
имеет вид: 

2 2
02 4

0

1

4
z r

k
= −

α
. (26) 

Графиком для (26) является парабола с вершиной 
на оси r0

 = 0 (рис. 3). 

 
Рис. 3. Функция зависимости стационарной точки r0 

и расстояния z при γ = 2 

При заданном z может быть одна или ни одной ста-
ционарной точки. Явное решение даётся выражением 

2
0 2 4

0

1

4
r z

k
= −

α
. (27) 

Максимальное значение равно 2
0,max 01/ 2r k= α . Ес-

ли радиус входного зрачка R меньше этой величины, 
то появится область тени вблизи оптического элемен-
та. Так же, как в диапазоне 1 < γ < 2, при любом ра-
диусе R будет тень в области 2

max 01/ 2z z k> = α . Гра-

ница тени соответствует кратному корню, вторая 
производная фазовой функции равна нулю, но, в от-
личие от диапазона 1 < γ < 2, при применении метода 
стационарной фазы бесконечной амплитуды не будет 
даже формально. Дело в том, что граница тени дости-
гается при стационарной точке, равной нулю, и дробь 
сокращается. Дадим явные выражения с учётом того, 
что при γ = 2 медленно меняющийся множитель равен 

2 2/r r z+ : 

( )
( ) ( )

( )

2 2 2 4 2
0 0 0

02 2
0 0 0

02 2 4 2
0 0 0

0

2 (1 4 )

/

2 1 4

1
const .

2

r k k z
A r

A r r r z
r

r k k z

k

′′ ψ = α − α
= + = → =

′′ψ
⋅ α == − α 

= =
α

 (28) 

Подстановка в (5) даёт следующий результат: 

( ) ( )
2

1

2

2
0 0

(0,0, ) ( )

2 exp exp d ,
t

t

E z E z

ik z i r it t

γ== −

− α − ψ   ∫
 (29) 

где 1 0 0''( ) / 2t r r= − ψ , ( )2 0 0''( ) / 2t R r r= − ψ .  

Таким образом, при применении модифицированно-
го метода стационарной фазы амплитуда в данной точке 
не только не будет формально бесконечной, но будет 
(без учёта внеинтегральных слагаемых) равна нулю, так 
как оба предела интегрирования будут равны нулю. 
Пренебрегая краевыми слагаемыми, получаем линейный 
рост амплитуды, если иметь в виду линию узлов. 

Если мы захотим найти более точное (не равное 
нулю) значение амплитуды вблизи «фокуса», то мож-
но рассуждать, как в начале раздела 1.1. Отличие от 
раздела 1.1 в том, что третья производная в точке 
r0

 = 0 тоже равна нулю, поэтому придётся использо-
вать четвёртую производную и фазу представлять в 
виде ψ(r) ≈ ψ(r0)

 + ψIV(r0)(r–r0)
4/24. Размер ∆r «почти 

горизонтального» отрезка фазовой функции равен 

44
3/2

0 0

12 1

2( )IV
r

f r k

π π∆ = = ⋅
α

. (30) 

Медленно меняющийся множитель 2 2/r r z+  
нельзя вынести за знак интеграла даже в первом при-
ближении (получится нуль), но, как и в 1.1, примем 
фазу на этом отрезке постоянной, а остальную часть 
интервала интегрирования учитывать не будем: 

0

0

( )
( )

2 2
max0 0

( )

0

d d

1
/ 2 .

R ri r
i r

i r

r e
e r r r

zr z

e
k

∆ψ
ψ

ψ

≈ ⋅ =
+

= π ⋅
α

∫ ∫
 (31) 

В последнем равенстве подставлены явные выра-
жения для zmax и ∆r. То есть вблизи границы тени 
имеем 

( )2 0 0(0,0, ) ( ) 2 exp .E z E z ik z i rγ== − πα − ψ     (32) 

Последнее слагаемое в (32) оказалось не так уж 

мало, как мы ожидали, – по модулю оно только в 2  
раза меньше, чем получилось бы по (29) в классиче-
ском методе стационарной фазы. 

В области тени мы может действовать так же, как 
в 1.2, подставляя невещественные значения r0, тем 
более имеется явная формула (27). Вблизи границы 
тени это даст непрерывный переход. Если же идти 
далее вглубь области тени, то, начиная с некоторого 
места, в (29) основной вклад начнут давать первые 
два внеинтегральных слагаемых. 

3. Результаты численного моделирования 

При численном моделировании выполнялось срав-
нение действия аксикона (γ = 1), фраксикона (γ = 1,5) и 
параболической линзы (γ = 2) для высоких значений 
числовой апертуры. Расчёт выполнялся на основе 
численного интегрирования по формулам Рэлея–
Зоммерфельда без каких-либо приближений. 

Значение параметра α0 в каждом случае выбира-
лось в соответствии с заданной максимальной число-
вой апертурой оптического элемента NAmax: 

( )

1

max
0 1

, 1
NA

kR

γ

γ−

 
α = γ ≥ 

γ  
, (33) 
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где R – радиус оптического элемента. 
Численное моделирование выполнялось при сле-

дующих расчётных параметрах: λ = 1 мкм, максималь-
ное значение числовой апертуры NAmax

 = 0,95, радиус 
R = 10λ.  

На рис. 4 приведены результаты дифракции огра-
ниченного плоского пучка на микроэлементах при 
различных значениях γ. 

а)    б)    в)  

г)      д)   

е)   
Рис. 4. Фаза фраксикона при (а) γ = 1, α0 = 0,95, (б) γ = 1,5, α0 = 0,185, (в) γ = 2, α0 = 0,087 и соответствующие  

пространственные спектральные распределения (г), а также распределения интенсивности вдоль оптической оси (д)  
и в плоскости максимального значения (е) (γ = 1 – сплошная линия, γ = 1,5 – штрихпунктирная линия, γ = 2 – точечная линия) 

Как видно из рис. 4а–в, частота кольцевых линий 
для аксикона равномерная, в то время как для фрак-
сикона γ > 1 и линзы сгущается на периферии. Из 
пространственных спектров хорошо видно, что фрак-
сикон занимает промежуточное положение между 
линзой, спектр которой почти равномерно распреде-
лён в диапазоне частот от 0 до 0,8, и аксиконом, 
спектр которого сосредоточен около частоты 0,95. 

Из продольного распределения интенсивности вид-
но, что в непараксиальном режиме возможна ситуация, 
когда фраксикон обеспечивает лучшую концентрацию 
энергии, чем линза (рис. 4д). При этом в плоскости 
максимальной интенсивности размер фокального пят-
на оказывается меньше, чем у линзы (рис. 4е): диаметр 
светового пятна линзы по уровню полуспада интен-
сивности для линзы равен 0,62λ на расстоянии 
z = 8,25λ, для фраксикона – 0,51λ на расстоянии 
z = 5,14λ, для аксикона – 0,38λ на расстоянии z = 1,7λ. 

Для параболической линзы в разделе 2 была полу-
чена оценка правой границы светового отрезка, кото-
рую можно считать фокусным расстоянием 

2
max 01/ (2 )z k= α . Для рассмотренных параметров по-

лучается zmax
 = 10,5λ, что на 27 % больше полученной 

численно. 

Для фраксикона можно воспользоваться формулой 
(11), из которой плоскость максимальной интенсивно-
сти предсказывается на расстоянии zmax

 = 5,54λ, что на 
8 % больше полученной численно. 

В работе [30] был рассмотрен аксикон в непара-
ксиальном случае и получено выражение для грани-
цы светового отрезка, которое совпало с известной 
формулой длины формируемого аксиконом светового 

отрезка [33] 2
max 0 01z R= − α α . Используя эту фор-

мулу, можно примерно определить расстояние мак-
симума интенсивности, которое для рассмотренных 
параметров zmax

 = 3,28λ, что почти в 2 раза больше, 
чем полученное численно. 

Такое завышенное значение теоретических оценок 
связано с тем, что они предсказывают не положение 
максимальной интенсивности, а границу начала тени, 
которая находится правее максимума.  

Заметим, однако, что параболическая линза не яв-
ляется оптимальной для фокусировки излучения в 
непараксиальном случае. Известно, что наилучшую 
фокусировку обеспечивает безаберрационая (гипер-
болическая) линза: 

( ) ( )2 2explens r ik r fτ = − + , (34) 
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где f – фокусное расстояние. 
На рис. 5 приведены результаты фокусировки плос-

кого пучка, ограниченного радиусом R = 10λ микролин-
зой (34) при различных значениях фокусного расстоя-
ния. Фокусы были выбраны так, чтобы соответствовать 
расстояниям максимальной интенсивности рассмотрен-
ных выше элементов: f  = 1,7λ. (рис. 5а), f  = 5,14λ 

(рис. 5б), f  = 8,25λ (рис. 5в). Из сравнения рис. 4а–в и 
5а–в видно, что структура фазы элементов, концентри-
рующих излучение на заданных плоскостях, очень по-
хожа, вплоть до преобразования гиперболической лин-
зы (34) в аксикон при малых значениях фокусного рас-
стояния f.  

а)    б)    в)  

г)     д)   
Рис. 5. Фаза гиперболической линзы (34) при (а) f = 1,7λ, (б) f = 5,14λ, (в) f = 8,25λ и соответствующие  распределения 

интенсивности (г) вдоль оптической оси и (д) в плоскостях фокусов (f = 1,7λ. – сплошная линия,  
f = 5,14λ – штрихпунктирная линия, f = 8,25λ – точечная линия) 

Из сравнения продольного распределения интен-
сивности (рис. 4д и рис. 5г) видно, что линза (34) 
обеспечивает лучшую концентрацию энергии, чем 
рассмотренные выше микроэлементы. Однако с раз-
мером светового пятна ситуация неоднозначная. 
Диаметр светового пятна гиперболической линзы с 
f = 1,7λ равен 0,42λ, что на 10 % больше, чем у акси-
кона при двукратном увеличении интенсивности. Ре-
зультаты для линзы (34) и фраксикона с γ = 1,5 очень 
близки как по концентрации энергии, так и по разме-
ру светового пятна (для f = 5,14λ размер светового 
пятна равен 0,514λ, что на 1 % больше при росте ин-
тенсивности на 4 %). Для фокуса f  = 8,25λ размер све-
тового пятна такой же, как у параболической линзы 
0,62λ при увеличении интенсивности на 20 %.  

Таким образом, можно сделать вывод, что в непа-
раксиальной области фраксикон с показателем степе-
ни из середины диапазона 1 < γ < 2 фактически явля-
ется аналогом гиперболической линзы, оптимально 
фокусирующим падающее излучение. Заметим при 
этом, что при использовании фраксикона обеспечива-
ется более резкая тень справа от максимума, чем при 
гиперболической линзе (ср. рис. 4д и 5г). 

Заключение 
В работе рассмотрено действие фраксикона как 

переходного элемента между параболической линзой 
и аксиконом в непараксиальной волновой модели. 

На основе модифицированного метода стационар-
ной фазы получены приближённые аналитические 

выражения для распределения комплексной амплиту-
ды на оптической оси при дифракции плоской волны 
на фраксиконе с показателем степени 1 < γ < 2.    

Численное моделирование показало, что при вы-
соких числовых апертурах фраксикон с показателем 
степени, близким к 3/2, фактически является анало-
гом гиперболической линзы, оптимально фокуси-
рующей падающее излучение. 
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FRACXICON AS HYBRID ELEMENT BETWEEN  
THE PARABOLIC LENS AND THE LINEAR AXICON 

A.V. Ustinov, S.N. Khonina 
Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences,  

Samara State Aerospace University 

Abstract 

In previous studies we shown on the basis of the geometrical-optical analysis that the fracxicon 
(generalized optical element of the parabolic lens and the linear axicon) formally produces an infi-
nitely large value of the intensity on the optical axis. Within frame of the paraxial wave model this 
caustic effect was not found. In this paper, we consider plane wave diffraction on the fracxicon in 
nonparaxial wave model and we show that at high numerical aperture the fracxicon with an exponent 
close to 3/2, is actually analogue of the hyperbolic lens optimally focusing incident beam. 

Key words: fracxicon, parabolic lens, axicon, hyperbolic lens, high numerical aperture. 

Сведения об авторах 
Устинов Андрей Владимирович, 1968 года рождения, в 1991 году окончил Куйбы-

шевский авиационный институт имени академика С.П. Королёва (КуАИ) по специально-
сти «Прикладная математика», работает ведущим программистом в Федеральном госу-
дарственном бюджетном учреждении науки Институт систем обработки изображений РАН; 
является аспирантом Самарского государственного аэрокосмического университета име-
ни академика С.П. Королёва (национальный исследовательский университет). Область 
научных интересов: дифракционная оптика, разработка программ моделирования работы 
оптических элементов; обработка изображений, в частности, гидродинамических процес-
сов и биомедицинских. 

E-mail: andr@smr.ru . 
Andrey Vladimirovich Ustinov, (b. 1968) graduated from Kuibyshev Aviation Institute named 

after academician S.P. Korolyov (KuAI), majoring in Applied Mathematics, works as the leading programmer in the Image 
Processing Systems Institute of the RAS; postgraduate student of Samara State Aerospace University named after S.P. Koro-
lyov. Research interests: diffractive optics, software design for modeling of optical elements operating; images processing, 
particularly images of hydrodynamic processes and biomedical images. 

 
Хонина Светлана Николаевна, доктор физико-математических наук, профессор Са-

марского государственного аэрокосмического университета имени академика С.П. Коро-
лёва; ведущий научный сотрудник Федерального государственного бюджетного учреж-
дения науки Институт систем обработки изображений РАН. Область научных интересов: 
дифракционная оптика, сингулярная оптика, модовые и поляризационные преобразова-
ния, оптическое манипулирование, оптическая и цифровая обработка изображений.  

E-mail: khonina@smr.ru . 
Svetlana Nikolaevna Khonina, Doctor of Physical and Mathematical Sciences; Professor of  

Samara State Aerospace University named after S.P. Korolyov. Leading researcher of the Image 
Processing Systems Institute of the RAS. Research interests: diffractive optics, singular optics, 
mode and polarization transformations, optical manipulating, optical and digital image processing. 

 
 

Поступила в редакцию 8 июня 2014 г. 


