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Аннотация 

Предложен численно-аналитический подход к расчёту отражающей поверхности, фор-
мирующей заданное распределение освещённости на произвольной кривой в пространстве. 
Решение задачи включает в себя два этапа: расчёт функции эйконала на кривой и после-
дующее восстановление отражающей поверхности по полученной функции эйконала. Рас-
считана отражающая поверхность, формирующая спираль, и модуль системы подсветки 
дисплеев, включающий отражающую поверхность, фокусирующую в отрезок. Результаты 
моделирования продемонстрировали хорошую работоспособность метода. Световая эффек-
тивность системы подсветки составляет 86,5 %, а равномерность — 93 %. 
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Введение 

Задача фокусировки излучения в пространствен-
ную кривую заданной формы возникает при расчёте 
лазерных и светотехнических систем различного на-
значения. Расчёт оптических элементов для фокуси-
ровки в кривую сводится к нахождению вида отра-
жающих или преломляющих поверхностей из усло-
вия формирования заданного распределения осве-
щённости вдоль кривой. В настоящее время разрабо-
тан ряд методов расчёта таких оптических элементов 
для различных частных случаев [1–12]. 

В работах [1–5] были получены общие аналитиче-
ские представления для отражающих и преломляю-
щих оптических поверхностей, формирующих диа-
грамму направленности в виде линии или фокуси-
рующих в линию заданной формы при точечном ис-
точнике излучения. При формировании диаграммы 
направленности отражающая поверхность представ-
ляется в виде огибающей однопараметрического се-
мейства параболоидов вращения, а преломляющая 
поверхность — в виде огибающей семейства эллип-
соидов или гиперболоидов вращения. При фокуси-
ровке в линию отражающая и преломляющая поверх-
ности представляются в виде огибающих однопара-
метрических семейств эллипсоидов и картезианских 
овалов соответственно. 

Вследствие высокой сложности рассматриваемой 
задачи, законченные аналитические решения были по-
лучены только для случаев формирования простых 
кривых в виде отрезка и дуги окружности [5–12]. При 
этом в [5–12] не рассмотрена важная частная задача 
расчёта зеркала для фокусировки в отрезок в «ближней 
зоне» (на малом расстоянии от оптического элемента).  

В общем случае решение задачи фокусировки в 
пространственную кривую со сложной формой по-
прежнему является актуальным. Следует отметить, 
что в настоящее время не исследованы вопросы су-
ществования гладких решений задачи фокусировки в 
линию сложной формы. Ряд теоретических вопросов, 
связанных со сравнительно простой задачей расчёта 

эйконала светового поля из условия фокусировки в 
линию, рассмотрен в работах [13, 14], причём только 
в параксиальном приближении. При этом возмож-
ность построения гладкого решения накладывает су-
щественные ограничения на кривизну и угловой раз-
мер кривой фокусировки. В частности, гладкая функ-
ция эйконала существует только при фокусировке в 
дугу с угловым размером менее 90º [13]. 

В настоящей работе предложен простой численно-
аналитический подход к расчёту отражающих по-
верхностей, формирующих линии заданной формы. 
Предлагаемый подход основан на использовании 
итерационного метода решения задачи фокусировки в 
набор точек на кривой с последующим построением 
непрерывной функции эйконала на кривой и восста-
новлением поверхности зеркала на основе аналитиче-
ских соотношений. С помощью предложенного под-
хода в качестве примера были рассчитаны отражаю-
щий оптический элемент, фокусирующий излучение 
источника в спираль, и оптический элемент для сис-
темы подсветки дисплеев, формирующий равномерно 
освещённый отрезок в плоскости источника. 

1. Расчёт отражающей поверхности 

Рассмотрим задачу расчёта отражающей поверх-
ности (рис. 1), фокусирующей излучение от точечно-
го источника света, расположенного в начале декар-
товой системы координат, в произвольную кривую с 
заданным на ней распределением освещённости. 
Пусть кривая задана параметрическим уравнением 

( ) ( ) ( )( ), ,X Y Z= ξ ξ ξX  с параметром [ ]0,Lξ ∈ . От-

ражающую поверхность будем искать в виде оги-
бающей однопараметрического семейства эллипсои-
дов, зависящих от ξ  [2, 3]. 

Рассматриваемый в работе подход к расчёту по-
верхности включает в себя два этапа: расчёт непре-
рывной функции эйконала светового поля на кривой 
и последующее восстановление отражающей поверх-
ности по функции эйконала. 
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Рис. 1. Взаимное расположение отражающей 

поверхности, источника света и кривой в пространстве 

Для расчёта функции эйконала на кривой предлага-
ется использовать метод «согласованных параболои-
дов», предназначенный для расчёта зеркал и прелом-
ляющих поверхностей свободной формы, формирую-
щих дискретные распределения освещённости в виде 
набора точек [15–18]. Детальное описание метода для 
задачи расчёта непрерывной, кусочно-гладкой отра-
жающей поверхности, фокусирующей в набор точек, 
приведено в работе [16]. При этом отражающая поверх-
ность представляет собой набор сегментов эллипсоидов 
вращения, у которых первый фокус совпадает с точеч-
ным источником, а второй фокус находится в одной из 
точек в выходной плоскости. Расчёт параметров эллип-
соидов (длин больших осей) осуществляется итераци-
онным методом из условия формирования заданной ос-
вещённости в точках фокусировки, при этом сходи-
мость метода строго доказана [16]. Отметим, что длины 
больших осей эллипсоидов соответствуют значениям 
эйконала светового поля в точках фокусировки. 

В случае фокусировки в произвольную простран-
ственную кривую необходимо аппроксимировать её 
дискретным набором точек, а затем вычислить пара-
метры эллипсоидов (значения эйконала в точках кри-
вой) с помощью метода [16]. На основе полученных 
дискретных значений эйконала с помощью интерпо-
ляции можно получить непрерывное распределение 
эйконала на кривой. 

Рассмотрим далее процедуру построения отра-
жающей поверхности по функции эйконала на кри-
вой. Воспользуемся принципом Ферма и запишем 
выражение для оптической длины пути луча от ис-
точника до точки X(ξ) на кривой (рис. 1): 

( ) ( ) ,ξ = Ψ ξM + X - M  (1) 

где Ψ(ξ) – рассчитанное распределение эйконала све-
тового поля на кривой, а M – радиус-вектор отра-
жающей поверхности, определяющийся в сфериче-
ской системе координат следующим выражением: 

( , ) ( , ; ),L= ϕ ψ ϕ ψ ξM e  (2) 

где L (ϕ, ψ; ξ) – длина радиус-вектора, а e (ϕ, ψ) – еди-
ничный вектор, соответствующий углам ϕ, ψ. Подста-

вим выражение (2) в (1) и выразим в явном виде 
функцию L (ϕ, ψ; ξ): 

( ) ( )
2 2( ) ( )

, ; .
2 ( ), ( , ) ( )

L
ξ − Ψ ξϕ ψ ξ =

 ξ ϕ ψ − Ψ ξ 

X

X e
 (3) 

Как отмечалось выше, решением поставленной 
задачи является огибающая однопараметрического 
семейства поверхностей M (ϕ, ψ; ξ). Уравнение оги-
бающей поверхности определяется уравнением (3) и 
условием равенства нулю смешанного произведения 
векторов [2, 3]: 

( )[ , ], 0ϕ ψ ξ =M M M . (4) 

Подставив выражение (2) в уравнение (4), полу-
чим следующее уравнение: 

( )

( )2

( , ) ( , )
, , ,

( , ; )
, ; 0.

L
L

  ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ϕ ψ ×   ∂ϕ ∂ψ  

∂ ϕ ψ ξ× ϕ ψ ξ =
∂ξ

e e
e

 (5) 

Поскольку в уравнении (5) только последний 
множитель может обращаться в ноль, то система 
уравнений для огибающей семейства эллипсоидов 
принимает вид: 

( )
2 2( ) ( )

( , ; ) ( , ) ,
2 ( ), ( , ) ( )

( , ; )
0.

L

 ξ − Ψ ξϕ ψ ξ = ϕ ψ
 ξ ϕ ψ − Ψ ξ  


∂ ϕ ψ ξ = ∂ξ

X
M e

X e  (6) 

Обратим внимание, что второе уравнение в систе-
ме (6) представляет условие экстремума функции 
L (ϕ, ψ; ξ) при фиксированных значениях угловых ко-
ординат φ и ψ. Таким образом, отражающая поверх-
ность описывается выражением (3), где 

[ ]0,
arg min ( , ; )

L
L

ξ∈
ξ = ϕ ψ ξ . (7) 

Уравнения (2), (3), (7) представляют метод расчёта 
отражающей поверхности, фокусирующей излучение 
от точечного источника света в произвольную кри-
вую в пространстве. 

2. Результаты расчётов 

Для проверки полученных выражений в качестве 
примера была рассчитана отражающая поверхность, 
формирующая равномерное распределение освещён-
ности на спиральной кривой, заданной в выходной 
плоскости x – z + 10 = 0 следующим параметрическим 
уравнением в полярных координатах 

( ) 0,2 1, [0,4 ]r ϕ = ⋅ϕ + ϕ∈ π . 

Для расчёта поверхности с использованием метода 
[12] предварительно решалась дискретная задача рас-
чёта поверхности для фокусировки в 100 точек на кри-
вой. Затем по полученным значениям эйконала строи-
лась непрерывная аппроксимация распределения эй-
конала на кривой и по формулам (2), (3), (7) восстанав-
ливалась непрерывная поверхность (рис. 2). Получен-
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ная поверхность была промоделирована в коммерче-
ском программном обеспечении TracePro® при трас-
сировке 1 000 000 лучей. Трёхмерная модель оптиче-
ской системы представлена на рис. 2, а распределение 
освещённости в выходной плоскости представлено на 
рис. 3. Равномерность освещённости на кривой (отно-
шение минимального значения освещённости на кри-
вой к максимальному) превышает 80 %. 

 
Рис. 2. Оптическая система, фокусирующая излучение 

от точечного источника в спиральную кривую 

 
Рис. 3. Полутоновое распределение освещенности, 
формируемое отражающей поверхностью на рис. 2 

На практике часто возникает задача фокусировки в 
отрезок, имеющая большое количество приложений. В 
частности, в работах [11, 12] предлагается конструкция 
системы подсветки дисплеев, в качестве модулей ко-
торой используются преломляющие оптические эле-
менты, фокусирующие в отрезки на диффузном отра-
жателе, расположенном в плоскости источника излу-
чения. Такой отражатель необходим для формирова-
ния равномерного распределения освещённости в вы-
ходной плоскости, расположенной над ним. В качестве 
диффузионного отражателя в работе [11, 12] предлага-
ется использовать материал Spectralon® [19], произво-
димый компанией Labsphere Corporation и имеющий 
высокий коэффициент отражения в 95–99 % и закон 
рассеяния, близкий к закону Ламберта. В этом случае 
освещаемые отрезки являются вторичными источни-
ками света, аналогичными ранее использовавшимся 
люминесцентным лампам. Система подсветки, опи-

санная в [11, 12], обладает рядом недостатков: во-
первых, данная конструкция обладает достаточно 
большой толщиной; во-вторых, рассчитанные оптиче-
ские элементы формируют равномерно освещённые 
отрезки с большой протяжённостью, что накладывает 
жёсткие требования на точность изготовления прелом-
ляющей поверхности. Ниже предложена другая конст-
рукция системы подсветки, основанная на аналогич-
ной идее, но не имеющая указанных недостатков. 

В качестве модуля системы подсветки предлагается 
использовать светодиод, совмещённый с отражающей 
поверхностью (рассчитанной с помощью предложен-
ной процедуры), формирующей два равномерно осве-
щённых отрезка длиной 20 мм на расстоянии 10 мм в 
плоскости диффузионного отражателя z = 0 (рис. 4).  

 
Рис. 4. Модуль системы подсветки 

Работа отражающей поверхности на рис. 4 была 
промоделирована в программе Trace Pro. На рис. 5 
представлен результат моделирования матрицы сис-
темы подсветки, состоящей из 42 модулей. Модули 
на одной линии расположены на расстоянии 20 мм 
друг от друга, при этом расстояние между соседними 
линиями составляет 40 мм.  

 
Рис. 5. Матрица системы подсветки, формирующая 

несколько равномерно освещённых отрезков в плоскости 
диффузного отражателя 

На рис. 6 показано распределение освещённости, 
формируемое матрицей подсветки в плоскости диффуз-
ного отражателя z = 0. Равномерность освещённости на 
отрезке составляет 85 %, что подтверждает хорошую 
работоспособность рассчитанной оптической поверхно-
сти. На рис. 7 представлено распределение освещённо-
сти в выходной плоскости системы подсветки, распо-
ложенной на расстоянии 7 мм от светодиодов. Данное 
распределение является равномерным, а световая эф-
фективность (отношение светового потока, попавшего в 
освещаемую область, к световому потоку, излученному 
набором светодиодов) составляет 93,7 %. Результаты 
моделирования на рис. 7 были получены для случая то-
чечного источника. На практике размеры светодиодов 
существенно влияют на равномерность и эффектив-
ность светового распределения.  

На рис. 8 приведены результаты моделирования 
системы подсветки для светодиодов Cree® EZ290™ с 
размером чипа 290 микрометров. Световая эффектив-
ность конструкции в данном случае составляет 
86,5 %, а уровень неравномерности – около 25 %. 
Равномерность освещения выходной плоскости мож-
но улучшить, увеличив высоту системы подсветки. 
На рис. 9 представлены результаты моделирования 
системы подсветки с выходной плоскостью, распо-
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ложенной на расстоянии 14 мм от светодиодов. Рав-
номерность в этом случае составляет порядка 93 %. 

а)   

б)   
Рис. 6. Распределение освещённости от матрицы 

подсветки в плоскости диффузного отражателя z =  0: 
полутоновое распределение освещённости (а);  

профили распределения освещённости (б) 

Заключение 

В данной работе предложен численно-аналитичес-
кий подход к расчёту отражающей поверхности, фор-
мирующей заданное распределение освещённости на 
произвольной кривой в пространстве. Решение задачи 
включает в себя два этапа: расчёт функции эйконала на 
кривой и последующее восстановление отражающей 
поверхности по полученной функции эйконала. В ка-
честве примеров с помощью разработанной процедуры 
расчёта были получены и промоделированы два опти-
ческих элемента: отражающая поверхность, форми-
рующая равномерное распределение освещённости на 
спирали, и модуль системы подсветки дисплеев. Ре-
зультаты моделирования продемонстрировали хоро-
шую работоспособность метода. При этом было пока-
зано, что предложенная система подсветки обеспечи-
вает высокую равномерность (93 %) и обладает хоро-
шей эффективностью (86,5 %). 

а)  

б)  
Рис. 7. Распределение освещённости в выходной плоскости 

z =  7 мм в случае точечных источников излучения: 
полутоновое распределение освещённости (а);  

профили распределения освещённости (б) 
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DESIGN OF REFLECTIVE SURFACE FOCUSING LIGHT FLUX INTO AN ARBITRARY CURVE 
K.V. Borisova, M.A. Moiseev, L.L. Doskolovich, E.S. Andreev 

Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences,  
Samara State Aerospace University 

Abstract  
A numerical-analytical approach is proposed for designing reflective surface producing prescribed 

irradiance distribution on the curve with specified shape. Method consists of two steps: computation of 
eikonal function on curve and reconstruction of the reflective surface using precomputed eikonal func-
tion. Reflective surface generating spiral line and module of backlight system for displays are designed. 
The simulation results demonstrate high-quality of the proposed method: light efficiency of backlight 
system is 86.5 % and uniformity of illuminance distribution is 93 %. 

Key words: geometric optics, reflective surface, LED optics, focusing in curve, illumination system. 
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